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PRI~FACE DES fiDITEURS 

Auguste Comte naquit k Rdontpellier, IC 19 janvier 1798. 
Issu d’une famille catholique et trbs attach& B la royautb, il 
fut d’abord admis comme interne au lyc6e de sa ville natale. 
Ses dispositions pour les sciences mathhat iyues  et S ~ ~ C U -  

latives avant 8t8 trbsrernaryu6es d B s  son jeune &ge, il entrait A 
l’Ecole polytechniyueun des premiers de la promotion de 1814, 
B I’%ge de seize ans. Mais en 1816, 1’~cole  ayaiit 6th licencibe, 
il en sortit sans fonctions, et s’htablit h Paris oh il demantia 
?I l’enseignemenl le inoyen de subvenir 9 son existence. 

Vers 1818, Auguste Comte se lia avec Saint-Simon dont il 
devint le disciple et cornmenpa, l’ann6e suivante, & publier 
une s8rie d’opuscules dont les id@es fondamentales se retrou- 
veront plus tard dans son Trait& de politique positive. Mais 
il ne supportait qu’avec peine la direction de Saint-Simon et 
leurs divergences did8es abontissaient, en 1824, a tine rupture 
6clatante. 

A-daterde ce moment, Auguste Comte commence &exposer, 
dans un cours public, la pliilosophie positive dont il vient 
d’klaborer le systhme. Cette pr6cocitb particuli8re1 dont il 
s’enorgueillira plus tard en s’appliquant le mot d’hlfred de 
Vigny : (( Une helln vie est une pensbc de jeuncsse rPRlisCr 
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dais  1’8ge mor )), cette prBcocit6, disons-nous, jointe 4 un 
ourmenage intellectuel excessif, a de funestes cffets, et pen- 
dant uiie quinzainc de jours, Comte, par suite d’une crise 
d’anhmie cerhbrale, que des disciples dissidents ciualifie- 
roiit plus tard de crise tl’alidnation meatale, est clans la 
nkcessitk de garder la chambre. Ce ne sera d’ailleurs pas la 
derrikre wise de ce genre et, viiigt a m  plus tard, deux nou- 
velles atteintes de trbs courte durke permettront a eertains 
de ses disciples d’dtablir une distinclion entre le positivisme 
et ce qu’ils nornineront le (( Comtisme D. 

Vers 1828, il reprend ses cours et ses travaux. Bans le pre- 
mier semestre de 1830, il Bcrit le premier volume de son COUI-S 
de philosophie positive, consacri: alii prbliminaires g8ndraux 
de sa philosophie et la philosophie mathematique. Cette 
ceuvre admirable, qui devait rallicr les sun’ragcs des pJus 
grands savants fransais et &rangers, fut r8gulil.rement con- 
tinuhe et publiCe en six volumes, de 1830 B 1842. Ge moiiu 
ment devait rester son ceuvre capitale. 

Entre temps, en 1832, il Btait nommB reptititeur A l ’ h l e  
polytechnique et examinateur, en 1837. Mais ses resSOUfCeS 
Btaient trhs limitdes et il dut Bgalement donner des lecons de 
mathhmatiques a l’institution L a d l e .  

C’esl au milieu de ces difficult& d’ordre materiel et de ses 
dissentiments conjugaux que Cointe trouva nhanmoins la 
libertd d’esprit necessaire c? I’BIaboration du Cours de philo- 
sophie positive. En mame temps, il fail un cours gratuit d’as- 
tronomie dans une mairie de Paris qu’il pnbliera CII 1846 
sous le titre Trait6 philosopliique d‘asfronornie populai1.e. 
C’est vers celte Bpoquc qu’il se &para ddfinitivement de sa 
femme. L’annke suivante, ses fonctions de rhpbtiteur e t  
d’examinateur a I’Ecolc polytechnique h i  furent retirdes, et 
toutes les dhiarches cp’il tenta pour les recouvrer demeu- 
rerent vaines. I1 publiait ii ce moment un Trait6 e‘le‘mentaire 
de ge‘ome‘€rie a trois dimensions et un Discours sur [’esprit 
posit i f .  



A dater de 1845, Comte assaya de donner A ses conceptions 
un caractbre plus directement pratique. Le iTraif4 d e  poli- 
fique positive, qui porte pour Bpigraphe (( I’amoiir pour prin- 
cipe, l’ordre pour base, le ,progr&s pour but )) et qui pretend 
instituer la religion de l”umanit6, est la manifestation ctipi- 
tale de cette nouvelle pbriode. I1 s’institue grand prdtre de 
1’HumanitB et met en pratique, avec quelques disciples, la 
nouvelle religion. Littr6 et Stuart Mill, qui jusque-18 avaient 
contest6 les cons6quences politiyues que Comte tirait de sa 
doctrine, se separbrent de lui, estimant que la nouvelle *re& 
gion constituait une ddviation du positivisme,:et exp1ique;Pent 
ce retour au mysticisme par la passion que venait de lui ins- 
pirer Mine Clotide de Vaux. Le coup d’fitah de 1851 reGul8on 
adhesion. 

Ses dernihres annees furent consacr&s, outre des tra- 
vaux de moindre importance, comme le Cafe‘cliismepositivisfz 
et Z’Appel a u x  conservafeurs, la rkdaction cl‘un trait6 de 
Synfh2se subjective. Le premier volume seul a Bt6 Bcrit; le 
second devait contenir un trait6 de morale positiviste, mais 
Comte mourut tl’un cancer Ir l’estomac, laissarit un testament 
volumineux par lcquel il instituai t treize executcurs tes ta- 
mentaires et les chargeait c k  conserver son appartement de 
la rue Monsieur-le-Prince comn~e premier sikge du culte de 
1’HumanitB. Quinze ans plus tard, ce testament devait donner 
lieu i un procks cklbbre. 

Les doctrines de Comte ont eu un retentisseinent consid6- 
rable et on1 encore de trhs noinbreux partisans. Le Coum de 
philosophk positive que nous publions aujourd’hui est 
I’oeuvre essenlielle de ce grand philosophe. C’est cet o w  
vrage inerveilleux qui organisa la philosophie des sciences, 
exposa la loi des trois btals, thkologique, m8taphysique et 
positif, par lesyuels, selon I’auteur, passe I’humanit6, e t  Bta- 
blit, ce que I’on avait h peu pi”& nBgligB jusqu’alors, une 
classification des sciences. 

Chacun des tomes qui le coniposent fut Bcrit presyue d’uii 
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trait; cerlains tomes, celui consacre a la philosophie chimi- 
que et biologique, par exemple, ont Bt6 k i t s  en un mois. Cc 
detail indique la puissance intelIectuelle de cei homme de 
@lie et esplique surabondarnment les yuelclues crises d’and- 
mie cer6brale tlont il fut atteint. 

C’est cet ouvrage qui, lors de sa publication, r a l h  les horn 
nies les plus 6mineiit? de l’epoyue et servit de base h d%- 
lustres savants pour 1’6lahoration de la m6thode scientifiyiir 
qui a donne les admirables resultats scientifiyues et pratique. 
de ces ciuquante dernieres annkes. 

Aussi, avons-nous pens6 qu’on ne saurait inieux reconnai- 
tre les services de l’une de nos plus pures gloires nationale- 
qu’en meltant B la port6e de tons l’ouvrage capital de celiii 
qui fit tous ses efforts pour que la spBcialisation ne se d6w- 
loppe jainais aux d6pens des conceptions gBn6rales. 
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P O U R  L A  P R E M I i 3 R E  h D I T I Q N  

Ce cours, rksultat gknhral de tous rnes travaux, depuis ma 
sortie de l’Ecole Polytechnique en 1816, fut ouvert pour la 
premiere fois en avril 1826. Aprks un petit nombre cle skances, 
uiie maladie grave m’empecha, A cctte bpoque, de poursuivre 
une entreprise encouragbe, des sa naissance, par lles suffrages 
de plusieurs savants du premier -orclre, parmi lesquels je pou- 
vais citer des lors MRI. Alexandre de Ilumbolclt, de Blainville 
et Poinsot, membres de I’hcadkmie des Sciences, qui voulu- 
rent bien suivre avec un inthr&t soulenu I’exposition de mes 
id6es. J’ai re€ait ce cours en entier l‘hiver dcniicr, A partir du 
4 janvier 1829, devant un auditoire donb avaient daigni: faire 
partie M. Fourier, secretaire perpkluel de 1’Acadkmie des 
Sciences, MM. de Blainville, Poinsol, Navier membres de la 
-’-e Acadkmie, MM. les professcurs Croussais, Esquirol, 

,, etc., auxquels je dois ici lhmoigner publiquement ma 
inaissance pour la maniere dont ils ont acciieilli cetle 
ell? tentative philosophique. 

% &  
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Apr6s m’0tre assure par de tels suffrages que ce cours ~ P ~ I I  

vait utilement recevoir une plus grande publicit8, j’ai C C I  

devoir, B cette intention, l’exposer cet hiver 1’Athende r ~ :  :’ 
de Paris, oh il vieiit d’&lre ouvert le g ddcembre. Le plan 
demeure complktement le in&me; seulement les convenaric-, 
de cet Btablisscment m’obligcnt 5\ restreindm n n  peu les d ’ ( 

loppeinents de mon cours. Ils se trouvent tout entiers d m  ’ 

publication que je fais aujourd’hui de mes lecons, telles qu’c,II(b 
ont eu lieu l’ann6e dernibre. 

Pour completer cette notice historicpe, il est conwnablt. ( 1  
faire observer, relativemelit b quelques-unes des idees foiltla 
mentales exposties dans cc cours, que je les avais prdsen!c.(> 
ant6rieuremeiil dans la premikre partie d’un ouvrage inti:nlc 
S y s t h e  de  polilique positive, imprimbe h cent exemplai IT 
en mai 1822, et reimprim& ensuile en avril 1824, h 111 

nombre d’exemplaires plus considdrable . Cette p r e m h  
partie n’a point encore kt6 formellement publike, mais \ $ \ I : ‘  

Iement communiqn6e,par la voie de l’impression, 5\ un gr<iiii 

nonibre de savanls el de philosophes europkens. 

J’ai cru nkcessaire de coiistater ici la publicite efl’ectivt. ( I  
ce premier travail, parce que quelyues idees oflrant une ci  

taine anologie avec une partie des miennes se trouvent exposw: 
sans aucnne mention de mes recherches, dans divers o u v r n p  
publies posterienrement, surtout en ce qui concerne la ri{iiu 

vation des thkories sociales. Quoiyue des esprits diff6rc.i)’ 
aient pu, sails aucune communication, comme le moil t r  
souvent l’histoire de I’esprit huinain, arriver sBpar6meii i : 
des conceptions analogues en s’occupant d’une m&me claiqc 
de travaux, je devais n6annioins insister sin- I’ant6rioritc 
r8elle d’un ouvrage peu connu dn public, afin qu’on ne sup 
pose pas que j’ai puis4 le germe de certaines id6es dans de< 
h i t s  qui sont, au contraire, plus r6cents. 

Plusieurs personnes m’ayant d6jB demand6 quelques kclair. 
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cissements relativeinent au titre de ce cours, je crois utile 
d’indiquer ici, h ce sujet, une explication sominaire. 

L’expression philosophie positive titant constan>ment em- 
ployke, dans toiite 1‘Btendue de ce cours, suivanlune acception 
rigourcusement invariable, il m’a paru superflu de la definir 
autrement que par I’usage uniforme que j’en ai toujours fait. 
La premiere lecon, en particulier, peut &tre regardee tout 
entiere comme le developpement dc la dhfinitjon exacte de ce 
que j’appelle la philosophie posiitue. Je regrette nkanmoins 
d’avoir Ctti obligee d’adoptcr, A dt5faut de tout autre, un 
termc :omme celui de phiiosopliie, qui a Bt6 si abusivement 
employe dans une multitude d’acceptions diverses. Mais l’afl- 
jectif positive par lequcl j’en modifie le sens me parait suf- 
fire pour faire disparaitre, meme au premier abord, toute 
Bquivoque essentielle, chez ceux, du moins, qui en connaissent 
bien la valeur. Je me bornerai donc, dans cet avertissement, 
A declarer que j’emploie le mot philosophie, dans l’acception 
que lui donnaient ICs anciens, et particulierement Aristote, 
comme designant le systbme general des conceptions hu- 
maines; et, en ajoutant le mot positiue,j’annonce que je con- 
sidere cette manikre spticiale de philosopher qui consiste h 
envisager les theories, dans quelque ordre d’idties que ce soit, 
comme ayant pour objet la coordination des faits observCs, 
ce qui constitue le troisikme et dernier Blat de la philosophie 
g8nBrale, primitiveinent theologiyue et eiasuite mBtaphysique, 
ainsi que je l’expliyuo d8s la premiere lecon. 

I1 y a, sans doute, beaucoup d’analogie entre inaphilosophie 
positive et ce que les savants anglaisentendent, depuis Newton 
wrtout, par philosophie nafurelle. Mais je n’ni pas dQ clioisir 
cette derniere dtinomination, lion plus que celle de philosophie 
des sciences qui serait peut-8tre encore plus prhcise, parce que 
I’une et l’autre ne s’entendent pas encore de tous lcs ordres 
de ph6nom&nes, tandis que la philosoplzie posiiiue, dans 
laquelle je comprends I’ktude des phtinomenes sociaux aussi 
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bien que de tous les autres, dBsigne une rnanierc uniforms 
de raisonner applicable & tous les sujets sur lesquels l’esprit 
huinain peut s’exercer. En outre, l‘expression plzi1osoph:e 
naturelle est usitbe, en hngleterre, pour designer l’ensembl( 
des diverses sciences d’observation, consider6es jusque dail$- 
leurs sp6cialitBs les plus d6tailkes ; au lieu que parplzilosoplire 
positive, cornpar& 51 sciences posilioes, j’entends seulemell i, 
1 Btude propre des gBnbralit6s des differentes sciences, conGuc‘5 
comme soumises A une mbtliode unique, et comme I’ormarrl 
les diffkreiites parties d’un plan gb,n&al de rccherches. 1 e 
terme que j’ai Bt6 conduit 51 construirc est donc, A la foi-, 
plus Btendu et plus restreint que les dbiiominations, d’ailleui 
analogues, quant au caractere fondamental des idees yu’on 
pourrait, de prime abord, regarder cornme 6quivaIentes. 



C O U R S  
DE 

PHILOSOPHIE POSIT 

PREMIERE LEGON 

Exposition du but de ce cours, ou :consid&ations ge’ne’rales sur 
la nature et l’importance de la philosophie positive. 

L’objet de cette premiere IeGon est d‘exposer nettement le 
but du cours, c’est-&dire de determiner exactement l’esprit 
dans lequel seront considbrhes les diverses branchcs fonda- 
mentales de la philosophie naturellc, indiqubes par le pro- 
gramme sommaire que j e  vous ai presenth. 

Sans doute, la nature de ce cows ne saurait etre complble- 
ment apprBcide, de maniixe h pouvoir s’en former une opi- 
nion dbfhitive, yue lorsque les diverses parties en auront et6 
successivement dBvelopp6es. Tel est l’inconvbnient ordinaire 
des dbfinitions relatives h des syslemes d’idees trks Btendus, 
quand elles en prbckdent l’exposition. Mais les genbralilbs 
peuvent &re conques sous deux aspects, ou comme aperGu 
d’une doctrine B Btablir, ou comme rhsumB d’une doctrine 
Btablie. Si c’est seulement sous ce tlernier point de vue 
qu’elles acquikrent toute leur valeur, elles n’en ont pas rnoins 
d@, sous le premier, une extrkme importance, en caract6- 
risant dks I’origine le sujet h considbrer. La circonscription 
g6nBrale du champ de nos recherches, trache avec toute la  
s6v6ritB possible, est, pour notre esprit, un prkliminaire par- 
ticulikrement indispensable dans une Btude a s s i  vaste e t  
jusqu’ici aussi peu dhterminbe que celle dont nous allons nous 
occuper. Cl’est a h  d’obeir it cette nBcessitB logique que je 
crois devoir vous indiqixer, dds ce moment, la sBrie des consi- 

A . 4 .  - 1. 1 .‘ 
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derations fondamenlales qui ont donne naissance A cv  
veau cours, et qui seront d’ailleurs sptkialement dkveloj:i 
dans la suite, avec toute l’extension que rkclame la 1 
iniportance de chacune d’elles. 

Pour expliquer convenablement la veritable n a h  (b I 

caractkre progre de la philosophie positive, il est irjtlis 
sable de jeler d’abord un coup d’aeil gkndral sur la in,[ 

progressive de l’esprit humain, envisagde dans son enmil  
car une conception quelconque ne peut 61re bien co i i~ i t t~~  
par son histoire. 

En Bludiaiit ainsi le d6veloppemenl total de l’iiitelli;; 
humaine dans ses diverses spheres d’activitd, depuis SOH 

mier essor le plus simple jusqu’g nos jours, je  crois a7 oi t i  

couvert une grande loi fondamentale, A layuelle il est a- iu  
par une nBcessit6 invariable, et qui me semble pouvoii 
solidemenl Btablie, soit sur les preuves rationnelles foli I *  

par la connaissance de notre organisation, soit sur les v6rii 
tions historiques resultant d’un examen altentif du ~ K I  

Cette loi consiste en ce que chacune de nos conception5 11 

cipales, chaque branche de nos connaissances, passe S U C ~  

vement par trois Btats thhoriques differents : l’ktat thBologiq 
ou fictif ; 1’6tat metaphysique, ou abstrait ; 1’6tat scientific 
ou positif. En d’autres termes, l’esprit humain, par sa nat  
emploie successivement dans chacune de ses recherch 
m6liiodes de philosopher, dont le caractere est esseiliii 
ment digerent et m6me radicalement opposd : d’ahiir, 
nikthode th6ologique, ensuite la mdthode m6taphysiclirc 
enGn la mcithode positive. De 19, lrois sorles de philosoph 
ou de systkmes g6nCraux de conceptions sur l’ensemlili~ 
phhornknes, qui s’excluent mutuellement ; la premierv es 
point de depart necessaire de I’inlelligence humaine ; la 11 
sikme, son ktat fixe et dkfinilif; la seconde est un iqut~~n 
destinke B servir de transition. 

Dans I’Btat thdologique, l’esprit humain dirigeant c\s 
tiellement ses recherches vers la nature intime des htrei, 
causes premikres et finales de tous les effets qui le frappe. 
en un mot, vws les connaissaiices absolues, se repr6senIc 
phdnoinknes comme produits par I’action directe et coittin 
d’agents surnaturels plus ou moins nombreux, dont I’intc 
vention arbitraire explique tontes les anomalies appareni 
de l’univers. 

Dans Yetat m6taphysique, q u i  n’esl au fond qu’une siinr 
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modification gdndrale du premier, les agents surnaturels sont 
remplacks par des forces abstraites, vkritables entitds (abstrac- 
tions personnifikes) inhdrentes aux divers Btres du monde, et 
conpues comme capables d’engendrer par elles-mBmes tous 
les phdnombnes observhs, dont l’explication consiste alors A 
assigner pour chacun l’entitd correspondante. 

Enfin, dans 1’6tat positif, l’esprit humain reconnaissant 
l’impossibilitd d’obtenir des notions absolues, renonce 9 cher- 
cher l’origine et la destination de l’univers, et A connaitre les 
causes intimes des phhombnes, po,ur s’attacher uniquernent 
h ddcouvrir, par l’usage bien combin6 du raisonnement et de 
l’observation, leurs lois effectives, c’est-&-dire leurs relations 
invariables de succession et de similitude. L’explication des 
faits, rdduite alors A ses termes rkels, n’est plus dbsormais 
que la liaison dtablie entre les divers phdnomknes particuliers 
et quelques faits gdneraux, dont les progrks de la science ten- 
dent de plus en plus A diminuer le nombre. 

Le systbme thdologique est parvenu 9 la plus haute perfec- 
tion dont il soit susceptible, quand il a substitud l’action provi- 
dentielle d’un &re unique au jeu varid des nonibreuses divi- 
nitks inddpendantes qui avaient ktd imaginkes primitivement. 
De meme, le dernier terme du systkme mktaphysique consiste a 
concevoir, au lieu des diffkrentes entitds particulikres, une 
seule grande entitd ghdrale ,  la naIure, envisagde comme la 
sourceunique de tous les phknombnes. Pareillement, la perfec- 
tion du systbme positif, vers laquelle il tend sans cesse, quoi- 
qu’il soit trbs probablequ’il ne doive jamais l’atteindre, serait de 
pouvoir se reprCsenter tous les divers phdnomknes observahles 
comme des cas particuliers d’un seul fait gdndral, tel que 
celui de la gravitation, par exemple. 

Ce n’est pas ici le lieu de d6montrer sphialement cette loi 
fondamentale du dheloppement de l’esprit humain, et d’en 
dkduire les consequences les plus importan tes. Nous en trai- 
terons directement, avec toute l’extension convenable, dans 
la partie de ce cours relative A l’ktude des phdnombiies 
sociaux (1). Je ne la considbre maintenant que pour dktermi- 

(1) Les personnes qui dksireraient imrnediatement B ce sujet des 
Bclaircissements plus Btendus pourront consulter utilement trois 
articles de Considtrations philosophiques sur les sciences et les savants 
que j’ai publibs, en novembre 1825, dans un recueil intitulk le Pro- 
docleur, (Nos 7, 8 et lo), et surtout la premiere partie de  mon Sysfbme 
depolitique positive, adresske, en avril1824, A I’Academie des Sciences, 
rt oil j’ni consign&, pour la premiere fois, la dkcouverle de cette loi. 
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ner avec prdcision le veritable caractere de la philosophie 
positive, par opposition aux deux autres philosophies qui oai 
successivement domine, jusqu’A ces derniers sikcles, ioui 
notre systhme intellectuel. Quant A present, afin de ne pa‘ 
laisser entieremerit sans demonstration une loi de cette impor- 
tance, dont les applications se prdsenteront frequemmcnl 
dans toute l’htendue de ce cours, je dois me borner A unc 
indication rapide des motifs gdndraux les plus sensibles (tu 
peuvent en constater l’exactitude. 

En premier lieu, il suffit, ce me semble, d’dnoncer une tcllc 
loi, pour que la justesse en soil immGdiatement vdrifike ])ai 
tous ceux qui ont quelque connaissance approfondie de 1’111.; 
toire generale des sciences. I1 n’en est pas une seule, en eflc.t 
parvenue aujouPd’hui A 1’6tat positif, que chacun ne puis\( 
aisdment se reprdsenter, dans le passe, essentiellement coni 
posee d’abstractions m6taphysiques, et, en remontant encor‘c 
davantage, tout A fait dominde par les conceptions thkoio 
giques. Nous anrons m&me malhenreusement plus d’nuc 
occasion formelle de reconnaitre, dans les diverses parties dt 
ce cours, que les sciences les plus perfeclionndes conserr cn 
encore aujourd’hui quelques traces trks sensibles de ces d r w  
dtats primitils. 

Cette ,&volution gknkrale de l’esprit humain peut d’aillvui 
&tre aisbment constatke aujourd’hui, d’une manibre tres ~m 
sible, quoique indirecte, en considerant le developpement clc 
l’intelligence individuelle. Le point de depart &ant ndcesw 
rement le m&me dans l’kducation de l‘individu que dans cclic 
de l’espbce, les diverses phases principales de la preini&i( 
doivent reprksenter les Bpoques londamentales de la secoiicle 
Or, chacun de nous, en contemplant sa propre histoire, n” \( 
souvient-il pas qu’il a et6 successivement, quant B ses notion( 
les plus importantes, fhdologien dans son enfance, ine‘faphy 
sicien dans sa jeunesse, et physicien dans sa virilitk ? Cettc 
verification est facile aujourdhui pour tous les hommei ;IU 
niveau de leur sieclc. 

Mais, outre I’observation directe, gBnBrale ou individucxlfe, 
qui prouve l’exactitude de cette loi, j e  dois surtout, dans 
cette indication sommaire, nientionner les considdrations 
theoriques qui en font sentir la nhcessite. 

La plus importante de ces considdrations, puisde dans la 
nature meme du sujet, consiste dans le besoin, A toute kpoc~uc, 
d’une thhorie yuelconyuc pour licr les fait.;, combine n l rc  
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I’impossibilitd kvidente, pour l’esprit humain A son origine, 
de se former des thBories d’aprhs les observations. 

Tous les bons esprits rdphtent, depuis Bacon, qu’il n’y a 
de connaissances rBelles que celles qui reposent sur des faits 
observ6s. Cette maxime fondamen tale est 6videmment incon- 
testable, si on l’applique, comme il convient, A l’6tat viril de 
notre intelligence. Mais en se reportant Q la formation de nos 
connaissances, il n’en est pas moins certain que l’esprit 
humain, dans son &at primitif, ne pouvait ni ne devait pen- 
ser ainsi. Car, si d’un cat6 toute thkorie positive doit n6ces- 
sairement etre fondee sur des observations, il est Bgalement 
sensible, d’un autre cat& que, pour se livrer a l’observation, 
notre esprit a hesoin d’une thhorie quelconque. $’ I ,  en con- 
templant les phknomhnes, nous ne les rattachions point 
immediatement Q quelques principes, non seulement il nous 
serait impossible de combiner ces observations isolkes, et, 
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par conibquent, d’en tircr aucun fruit, mais nous serions 
rneme entihrement incapables de les retenir ; et, le plus sou- 
vent, les faits resteraient inaperGus SOUS nos yeux. 

Ainsi, press6 entre la nhcessite d’observer pour se Eormer 
iories rBelles, et la n6cessitb non moins imphieuse de 
:r des thkories quelconques pour se livrer A des obser- 
; suivies, l’esprit humain, A sa naissance, se trouverait 
16 dans un cercle vicieux dont il n’aurait jamais eu 
moven de sortir. s’il ne se fQt heureusement ouvert 

iue iaturelle par le developpement spontane des con- 
IS thdologiqiies, qui ont present6 un point de ralliement 
fforts. et fourni un aliment A son activitd. Tel est. indk- 
nment des hautes considdrations sociales qui s7y ratta- 
?t que je ne dois pas meme indiquer en ce moment, le 
ondamental qui dhmontre la necessith logique du carac- 
irement thkologique de la philosophie primitive. 
3 nBcessitB devient encore plus sensible en ayant dgard 

.. .- ,>..rfaite convenance de la philosophie thdologique avec 
la nature propre des recherches sur lesquelles l’esprit humain 
dans son enfance concentre si Bminemment toute son activitk. 
I1 est bien remarquable, en effet, que les questions les-plus 
radicalement inaccessibles B nos moyens, la nature intime des 
etres, l’origine et la fin de tous les phknomhnes, soient prdcisb- 

que notre intelligence se propose par-dessus tout 
primitif, touslesprobkmesvraiment solublesbtant 
isages cornme indignes de meditations sdrieuses. 

ment EelIes 
danscethtat 
prcsyue env 
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On en conGoit aisknieiit la raison ; car c’est l’exphence sell 

qui a pu nous fournir la mesure de nos forces ; et, si l’homn 
n’avait d’abord commence par en avoir une opinion exag6r.d 
elks n’eussent jamais pu acqukrir tout le developpement (lo 
elles sont susceptibles. hinsi l’exige notre organisation. Mai 
qudi qu’il en soit, representons-nous, autant que pos:,ibl 
cette disposition si universelle et si prononcke, et demantloi 
nous que1 accueil aurait r e y  A une telle Bpoque, en la ‘11 

posant formee, la philosophie positive, dont la plus hautc 31 
bition est de decouvrir les lois des phknomenes, et don1 
premier caractere propre est prkciskment de regarder conii 
necessairement interdits B la raison humaine tous ces sublin 
mysthres, que la philosophie th6ologique explique, au C( 
traire, avec une si admirable facilite jusque clans tous 1i.1 
moindres details. 

I1 en est de mkme en considerant sous le point de vue 171 

tique la nature des recherches qui occupent primitivcmd 
l’esprit humain. Sous ce rapport, elles offrent B l’hoiii 
l’attrait si Bnergique d’un empire illimit6 A exercer 5 1 1 ~  

monde exterieur, envisa@ comme entierement, destine A 11( 
usage, et comme presentant dans tous ses phknomhncy I 

relations intimes et continues avec notre existence. Or, 
espBrances chimkriques, ces idees exagerbes de l‘imporf n 
de l’homme dans l’univers, que fait naitre la philosoy 
thbologique, e t  que dktruit sans retour la premiere influc 
de la philosophie positive, son& A l’origine, un stirnul 
indispensable, sans lequel on ne pourrait cerlainement ( 
cevoir que l’esprit humain se fQ t determine primitiveme 
de phnibles travaux. 

Nous sommes aujourd’hui tellement kloignes de ces tlic 
sitions premikres, du moins quant A laplupart desphenoiii$ 
que nous avons peine A nous representer exactement la !J 

sance et la necessite de considbrations semblables. La ra 
humaine est maintenant assez miire pour que nous entw 
nions de laborieuses recherches scientifiques, sans ami 
vue aucun but &ranger capable d’agir fortement sur l’ im 
nation, comme celui que se proposaient les astrologuei 01 

alchimistes . Notre activit6 intellectuelle est suffisamn 
excitke par le pur espoir de dkcouvrir les lois des ph 
mhnes, par le simple desir de confirmer ou d’infirmer 
thkorie. Mais il ne pouvait en 6tre ainsi dans l’enfana 
l’esprit humain. Sans les attrayantes chimeres de I’astrnlo 
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sans les Bnergiques deceptions de l’alchimie, par exemple, oh 
aurions-nous puis6 la constance et l’ardeur nkcessaires pour 
recueillir les longues suites d’observations et d’expkriences 
qui ont, plus tard, servi de fondement aux premieres theories 
positives de l’une et l’autre classe de phenomknes ? 

Cette condition de notre dkveloppement intellectuel a BtB  
vivement sentie depuis longtemps par Kepler, pour l’astro- 
nornie, et justement appreciee de nos jours par Berthollet, 
pour la chimie. 
On voit donc, par cet ensemble de considerations, que,si 

la philosophie positive est le veritable Btat cikfinitif de l’intel- 
ligence humaine, celui vers lequel elle a toujours t e d u  de 

’plus en plus, elle n’en a pas moins dfi nkcessairement em- 
ployer d’abord, et pendant une longne suite de sihcles, soit 
comme mkthode, soit comme doctrine provisoires, la philo- 
sophic theologique ; philosophic dont le caractere est d’&tre 
spontanee, et,. par cela meme, la seule possible l’origine, la 
seule aussi qui pat offrir h notre esprit naissant un intkr&t suf- 
fisant. I1 est maintenant trks facile de sentir que, pour passer 

lhilosophie provisoire t~ la philosophie dkfinitive, 
main a dQ naturellement adopter, comme philoso- 
itoire, les niethodes et les doctrines mbtaphysiques. 
ikre consideration est indispensable pour completer 
Bneral de la grande loi que j’ai indiquee. 
;oit sans peine, en effet, que notre entendement, 
‘1 ne marcher que par degres presque insensibles, 
, passer brusquement, et sans intermkdiaires, de la 
e theologique A la philosophie positive. La thkolo- 
hysique sont si profondement incompatibles, leurs 
IS ont un caractere si radicalement oppos6, qu’avant 
:r aux unes pour employer exclusivernent les autres, 
Ice humaine a dQ se servir de conceptions interm& 
un caracthe batard, propres, par cela meme, 
tduellement la transition. Telle est la destination 
des conceptions metaphysiques : elles n’ont pas 
lit6 rdelle. En substituant, dans 1’8tude des pheno- 
l’action surnaturelle directrice une entitk corres- 
et inskparable, quoiquc celle-ci ne fat d’abord 
e comme une emanation de la premiere, I’homme 
16 peuA peu a ne considererqueles faits e u x - m h e s ,  
i de ces agents metaphysiques ayant BtB graduelle- 
ilisks an point de n’etre plus, aux yeux de tout 
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esprit droit, que les noms abstraits des phEnom8nes. I1 est 
impossible cl’imaginer par que1 autre prockdk notre entende- 
inent aurait pu passer des considkrations franchement surna- 
turelles aux considbrations purement naturelles, du regime 
thkologiqne au regime positif. 

Aprks avoir ainsi ktabli, autant que je puis le faire sans 
entrer dans nne discussion spkciale qui serait dkplacke en ce 
moment, la loi g6n6rale du dkveloppement de l’esprit humain, 
tel que je le consois, il nous sera maintenant ais6 de dkter- 
miner avec pr6cision la nature propre de la philosophie 
positive, ce qui est I’objet essentiel de ce discours. 

Nous voyons, par ce qui prkcede, que le caractere fonda- 
mental de la philosophie positive est cle regarder tous les 
phknomhes cornme assujettis A des lois natiirelles inva- 
riables, dont la dkcouverte pikcise et la r6duction au moindre 
nombre possible sont le but de tous nos efforts, en considkrant 
comme absolument inaccessible et vide de sens pour nous la 
recherche de ce qu’on appelle les causes, soit premihres, 
soit finales. I1 est inutile d’insister beaucoup sur un prin- 
cipe devenu maintenant aussi familier iI tous ceux qui ont 
fait une ktude un peu approfondie des sciences d’ohservation. 
Chacun sait, en effet, que, dans nos explications positives, 
m6me les plus parfaites, nous n’avons nullement la prkten- 
tion d’exposer les causes gknkratrices des phknombnes, puis- 
que nous ne lerions jamais alors que reculer la diPficult6, mais 
seulement d’analyser avec exactitude les circonstances de leur 
production: et de les rattacher les unes aux autres par des 
relations normales de succession et de similitude. 

Ainsi, pour en citer l’exemple le plus admirable, nous 
disons que les phBnomknes gknkraux de l’univers sont expli- 
quks, aulant qu’ils puissent I’&tre, par la loi de la gravitation 
newtonienne, parce que, d’uncbt6, cettebellethkorienousmon- 
tre toute l’immense varibt6 des faits astronomiques, cornme 
n’6tant qu’un seul et m6me fait envisagk sous divers points 
de vue ; la tendance constante de toutes les moldcules les 
unes vers les autres en raison directe de leurs masses, et en 
raison inverse des carr6s cle leurs distances ; tandis que, d‘un 
autre ~616,  ce h i t  gBn6ral nous est prksentk comme une 
simple extension d’un phBnom8ne qui n o w  est Bmineniment 
familier, et que, par cela seul, nous regardons comme par- 
faitement connu, la p.esanteur des corps 21. la surface de la 
lerre. Quarit ddterminer ce que sont en elles-m&mes cette 
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pesanteur, quelles en sont les causes, ce 
I que nous regardons tous comme inso- 
plus du domaine de la philosophie posi- 
mdonnons avec raison B l’imagination des 
: subtilites des metaphysiciens. La preuve 
Issibilite d’obtenir de telles solutions, c’est 
qu’on a cherche B dire A ce sujet quelque 
.ationncl, lesplus grands esprits n’ont pu 
ux principes l’un par l’autre, en disani, 
u’elle n’est autre chose qu’une pesanteur 
#uite, pour la pesanteur, qu’elle consisbe 

simplement dans I’attraction terrestre. De telles explications, 
qui font sourire yuand on pretend h connaitre la nature 
intime des choses el le mode de generation des phknomknes, 
sont cependant tout cc que nous pouvons obtenir de plus 
satisfaisant, en nous montrant comme iden tiyues deux ordres 
clc ph6nombnes, qui ont BtB si longtemps regard& comme 
n’ayant aucun rapport entre eux. Aucun esprit juste ne 
cherche aujourd’hui A aller plus loin. 

I1 serait ais6 de multiplier ces exemples, qui se presente- 
ront en foule dans toute la dur6c de ce cours, puisque tel est 
maintenant l’esprit qui dirige exclusivement les grandes com- 
binaisons intellectuelles. Pour en citer en ce moment un seul 
parmi les travaux contemporains, j e  choisirai la belle serie 
de recherches de M. Fourier sur la th6orie de la chaleur. 
Elle nous offre la verification trks sensible des remarques 
generales prBcBdentes. En effet, dans ce travail, dont le 
caracthre philosophique est si Bminemment positif, les lois 
ICs plus importantes et les plus precises des phenombnes 
thermologiques se trouvent devoilees, sans que l’auteur se 
soit enquis une-seule fois de la nature intimc de la chaleur, 
sans qu’il ait mentionnd, autrement que pour indiquer le vide, 
la controverse si agitde entre les partisans de la matiere calo- 
rifiquc et ceux qui font consister la chaleur dans les vibra- 
tions d’un &her universel. Et neanmoins les plus hautes 
questions, dont plusieurs n’avaient meme jamais 6tB poshes, 
sont traitdes dans cet ouvrage, preuve palpable que l’esprit 
humain, sans se jeter dans des problkmes inabordables, et cn 
sc restreignant dans les recherches d’un ordre entikrement 
positif, peut y trouver un aliment inepuisable A son activite 
la plus profonde. 

Aprbs avoir caract6ris6, aussi exactement qu’il m’es t per- 
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mis de le faire dans cet aperCu general, l’esprit de la philo- 
sophie positive, que ce coups tout entier est destine a deve- 
lopper, je dois maintenant examiner Q quelle Bpoque de sa 
formation elle est parvenue aujourd’hui, et ce qui reste h 
faire pour achever de la constituer. 

A cet effet, il faut d’abord considerer que les diffBrentes 
branches de nos connaissances n’ont pas dii parcourir d’une 
vitesse &ale les trois grandes phases de leur dbveloppement 
indiquees ci-dessus, ni, par conshquent, arriver simultanb- 
ment B 1’8tat positif. I1 existe, sous ce rapport, un ordre 
invariable et necessaire, que nos divers genres de conceptions 
ont suivi et dh suivre dans leur progression, et dont la con- 
sideration exacte est le complement indispensable de la loi 
fondamentale Bnoncee prbcedemmen t. Cet ordre sera le sujet 
special de la prochaine lepon. Qu’il nous suffise, quant h 
present, de savoir qu’il est conforme a la nature diverse des 
ph6nomhnes, et qu’il est determine par leur degre de genera- 
litb, de simplicit6 et d’indbpendance rbciproque, trois consi- 
derations qui, bien que distinctes, concourent au m&me but 
Ainsi, les phenomknes astronomiques d‘abord, comme &an 
les plus genbraux, les plus simples, et les plus indbpendant 
de tous les autres, et successivement, par les memes raisons 
les phknomknes de la physique terrestre proprement dite 
ceux de la chimie, et enfin les pheriomhnes physiologiques 
ont BtB ramen& B des theories positives. 

I1 est impossible d’assigner l’origine precise de cette rho 
lution ; car on en peut dire avec exactitude, comme de tow 
les autres grands BvBnements humains, qu’elle s’est accomplie 
constamment et de plus en plus, particulibement depuis l e r  
travaux d’hristote et de l’bcole d’hlexandrie, et ensuite depuis 
l’introduction des sciences naturelles dans 1’Europe occiden- 
lale par les Arabes. Cependant, vu qu’il convient de fixer une 
Bpoque pour empecher la divagation des idbes, j’indiquerai 
celle du grand mouvement imprime Q l’esprit humain, il y I 
deux sihcles, par l’action combinbe des prbceptes de Bacon 
des conceptions de Descartes, et des decouvertes de Galilkr 
comme le moment oh l’esprit de la philosophie positive a corn 
mence Q se prononcer dans le monde, en opposition Bvidenl 
avecl’esprit th6ologique et mbtaphysique. C’est alors, en effe’ 
que les conceptions positives se sont degagees nettemer 
de l’alliage superstitieux et scolastique qui deguisait plr 
ou moins le veritable caractkre de tousles travaux anterieur 
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iorable Bpoque, Ie mouvement d’ascen- 
hie positive, et le mouvement de deca- 

milosophie thdologique et mhtaphysique, ont 
ent marques. 11s se sont enfin tellement pro- 
est devenu impossible aujourd’hui, & tous les 
ayant conscience de leur sikcle, de mkconnaftre 
finale de I’intelligence humaine pour les Btudes 

si que son Bloignement desorrnais irrevocable 
es doctrines et pour ces mBthodes provisoires 
iient conjenir qu’h son premier essor. Ainsi, 
on fondamentale s’accomplira necessairement 
n Btendue. Si  donc il lui reste encore quelque 
&e A faire, .quelque branche principale du 
llectuel h envahir, on peut Btre certain que la 
n s’y opbrera, comme elle s’est effectuee dans 
tres. Car il serait Bvidemment contradictoire de 
I’esprit humain, si dispose Bl’unitB de methode, 
‘Bfiniment, pour une seule classe de phBno- 
aniere primitive de philosopher, lorsyu’une 
ivB A adopter pour tout le reste une nouvelle 
sophique, d’uii caractere absolument oppose. 
uit donc A une simple question de fait : la phi- 
ive, qui, dans les deux derniers sibcles, a pris 
t une si grandc extension, embrasse-t-elle 
DUS les ordres de phbnombnes? I1 est Bvident 
I point, et que, par conshquent, il reste encore 
peration scientifique A exhcuter pour donner h 
! positive ce caractere d’universalitb, indispen- 
onstitution dhfinitive. 
ins les quatre categories principales de pheno- 
4s Bnumerkes tout A l’heure, les phhombnes 
s, physiques, chimiques et physiologiques, on 
e lacune essentielle relative aux phknomenes 
bien que compris implicitement parmi les phB- 
siologiques, mbritent, soit par leur imporlance, 
ifficultks propres h leur Bt,u.de, de former une 
incte. Ce dernier ordre de conceptions, qui se 

phdnomenes les plus particuliers, les plus 
:t les plus dependants de tous les autres, a dQ 
nt, par cela seul, se perfectionner plus lente- 
IS les prdchdents, m&me sans avoir Bgard aux 
s sphciaux que nous considtxerons plus tard. 

http://Bt,u.de
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Quoi qu’il en soit, il est Bvident qu’il n’esl point encore entre 
dans IC domaine de la philosophie positive. Les ni8thodes 
theologiques et  metaphysiques qui, relativeinelit si tous les 
autres genres de phenomknes, ne sont plus maintenant em- 
ployees par personne, soit comme inoyen dinvestigation, 
soit meme seulement cornme moyen d’arguinentation, sont 
encore, au contraire, exclusivemenl usitkes, sous I’un et 
l’autre rapport, pour tout ce qui concerne les phknonikne: 
sociaux, quoique leur insuffisance si cef 6gard soit deja pleine- 
ment sentie par tous les bons esprits, lasses de ces vainec 
contestations iiiterminables entre le droit divin et la souve 
rainete du peuple. 

Voila donc la grande, mais dviclemment la seule lacunc 
qu’il s’agit de combler pour achever de constituer la philo- 
sophie positive. Maintenant que I’esprit humain a fond6 la 
physique chleste, la physique terrestre, soit mBcanique, soit 
chimique ; la physique organique, soil veg8tale, soit animale, 
il lui reste B terminer le systbme des sciences d’observation 
en fondant la physique sociale. Tel est aujourd‘hui, sous plu- 
sieurs rapports copitnux, le plus grand et le plus pressant 
besoin de notre intelligence : tel est, j’ose le dire, le premier 
but de ce cours, son but special. 

Les conceptions que je tentcrai de presenter relativement 
B I’Btude des phknombnes sociaux, e l  dont j’espere que ce 
discours laisse dBjA entrevoir le genne, ne sauraient aroir 
pour objet de donner immediatcment si la physique sociale 
lemerne degre de perfectioii qu’aux branches anterieures de 
la philosophie naturelle, ce qui serait 6vidr:mment chimhrique, 
puisque celles-ci offrent deja entre elles si cet hgard une ex- 
treme inBgalitd, d’ailleurs inevitable. Maivelles seront desti- 
d e s  B imprimer B cette derniere classe de nos connaissances 
ce caractere positif deja pris par loutes les autres. Si cette 
condition est une fois rkellement remplie, le systkme philoso- 
phique des modernes sera enfin fond6 dans son ensemble; 
car aucun ph6nomene observable ne saurait Bvidemment 
manquer de rentrer dans quelqu’une des cinq grandes cat& 
gories dks lors Btablies des phenomknes astronomiques, phy- 
siques, chimiques, physiologiques et sociaux. Toutes nos con 
ceptions fondamentales &ant devenues homoghes,  la philo- 
sophie sera d6finitivement constituee h 1’8tat positif ; sans 
jamais pouvoir changer de caractkre, il ne iui restera qu’6 
se developper indeflniment par les acquisitions toujours croic 
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3allcGo IcioulcG?I dnt inevitablement de nouvelles observa- 
tions ou de meditations plus profondes. Ayant acquis par la 
le caractere d’universalitk qui lui manque encore, la philoso- 
phie positive deviendra capable de se substituer entikrement, 
avec toute sa superiorit6 naturelle, A la philosophie thkolo- 
gique et Q la philosophie mktaphysique, dont cette univer- 
salite est aujourd’hui la seule propriktk rdelle, e t  qui, privkes 
-d’iin tel motif de prkfkrence, n’auront plus pour nos succes- - 
sews qu’une existence historique. 

Le but special de ce cows &ant ainsi expose, il est ais6 de 
comprcndre son second but, son but general, ce qui en fait 
un cours de philosophie positive, et non pas seulement u n  
cows de physique sociale. 

En effet, la fondation de la physique sociale complktant 
enfin le systeme des sciences naturelles, il devient possible e t  
meme necessaire de resumer les diverses connaissances 
acquises, parvenues alors A un &at fixe et homogBne, pour 
les coordonner en les prPsentant comme autant de branches 
d’un tronc unique, au lieu de continuer A les concevoir seule- 
mcnt comme autant de corps isolks. C’est A cette fin qu’avant 
de proc6der h 1’6tude des phBnomknes sociaux j e  considkrerai 
successivement, dans l’ordre encyclopCdique annonce plus 
haut, les differentes sciences positives dkjA form6es. 

I1 est superflu,je pense, d’avertir qu’il ne saurait &re ques- 
tion ici d’une suite de cows spkciaux sur chacune des branches 
principales de la philosophie naturelle. Sans parler de la  
tlurec materielle d‘une entreprise semblable, il est clair 
qu’une pareille pretention serait insoutenable de ma part, et 
j c  crois pouvoir ajouter de la part de qui que ce soit, dans 
l’ktat actuel de 1’6ducation humaine. Bien au contraire, un 
cours de la nature de celui-ci exige, pour &re convenablement 
entendu, une serie prkalable d’htudes speciales sur les diverses 
sciences qui y seront envisagkes. Sans cette condition, il est 
hicn difficilc de sentir et impossibIe de juger les rkflexions 
philosophiques dont ces sciences seront les sujets. En un mot, 
c’cst un Cours de philosophie positive, et non de sciences 
positives, que je me propose de faire. I1 s’agit uniquement 
ici de considkrer chaque science fondamentale dans ses 
relations avec le systkme positif tout entier, et quant Q l’esprit 
qui la caracterise, c’est-&-dire, sous le double rapport de ses 
m6thodes essentielles et de ses resultats principaux. Le plus 
souvent meme je  devrai me borner A mentionner ces derniers 
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d’aprbs les connaissances speciales pour tAcher d’apprecier 
leur importance. 

Afin de resumer les idees relativement au double but de 
ce cours, je  dois faire observer que les deux objets, l’un 
special, l’autre gen6ra1, que je  me propose, quoiqwe distincfs 
en eux-m6mes, sont nbcessairement inskparables. Car, d’un 
cat& il serait impossible de concevoir un cows de philosophie 
positive sans la fondation de la physique sociale ; puisyu’il 
manquerait alors d’un element essentiel, et que, par cela seul, 
les conceptions ne sauraient avoir ce caractbre de gheralitk 
qui doit en &re le principal attribut, et qui distingue notre 
etude actuelle de la serie des Btudes spdciales. D’un autre 
c W ,  comment proceder avec &rete A 1’6tude positive des 
phknombnes sociau-x, si l’esprit n’est d’abord prepare par la 
consideration approfondie des methodes positives dhjja jugees 
pour les phhnombnes moins compliques, et muni, en outre, 
de la connaissance des lois principales des phenombnes ant& 
rieurs, qui toutes influent, d’une manihre plus ou moins 
directe, sur les faits sociaux ? 

Bien que loutes les sciences fondamentales n’inspirent pas 
aux esprits vulgaires un Bgal interet, il n’en est aucune qui 
doive &re negligee dans une Btude comme celle que nous 
entreprenons. Quant B leur importance pour le bonheur de 
l’espbce humaine, toutes sont certainement Bquivalentea 
lorsqu’on les envisage d’une manibre approfondie. Celles, 
d’ailleurs, dont les rksultats prdsentent, au premier abord, 
un moindre interet pratique, se recornmandent hminemment, 
soit par la plus grande perfection de leurs methodes, soit 
comme &ant le fondement indispensable de toutes les autres, 
C’est une consideration sur laquelle j’aurai spdcialement ocba- 
sion de revenir dans la prochaine lepon. 

Pour prevenir, autant que possible, toutes les fausses inter. 
pretations qu’il est legitimedecraindre sur la nature d‘un COUPS 
aussi nouveau que celui-ci, je dois ajouter sommairement aux 
explications precedentes quelques considerations directement 
relatives A cette universalit6 de connaissances speciales, que 
des juges irrhflbchis pourraient regard& comme la tendance 
de ce cours, et qui est envisagee B si juste raison comme toul 
A fait contraire au veritable esprit de la philosophie positive, 
Ces consid6rations auront, d’aill eurs, l’avantage plus impor. 
tant de presenter cet esprit sous un nouveau point de vitp 
propre A achcver cl’en bclaircir la notion generale. 
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ns 1’8tat primitif de nos connaissances il n’existe aucune 
ion r6gulikre parmi nos travaux intellectuels ; toutes les 
ces sont cultivdes‘simultandment par Ies memes esprits. 
iode d’organisation des etudes humaines, d’abord i n h i -  

*-Ll,, -1 meme indispensable, comme nous aurons lieu de le 
ter plus tard, change peu A peu, Q mesure que les 
ordres de conceptions se d6veloppent. Pa r  une loi 

L necessite est evidente, chaque bran-che du systkme 
fique se separe insensiblement du tronc, lorsqu’elle a 
sez d’accroissement pour comporter une culture isolke, 
-dire quand elle est-parvenu; A ce point de pouvoir 
:r A elle seule l’activith permanente de quelques intel- 
3s. C’est A cette repartition des diverses sortes de 
ches entre diffdrents ordres de savants, que nous devons 
iment le dkveloppement si remarquable qu’a pris enfin 
3 iours chaque classe distincte des connaissances 
n&, et qui rend manifeste l’impossibiIit6, chez les 
nes, de cette universalit6 de recherches spkciales, si 
,t si commune dans les temps antiques. En un mot, la  
n du travail intellectuel, perfectionnee de plus en plus, 
des attributs caracteristiques les plus importants de  la 
)phie positive. 
,, tout en reconnaissant les prodigieux resultats de cette 

division, tout en voyant desormais en elle la veritable base 
fondamentale de l’organisation gen6rale d u  monde savant, il 
est impossible, d’un autre cat6, de n’etre pas frappe des incon- 
vdnFnls capitaux qu’elle engendre dans son Btat actuel, par 
l’escessive particiilarite des idees qui occupent exclusivement 
cliaque intelligence individuelle. Ce facheux effet est sans 
doutc inevitable jusqu’A un certain point, comme inherent au 
principe .meme de la division; c’est-h-dire que, par aucune 
mesnrc quelconque, nous ne parviendrons jamais h tigaler 
sous ce rapport les anciens, chez lesquels une telle supbrio- 
ri16 ne tenait surtout qu’au peu de dheloppement de  leurs 
connnissances. Nous pouvons nhanmoins, ce me semble, par 
des moycns convenables, Bviter les plus pernicieux effets de 
In spkialitd exagdrbe, sans nuire h l’influence vivifiante de  la 
sCparation des recherches. I1 est urgent de s’en occuper sB- 
ricusement: car ces inconvhients, qui, par ieur nature, ten- 
dent h s’accroftre sans cesse, commencent A devenir trks sen- 
siblea. De l’aveu de tous, les divisions, Btablies pour la plus 
grniide perfection de nos travaux, entre les diverses branches 
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de la philosophie naturelle, sont finalement artificielles. N’ou- 
blions pas que, nonobstant cet aveu, il est deja bien petit 
dans le monde savant le nombre des intelligences embras 
sant dans leurs conceptions l’ensemble m&me d’une science 
unique, qui n’est cependant B son tour qu’une partie d’ur 
grand tout. La plupart se bornent d6jh entibrement B la con 
sideration isolBe ld’une section plus ou moins Btendue d’uni 
science dkterminke, sans s’occuper beaucoup de la relation dt 
ces travaux particuliers avec le systkme g6n6ral des connais 
sances positives. I-Mons-nous dc remddier au mal, avant qdi’ 
soit devenu plus grave. Craignons que l’esprit humain nf 
finisse par se perdre dans les travaux de detail. Ne nous dis 
simulons pas que c’est 18 essentiellement le c8tB faible pat 
lequel les partisans de la philosophie thBologique et de I r  
philosophie m6taphysiyue peuvent encore attaquer avei 
quelyue espoir de succbs la philosophie positive. 

Le veritable moyen d’arrkter l’influence dklBt8re dont l’ave 
nir intellectuel semble menace, par suite d’une trop grand! 
specialisation des recherches individuelles, ne saurait 6tre 
Bvidemment, de revenir cette antique confusion de travaux, 
qui tendrait A faire retrograder l’esprit humain, et qui esf 
d’ailleurs, aujourd‘hui heureiisement dcvenue impossible. I 
consiste, au contraire, dans le perfectionneinent de la divisiol 
du travail elle-mkme. I1 suffit, en effet, de faire de 1’6tude de 
g6n6ralitBs scientifiques une grande spBcialitB de plus. Qu’unt 
classe nouvelle de savants, pr6parBs par une Bducation cou 
venable, sans se livrer B la culture spdciale d’aucune branch 
particulikre de la philosophie naturelle, s’occupe uniquemeni 
en considdrant les diverses sciences posith-es dans leur Btd 
actuel, B determiner exactement l’esprit de  chacune d’elles, 
ddcouvrir leurs relations et leur enchainement, B rksumer, S‘I 

est possible, tous leurs principes propres en un moindrr 
nombre de principes communs, en se conformant sans cess’ 
aux maximes fondamentales de la m6thode positive. Qu’er 
mkme temps, les autres savants, avant de se livrer A leuit 
spBcialit(is respectives, soient rendus aptes, desormais, pa 
une Bducation portant sur I’ensemble des connaissancb 
positives, B profiter immediatement des lumibres repandue 
par ces savants vouBs B 1’Btude des gkn6ralit&s, ct rdcipro 
quement A rectifier leurs rdsultats, &at de choses dont It 
savants actuels se rapprochent visiblement de jour en joul 
Ces deux grandes conditions line fois remplies, il est 6vidP1 
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p’elles peuvent I’etre, la division du travail dans les sciences 
era pouss6e, sans aucun danger, aussi loin que le dheloppe- 

[nent des divers ordres de connaissance l’exigera. Une classe 
listincte, incessamment contr816e par toutes les autres, ayant 
Ipour fonction propre et permanente de lier chaque nouvelle 
dkouverte particulikre au systkme gBnBral, on n’aura plus h 
craindre qu’une trop grande attention donnee aux dBlails 
emp&che d’apercevoir jamais l’ensemble. En un mot l’organi- 
sation moderne du monde savant sera des lors complktement 
fondbe, et n’aura qu’h se d6velopper indkfiniment, en conser- 
vant toujours le m6me caractkre. 

Former ainsi de 1’8tude des, gknBralit6s scientifiques une 
Gection distincte du grand travail int$lectuel, c’est simple- 
ment Btendre l’application du m6me principe de division qui 
I successivement sBpar8 les diverses sp6cialitBs ; car, tant que 
es diffbrentes sciences positives ont 6th peu dbveloppkes, leurs 
relations mutuelles ne pouvaient avoir assez d’importance 
Ipour donner lieu, au moins d’une manibre permanente, A une 
classe particulikre de travaux, et en m&me temps la nkces- 
iitB de cette nouvelle Btude Btait bien moins urgente. Mais 
wjourd’hui chacune de ces sciences a pris sBparBment assez 
d‘extension pour que l’examen de leurs rapports muliiels 
puisse donner lieu A des travaux suivis, en m&me temps que 
ce nouvel ordre d’ktudes devient indispensable pour p rhen i r  
In dispersion des conceptions humaines. 

Telle est la manibre dont je conqois la destination de la 
philosophie positive dans le systkme general des sciences 
positives proprement dites. Tel est, du moins, le hut de ce 
cours. 

Maintenant que j’ai essay6 de dkterminer, aussi exactement 
qu’il m’a 6th possible de le faire, dans ce premier aperqu, 
I‘esprit ghbral  d’un cours de philosophie positive, j e  crois 
devoir, pour imprimer h ce tableau tout son caractkre, signa- 
ler rapidement les principaux avantages gBnBraux que peut 
nvoir un tel travail, si les conditions essentielles en sont con- 
i enablement remplies relativement aux progrbs de l’esprit 
‘iumain. Je r6duirai ce dernier ordre dc considbrations h 
”indication de quatre propriBt6s fondamentales. 

Premibrement 1’6tude de la philosophie positive, en consi- 
(!&rant les resultats de l’activitb de nos €acult& intellectuelles, 
nous fournit le seul vrai moyen rationnel de mettre en 6vi- 
lcnce les lois logiqueq de l’esprit humain, qui ont Bt6 re- 

1 -c. - I. 2 
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cherchkes jusqu’ici par des voies si peu propres A les d h  
ler . 

Pour expliquer convenablement ma pensee h cet Bgard, 
dois d’abord rappeler une conception philosophique de I 
plus haute importance, expost5e par PUZ. de Blainville dans 
belle introduction de ses Principes ge‘ne‘raux d’anatomie COI 

pare‘e. Elle consiste en ce que tout &re actif, e t  spdcialeme 
tout &re vivaut, peut &tre Btudi6, dans tous ses phdnomt5ne 
sous deux rapports fondamentaux, sous le rapport statiquc 
sow le rapport dynamique, c’est-Mire comme apte h agir I 
comme agissant effectivement. I1 est clair, en effet, 91 
toutes les considerations qu’on pourra presenter rentrerot 
rlkcessairement dans l’un ou l’autre mode. Appliquons cet 
lumineuse maxirne fondamentale Q l’ktude des fonctioi 
intellectuelles. 

Si Yon envisage ces fonctions sous le point de vue statiqu 
leur Btude ne peut consister que dans la dktermination d 
conditions organiques dont elles dependent : elle forme air 
une partie essentielle de l’anatomie et de la physiologie. I 
les considerant sous le point de vue dynamique, tout 
rbduit 9 Btudier la marche effective de l’esprit humainl 
exercice, par I’examen des prockdt5s rBellement employ& PO 
obtenir les diverses connaissances exactes qu’il a deja acquisl 
ce qui constitue essentiellement l’objet general de la phi) 
sophie positive, ainsi que je  l’ai dt5finie dans ce discours. I 
un mot, regardant toutes les thdories scientifiques comr 
autant de grands faits logiques, c’est uniquement par l’obst 
vation approfondie de ces i‘aits qu’on peut s’klever A la cr 
naissance des lois logiques. 

Telles sont evidemment les deux seules voies gdn6ralt 
complkmentaires l’une de l’autre, par lesquelles on pui5 
arriver & quelques notions rationnelles vkritables sur I 

phenombnes intellectuels. On voit que, sous aucun rapp 
il n’y a place pour cette psychologie illusoire, derniere trar 
formation de la thbologie, qu’on tente si vainement 
ranimer aujourd’hui, et qui, sans s’inquikter ni de I’B$ 
physiologiyue de nos organes intellectuels, ni de l’obsen 
tion des procedes rationnels qui dirigent effectivement II 
diverses recherches scientifiques, pr6tend arriver & la deer 
verte des lois fondamentales de l’esprit humain, en le e 
templant en 1 ui-irdrne, c’est-&-dire en faisant compl8temt 
abstraction et des causes et des effets 
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La prkpond6rance de la philosophic positive est successi- 
vement devenuc tclle depuis Bacon ; elle a pris aujourd'hui, 
indirectement, un si gri\nd ascendant sur les csprits mame 
qui sont demcur6s le.; plns fitrangers h son immense d6ve- 
loppernrnt, que les mctaphysicicns livrks A l'kliide de notre 
intelligence n'ont pu e,pCrcr de ralentir la dhcadence de ieur 
pr6lencluo science qu on se ravisant pour prksenter leurs 
doctrines coniine Btaiit aiissi fondkes sur l'observation des 
faits. A cette fin, its ont imagine, dans ces derniers lemps, 
de distinguer, par une subtilit6 fort, singulibre, deux sorles 
(I'observations d'bgale importance, I'une extkrieure, l'autre 
intdrieure, et dont la dernibre est uniyuement destinke A 
I'Ctude des phBtiombnes intellectuels. Ce n'est point ici le 
lieu d'entrer dans la discussion spkcialc de ce sophisme fon- 
damental. Je  dois me borner a indiquer la considkration 
priiicipale qui prouvc clairement que cette prdtenduc con- 
templation directe de l'esprit par lui-m6me est une pure 
illusion. 

On croyait, i l  y a encore peu de temps, avoir expliyuk la 
vision, en disant quc I'action lumineuse des corps clhtermine 
sur la retine dcs tableaux reprhentatifs des formes et des 
couleurs exterieures. A cela les physiologistes ont object6 
avec raison que, si c'etait conime images qu'agissaienl les 
impressions lumineuses, il faudrait un autre mil pour les rc- 
garder. "en est-il pas encore plus fortement de meme dans 
le cas present ? 

I1 est sensible, en effet, que, par une nkcessilh invincible, 
I'esprit hurnain peut observer directement tous lcs phkno- 
mbnes, except6 les siens propres. Car, par qui serait faite 
l'observation 7 On con~oit ,  relativement aux phenomhnes 
moraux, que l'liomme puisse s'obsefver lui-m6me sow le 
rapport des passions qui I'animent, par cette raison anato- 
mique, qric les organcs qui en sonl le sibgc sonl distincts de 
ceux destinEs aux fonc lions ohservalrices. Encore mfirne que 
chacun ait eu occasioii de  faire sur lui de telies remaryuey, 
clles ne sariraient Cvidemment avoir jamais une grande im- 
portance scienlifique, el le meilleur moyeri de corinaitre les 
passions sera-t-il loujours de les observer en dehors ; car 
tout &at de passion trbs prononet!, c'est-&dire prBciikmerit 
crlui qa'il serait le plus cswnliel d'examiner, est nPcessai- 
rement incompatible avcc l'hlat d'observalion. Mais, quant b 
ollqervcr dr la meme manibre les phknoni&nes intellecluels 
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pendant qu’ils s’exdcutent, il y a impossibilitk manifeste. L’in 
dividu pensant ne saurait se partager en deux, dont l’ur 
raisonnerait, tandis que l’au tre regarderait raisonner. L’organi 
observt5 ef I’organe observateur Btant, dans ce cas, identiqueq 
comment l’observation pourrait-elle avoir lieu ? 

Cette prktendue mdthode psychologique est done radic, 
lement nulle dans son principe. Aussi, consid6rons a que 
procBd6s profondement contradictoires elle conduit immBdii 
tementl D’un cat&, on vous recommande de vous isole 
autant que possible, de toute sensation extkrieure, il fa  
surtout vous interdire tout travail intellectuel ; car, si voi 
Btiez seulement occupC:s B faire le calcul le plus simple, qi 
deviendrait l’observation inte‘rieui,e ? D’un autre cdtk, api 
avoir enfin, force de prdcautions, atteint cet dtat parfaiti 
sommeil intellectuel, vous devrez vous occuper conlempl 
les operations qui s’exkcuteront dans votre esprit Iorsqe 
ne s’y passera plus rien I Nos descendants verront sanS doc 
de telles prbtentions transportkes un jour sur la scene. 

Les rdsultats d’une aussi Btrange manikre de procciderst 
parfaitemcnl conformes au principe. Depuis deux mille : 
que les mktaphysiciens cullivent ainsi la psychologic, ilsn‘ 
pu encore convenir d’une seule proposition intelligible 
solidement arr6tke. 11s sont, meme aujourd’hui, partagds 
une multitude d’kcoles qui disputent sans cesse sur lesr 
miers 616ments de leurs doctrines. L’obseruation inti& 
engendre presque au tant d’opinions divergentes yu’il 
d’individus croyant s’y livrer. 

Les veritables savants, les hommes vouks aux ktiides PI 

tives, en sont encore a demander vainement a ces psyc 
logues de citer m e  seule ddcouverte rkelle, grande ou pei 
qui soil due B cette indthode si vantee. Ce n’est pas A c  
pour ccla que tous leurs travaux aient 8th absolument sr 
aucun r6sultat relativement. aux progres generaux de nos el 

naissances, indkpendamment du service 6minent qu’ils i 
rendu en soutenant l’activitk de notre intelligence, h 1’6pol 
oil clle ne pouvait avoir d’aliment plus substantiel. Maii 
peut ai‘firmer que tout ce qui, dans leurs h i t s ,  ne con! 
pas, suivant la judicieuse expression d’un illustre pl 
sophe positif (h1. Cuvier), en metaphores prises pour 
nisonnements, et prdsente quelque notion vkritable, au 
de provenir de leur prdtendue mBthode, a Btd obtenu pal 
observations effectires sur la marche de I’esprit hurnain 



la mkthode positive pour avoir 111 les pr6cep:es de Bacon ou 
IC diwours de Descartes. 
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vaincu que cela est inexecutable aujourd’hui, les grandi 
ProcBtlks logiques ne pouvant encore &tre expiiquks avec la 
precision suffisante skparkment de leurs applications. J’os~ 
ajouter, en outre, que lors meme qu’une telle entreprise pour 
rait etre rkalisee dans la. suite, ce qui, en effet, se  laiqsr 
concevoir, ce ne serait jamais nBanmoins que par 1’8tude d e  
applications rbgulihreij des procedks scientifiques qu’ol 
pourrait parvenir a se former LIIP bon systhme d’habitude 
intellecluelles ; ce qui est pourtant le but essentiel de la me 
thode. Je  n’ai pas besoin d’insister davantage en ce momcr 
sur un sujel qui reviendra frequemment dans toute la dud 
de ce cours, et A I’hgard duquel j e  prhsenterai specialemen 
de nouvelles cons idht ions  dans la prochaine leqon. 

Tel doit &tre le premier grand resultat direct de la philocc 
phie positive, la manifestation par experience des lois qu 
suivent d a m  leur accomptissement nos fonctions intella 
tuelles, et, par suite, la connaissance precise des rbglt 
gknerales convenables pour prockder sarement A la rechercli 
de la vkrit.4. 

Une seconde ConsBqiience, non moins imporiante, et d’ol 
inleret bien plus pressant, qu’est nkcessairement dcstinE 
produire aujourd’hui 1’ktablisseinenI, de la philosophie PO‘ 
tive dkfinie dans ce discours, c’est de prksider A la refon 
gknkrale de notre systeme d’education. 

En efyet, dkjja les bons esprits reconnaissent unanimeme 
la nkcessit.4 de reinplacer notre Bducation europeenne, enco 
essentiellement theologique, mktaphysique et littkraire, p 
une Bducation positive, conforme A l’esprit de notre Bpoqu 
et adaptke aux besoins de la civilisation moderne. Les tent 
tives variees qui se sont mullipliees de plus en plus depuis 1 

sikcle, particulibrement dans ces derniers temps, pour I 
pandre et pour augmenter sans cesse I’instruction positive, 
auxquelles les divers gouvernements europkens se  sont 101 
jours associks avec ernpressemenl quand ils n’en ont p 
pris l’initiative, ternoignent assez que, de toutes parts, 
d6veloppe le sentiment spontan6 de cette nkcessite. Mar 
tout en secondant autant que possible ces utiles entreprisc 
on ne doit pas se dissimuler que, dans I’6tat present de n 
idkes, elles ne sont nullement susceptibles d’atteindre lei 
but principal, la rkgBn6ration €ondamentale de 1’6ducatir 
g6n6rale. Car la specialit6 exclusive, I’isolement trop PN 
nonce qui caractdrisent encore notre manibre de concevnir 
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I , l l l l I ~ t ; l  2)LlGllb,Tj3, ,,,fluent necessairement h un  haul 
clcqrb sur la manibre de les exposer dans l'enseignement. 
Qu'nn bon esprit veuille aujourd'hni Btudier les principales 
Iirnnches de la philosophie naturelle, afin de se former un 
systhne g6nCrn1 d'itlBes positives, il sera oblige d'6tudier 
srcparbment chacune d'elles d'apres le meme mode et clans le 
mclmc tICtnil quc s'il voulait devenir spkcialemen t ou astro- 
nomc. ou chimiste, etc.; ce qui rend une telle Bducation 

ible et nEccssairement fort imparfaite, m&me 
lutes intelligences plac6es dans les circons- 
favorables. Une telle maniere de prockder 

scrnit clone tout A fait chimhique, relativement A 1'Bducation 
@ni.rnlc. Et nbanmoins celle-ci exige ahsolument un  en- 
srniblc de conceptions positives sur toutes les grandes classes 
dc phhombnesnaturels. C'est un tel ensemble qui doit devenir 
dC. > Bchelle plus ou moins &endue, m&me 
tlnn pulaires, la base permanente de toutes les 
con lines; qui doit, en un mot, constituer l'es- 
pril gpnoral (le: nos descendants. Pour que la philosophie 
nnturellc puisse achevsr la rkghbration, dBjQ si pr6par6e, de  
notrc systbrne jntcllectuel, il est donc indispensable que les 
dill'brentes sciences dont elle se compose, pr6sent6es Q 
loiiles les intelligences comme les diverses branches d'un 
tronc unique, soient rBduites d'abord A ce qui constitue leur 
cqpril, c'ed-A-dire, Q leurs mdthodes principales et ti leurs 
rc'Wtnts les plus importants. Ce n'est qu'ainsi que l'enseigne- 
rnciit des sciences peut devenir parmi nous la base d'une 
noiivclle (.ducation gkndrale vraimenl rationiielle. Qu'ensuite 
ri cctte instruction fondamentale s'ajoutent les diverses Btudes 
acientifiques spCciales qui doivent succ6der Q 1'Bducation 
gc'nCrnle, cela ne peut Bvidemment etre mis en doute. Mais la 
considbration cssentielle que j'ai voulu jntiiquer ici consiste 
r n  ce qup toutes ces spEcialitBs, m&me p6niblement accumu- 
Ices, scraicnt necessairement insuffisnntes pour renouvcler 
r(.cllement le systbmede notre Bclucation, si elles ne reposaient 
sur In bnae prbalnble de cet enseigncment g6n6ra1, resultat 
direct dc In philosophie positive clcfinie dana ce discours. 

Son seulemcnt 1'Ctudo spdciale des gBnBralit6s scientifiques 
cct  destinCe h rdorganiser l'kducation, rnais elle doit aussi 

progrbs particulicrs des divcrscs sciences posi- 
constitue la troisihme propri6t6 fondamentale 
: propod de s ipa le r .  
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En effet, les divisions que nous Btablissons entre nos 
sciences, sans &re arbitraires, comme quelques-uns le croient, 
sont essentiellement artificielles. En realite, le sujet de toutee 
nos recherches est un ;  nous ne le partageons que clans l a w  
de &parer les difficult& pour les mieux resoudre. I1 en rd 
sulte plus d’une Pois que, contrairement B nos repartition 
classiques, des questions iinportantes exigeraient une certain! 
combinaison de plusicurs points de vue speciaux, qui ne peu 
gukre avoir lieu dans la constitutionactuelle du monde savant 
ce qui expose Q laisser ces problkmes sans solullion beaucou 
plus longtemps qu’il ne serait nkcessaire. Un tel inconvknien 
doit SA presenter surtout pour les doctrines les plus essen 
tielles de chaque science positive en particulier.’ On en peu 
citer ai&nent des exemples trks marquants, que j e  signalers 
soigneusenient, A mesure que le ddveloppement nature1 de r 
cours nous les prksentera. 

J’en pourrais citer, dans le passe, un exemple eminernmen 
m6morable, en considerant l’admimble conception de Der 
cartes relative B la gdoiiielric analytique. Cette decouvert 
fondamentnle, qui a change la face de la science mathema 
tiquc, et dans laquklle on doit voir le vhritable gernie de to\ 
les grands progrhs ul terieurs, qu’est-elle autre chose que1 
r@sultat d’un rapprochement Etabli entre deux sciences, COI 

Ques jusqu’alors d’une nianikre isolhe ? Mais l’observation se 
plus dkcisive en la faisant porter sur des questions encr 
pendantes. 

Je  me bornerai ici B choisir Jans la chimie la doctrini 
importante des proportions d6finies. Certainemenl , la inen1 
rable discussion dlev6e de nos jours, rclativement au princl 
fondamental de cettc theorie, ne saurait encore, quellcs 9 
soient Ics apparenccs, elre regardhe coinme irrhvocablemt 
terminhe. Car, ce n’est pas Jh, CA me semble, une sim[ 
question de c h i n k .  Je crois pouvoir avancer que, pour ob1 
nir cet kgard une decision vraiment dktinitive, c’est-A-dir 
pour dhterminer si nous devons regarder comme une loi 
la nature que les molecules se combinent necessairement 
nombres fixes, il sera indispensable de rdunir le point de 1 

chirnique avec le point de vue physiologique. Ce qui l’indiql 
c’est que, de l’avcu mirme des illustres chimistes qui on1 
plus puissamment contribu6 Q la formation de cette doctnl 
on peut dire tout au plus qu’elle se verifie constamment d 
la coinposilion dos corps inorganiques ; mnis elle se trc 



SXPOSITION 25 

aubx ~ " l l ~ ~ ~ l ~ l l i e n t  en defaut daps les composes 
5, auxquels il semble jusqu'h p&kient tout ;?I fait 
! de l'dtendre. Or, avant d'driger cette theorie en 
e rkellement fondamental, ne faudra-t-i€ pas d'abord 
lu compte de cette immense exception? Ne tien- 
)as h ce meme caractere general, propre G tous les 
anids, qui fait que, dans aucun de leurs pheno- 
n'y a lieu k concevoir des nombres invariables? 
en soit, un ordre tout nouveau de considkrations, 

nt Cgalement B la chimie et a la physiologie, est 
nt nkcessairepour decider finalement, d'une manibre 
e, cette grande question de philosophie naturelle. 
convenable d'indiquer encore ici un second exemple 
iature, mais qui, se rapportant B un sujet de recher- 
plus particulier, est encore plus concluant pour 

importance spEciale de la philosophie positive dans 
I des questions qui exigent la combinaison de plu- 
mes .  Je le prends aussi dans la chimie. I1 s'agit de 
,n encore indhcise, qui consiste k determiner si 
t 6tre regard&, dans I'ktat prhsent de nos connais- 
mmc un corps simple ou comme un corps compos& 
z par quelles considerations purement chimiques 
lerzblius est parvenu B balancer l'opinion de presque 
iimistes actuels, relativement h la simplicitk de ce 
ce que je ne dois pas negliger de faire particulibre- 
irquer, c'est l'influence exercee k ce sujet sur  l'esprit 
zClius, comme il en fait lui-meme le prkcieux aveu, 
hervation physiologique, que les anirnaux qui se  
it de matihrcs non azotees renferment dans la com- 
e leurs tissus tout autant d'azote que les animaux 
). I1 est clair, en effel, d'aprbs cela, que pour d8ci- 
ncnt si I'azote est ou non un corps simple, il faudra 
mcnt faire intervenirla physiologie, et combineravec 
firations chimiques proprement dites une s&ie de - neuves sur la relation entre la composition des  
nls et lcur mode d'alimentation. 
maintenant superflu de multiplier davantage les 

IC ccs problbmes denature multiple, qui ne sauraient 
1s que par l'intime combinaison de plusieurs sciences 
iujourd'hui d'une manibre tout h fait inddpendante. 
,je viens de citer suffisent pour faire sentir, en gene- 
rtance dc la fonction que doit remplir tlans le per- 
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fectionnement de chaque science naturelle en particulier la 
philosophie positive, immbdiatement destinhe B organiser 
d’une manikre permanente de telles combinaisons, qui nc 
pourraient se former convenablement sans elle. 

Enfin, une quatrihme et dernihre proprihtk fondamentale 
que je  dois faire remarquer d8s ce moment dans ce que j’ai 
appelh la philosophie positive, et qui doit sans doute lui m8ri. 
ter plus que toute autre l’attention gdnhrale, puisqu’elle est 
aujourd’hui la plus importante pour la pratique, c’est yu’elle 
peut &tre considkrbe comme la seule base solide de la rkor. 
ganisation sociale qui doit terminer l’8tat de crise dans lequel 
se trouvent depuis si longtemps les nations les plus civiliskes 
La dernihre partie de ce cows sera spbcialement consacrke ! 
Btablir cette proposition, en la dbveloppant dans toute sor 
&endue. Mais l’esquisse gkn6rale d u  grand tableau que j ’ a  
entrepris d’indiquer dans ce discours manquerait d’un de se 
blkments les plus caractkristiques, si j e  nbgligeais de sign? 
ler ici une considCration aussi essentielle. 

Quelques rdflexions bien simples suffront pour justifier c 
qu’une telle qualification parait d’abord prksenter de tro 
ambitieux. . 

Ce n’est pas aux lecteurs de cet ouvrage que je croira 
jamais devoir prouver que les idees gouvernent et boulever 
sent le monde, ou, en d’autres termes, que tout le mbcanism 
social repose finalement sur des opinions. 11s savent surtoi 
que la grande crise politique et morale des socikths actuellc 
tient, en derniere analyse, B l’anarchie intellectuelle. Notr 
mal le plus grave consiste, en effet, dans cette profonde dive1 
gence qui existe maintenant entre tous les esprits relativemen 
& toutes les maximes fondamentales dont la fixit6 est la pre 
miere condition d’un veritable ordre social. Tant que le 
inteIligences individuelles n’auront pas adhkrb par un assen 
timent unanime & un certain nombre d’iddes gbnbrale 
capables de former une doctrine sociale commune, on ne peu 
se dissimuler que 1’8tat dcs nations restera, de toute nkes 
sitb, essentiellement rdvolutionnaire, malgrh tous les pallia 
tifs politiques qui pourront 6tre adoptks, et ne comporter 
rkellement que des institutions provisoires. I1 est Bgalemen 
certain que si cette reunion des esprits dans une m&me corn 
munion de principes peut une fois 6tre obtenue, les institu 
tions convenables en decouleront nkessairement, sans don 
ner lieu ii aucune secotv’se grave, le plus grand d6sorJ 
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jS dissiph par ce seul fait. C'est donc lh que doit se 
rincipalement l'altention de tous ceus qui sentent 
ince d'un &at de clioses vraiment normal. 
enant, du point de vue eleve oh nous ont placBs gra- 
mt  les diverses considerations indiqudes dans cc 
i, il est ais15 h la fois et de caracteriser nettement dans 
ne profondeur 1'8tat pr6sent des sociktks, et d'en d6- 
r quelle voie on peut le changer essentiellement. En 
ichnnt h la loi fondamentale 6noncBe au commence- 
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* cc discours, jc crois pouvoir resumer exactement 
:s obscrvations relatives a la situation actuelle de la 
en disant simplement que le desordre actuel des 

nws ticnt. en dernikre analyse, I'emploi simultand 
philosophiw rndicalement incompatibles : la philo- 

hbologique, la philosophie mktaphysique et la philo- 
positive. 11 est clair, en effet, que si l'une quelconque 
rois philosophies obtenait en realit6 une prkpondk 
iniverselle et complhte, il y aurail un ordre social 
n6, landis que le mal consiste surtout dans l'absence 

veritable organisation. C'est la co-existence de ces 
ilosophies opposCes qui empkche absolument de s'en- 
ur aucun point essentiel. Or, si cette manibre de voir 

esr exacle, i l  ne s'agit plus que de savoir laquelle des trois 
philosophies peut et doit prkvaloir par la nature des choses ; 
tout homme sensi: devra ensuite, quelles qu'aient pu &tre, 
avant I'analyse de la question, ses opinions particulihres, 
s'efTorcer de concourir h son triomphe. La recherche Btant 
tine fois reduite tI ces termes simples, elle ne parail pas devoir 
rester longtemps incertaine ; car il est Bvident, par toutes 
sorlcs de raisons dont j'ai indique dans ce discours quelques- 
tines des principales, que la philosophie positive est seule 
destinde B prdvaloir selon le cours ordinaire des choses. Seule 
rlle ~C' t6 ,  dcpuis une longue suite de sihcles, constamment 
mi progrB9, landis que se i  antagonistes ont Bte constamment 
cn ddcadencc. Que ce soit tort ou a raison, peu importe ; le 
feilg6nCral est incontestable, et il suffit. On peut le d6plorer, 
mais non le ddtruire, ni par consequent le nbgliger, sous 
p i n e  de ne se lirrer qu'h des speculations illusoires. Cette 
rdvolution gBnCrale de l'esprit humain est aujourd'hui presque 
entikrement accomplie : il ne reste plus, comme je l'ai 
cxpliqu6, qu'h completer la philosophie positive en y compre- 
nant I'Ctude drs p h h o m h e s  sociaus, ct ensuite A la r6sumer 
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en un seul corps de doctrine homogkne. Quaiid ce doubl 
travail sera suffisamment avanc6, le triomphe ddfinitif de ’ 
philosophie positive aura lieu spontankment et r6tablii 
l’ordre dans la societ6. La preference si prononcee que presqi 
tous les esprits, depuis les plus kleves jusqu’aux plus vulgaire 
accordent aujourd’hui aux connaissances positives sur 11 
conceptions vagues et mystiques, prbsage assez l’accueil qi 
recevra cette philosophie, lorsqii’elle aura acyuis la seu 
qualit6 qui h i  manque encore, un caractere de generali 
convenable. 

En r6sum6, la philosophie th6ologique et la philosoph 
melaphysique se disputent aujourd’hui la t?lche, trop sup 
rieure aux forces de l’une et  de l’autre, de rkorganiser 
socikte : c’est entre elles seules que subsiste encore la luti 
sous ce rapport. La philosophie positive n’est interven 
jnsqu’ici dans la contestation que pour les critiquer tout 
deux, et elle s’en est assez bien acquittee pour les discredit 
entibrement. Mettons-la enfin en 6tat de prendre un r6le act 
sans nous inquieter plus longtemps de dkbats devenus in 
tiles. Completant la vaste operation intellectuelle commenc 
par Bacon, par Descartes et par Galilke, construisons direc’ 
ment le systkme d’idkes genkrales que cette philosophie t 

d6sormais destinPe A faire indefiniment prevaloir dans l’espk 
humaine, e t  la crise r6volutionnaire qui tourmente les peupl 
civilis& sera essentiellemen t terminke. 

Tels sont les quatre points de vue principaiix sous lesquc 
j’ai crii devoir indiyuer d8s ce moment l’influence salutai 
de la philosophie positive, pour servir de complement esse 
tiel & la definition g6ndrale que j’ai essay6 d’en exposer. 

Avant de terminer, jc desire appeler un instant l’attentii 
sur une dernikre r6flexion qui me semble convenable PO 
b i t e r ,  autant que possible, qu’on se forme d’avance UI 
opinion erron6e de la nature de ce cours. 

En assignant pour but Q la philosophie positive d-e rksum 
en on seul corps de doctrine homogbne l’ensemble des co 
naissances acquises, relativement aux differents ordres I 
phenombnes naturels, il etait loin de ma pensee de voulc 
proceder Q l’ktude gknErale de ces phEnom6nes en les con! 
dkrant tous comme des effets divers d’un principe uniqu 
comme assujettis & une seule et meme loi. Quoique je doir 
traiter specialement cette question dans la prochaine lecor 
je  crois devoir, d8s prdsent, en faire la declaration, a f b  
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_ _  - ---=. ___.. m universelle qu’on voit Bclore 
part d’esprits entibrement Btrangers aux 
nnaissances scientifiques. I1 ne s’agit ici 
IC ; et le dbveloppement de ce cows  en  
manifeste A tous ceux chez lesquels les 
tenus dans ce discours auraient pu laisser 
Lt Bgard. 
conviction personnelle, je considbre ces 

tion universelle de tous les phBnombnes 
omme Bm inemmen t chim6ri q ues, m&me 
:6es par Ics intelligences les plus comp6- 
es moyens de I’esprit hurnain sont trop 
rop compliqu6 pour qu’une telle perfec- 
it jamais h notre porthe, et j e  pense, 
wme gbnbralcment une idee trbs exag6rBe 

L t ~ L I I I L ~ l ~ t - ~  uul cn rbsulteraient nbcessairement, si elle 
s tous les cas, il me semble Bvident que, 
de nos connaissances, nous en sommes 

w.,ur .:op loin pour que de telles tentatives puis- 
~nablcs avant un laps de temps considbrable. 
ait cspBrer d’y parvenir, ce ne pourrait etre, 
[’en rattachant tous les phhomenes naturels 

~ J U 3 1 L l V C  la plus g6nBrale que nous connaissions, la loi 
I griivitation, qui lie d6jA tous les phhombnes astrono- 
irs :i unc partie de ceux de la physique terrestre. Laplace 
)os15 clTcctivementune conception par laquelle on pourrait 
3ir dnns lcs ph6nombnes chimiques que de simples effets 
mlnircs de I’attraction newtonienne, modifiBe par la 
‘c ct la position mutuelle des atomes. Mais, outre l’ind6- 
inotion d n n s  laquelle resterait probahlement toujours 

conception, par I’absence des donn6es essentielles 
ives h In ,constilution intiine des corps, il est presque 
in quc In tlifficiiltb dc I’appliquer serait telle, qu’on serait 

, comme arlificielle, la division aujourd’hui 
turelle entre l’astronomie et la chimie. 
441 present6 cette idee que comme un  

IC jcu philosophique, incapable d’exercer rBellement 
ne influcncc utile sur les progrbs de la science chimique. 
I plus, d’ailleurs ; car, meme en supposant vaincue cette 
montable difficult&, on n’aurait pas encore atteint & 

,,... .... 
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l’unite scientifique, puisqu’il faudrait ensuite tenter d 
rattacher A la m6me loi l’ensemble des phdnomknes physic 
logiques; ce qui, certes, ne serait pas la partie la moin 
difficile de I’entreprise. Et, nkanmoins, l’hypothkse que nou 
venom de parcourir serait, tout bien considere, la plus favc 
rable A cette unit6 si dksirke. 

Je  n’ai pas besoin de plus grands details ponr achever d 
convaincre que le but de ce cours n’est nullement de pr’ 
senter tous les phenomknes naturels comme &ant au fon 
identiques, sauf la variktk des circonstances. La philosophi 
positive serait sans doutn plus parfaite s’il pouvait en et1 
ainsi. Mais cette condition n’est nullement necessaire A 
formation systkmatique, non plus qu’A la rkalisation dt 
erandes et heureuses consequences que nous l’avons vue de 
tlnke A produire, il n’y a d’unit6 indispensable pour cela gl 
]’unit6 de mkthode, laquelle peut et doit evidemment exist( 
et se trouve dkjA ktablie en majeure partie. Quant B la dol 
trine, il n’est pas nkcessaire qu’elle soit une ; il suffit qu’el 
soit homoghe.  C’est donc sous le double point de vue ( 

l’unitk des m6thodes et de I’homog6neitk des doctrines 91 
nous considkrons, dans ce cours, les diffkrentes classes ( 

theories positives. Tout en tendant iI diminuer, le plus PO 
sible, le nomhre des lois generales necessaires A l’explicatic 
positive des phknomknes naturels, ce qui est, en effet, le bl 
philosophique de la science, nous regarderons comme t8mc 
raire d’aspirer jamais, rneme pour l’avenir le plus Bloignh, 
les reduire rigoureusement A une seule. 

J’ai tente, dans ce discours, de dkterminer, aussi exact’ 
ment qu’il a 6t6 en mon pouvoir, le but, l’esprit el l’influenc 
de la philosophie positive. J’ai donc marque le terme. vel 
lequelont toujours tendu et tendront sans cesse tous mc 
travaux, soit dans ce cours, soit de toute autre manikre. eel 
sonne n’est plus profondement convaincii que moi de l’ina 
fisance de mes forces intellectuelles, fussent-elles meme trl 
supdrieures A leur valeur rkelle, pour repondre A une tach 
aussi vaste et aussi Blev6e. Mais ce qui ne peut &tre fait I 
par un seul esprit, ni en une seule vie, un seul peut le pr( 
poser nettement. Telle est toute mon ambition. 

Ayant expost’: le veritable but de ce cours, c’est-a-dire fix 
le point de vue sous lequel je  cousidkrerni les diverses bran 
ches principalcs de la philosophie naturelle, je  compl6terai 
dans la leson prochaine, ces prolegombnes gendraux, en pas  
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sank B l’exposition du plan, c’est-A-dire A la determination de 
l’ordre encyclopkdique qu’il convient d’etablir entre les di- 
verses classes des phenomhnes naturels, e& par consequent 
mtre Ics sciences positives correspondantes. 
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Exposition du plan de ce cours, ou considbrations ge’nbrales I 
la hcdrarchie des sciences positives. 

Aprks avoir caractkrise aussi exactement que possible, d: 
la legon prdcddente, les considdrations h presenter dans 
cours sur toutes les branches principales de la philosop 
naturelle, il faut dkterminer maintenant le plan que nc 
devons suivre, c’est-&dire la classification rationnelle la p 
convenable a ktablir entre les diffkrentes sciences positi 
fondarnentales, pour les Btudier successivement sous le PO 
de vue que nous avons fixk. Cette seconde discussion g6 
rale est indispensable pour achever de faire connaitre I 

l’origine le veritable esprit de ce cours. 
On concoit aisbment d’abord qu’il ne s’agit pas ici de fr 

la critique, malheureusement trop facile, des nombreu 
classifications qui ont Bt6 proposbes successivement dep 
deux s ihles ,  pour le systkme gBnBral des connaissances 
maines, envisag6 dans toute sori Btendue. On est aujourd’ 
bien convaincu que toutes les 6chelles encyclopkdiques co 
truites, comme celles de Racon et  de d’hlembert, d‘ap 
une distinction quelconque des diverses facultes de I’esi 
humain, sont par cela seul radicalement vicieuses, mb 
quand cette distinclion n’est pas, comme il arrive souve 
plus subtile que d e l l e ;  car, dans chacune de ses sphk 
dactivite, notre enlendement emploie simultankment tou 
ses facultbs principales. Quant A touies les autres c l a d  
tions proposees, il suffira d’observer que les diffkrentes ( 
cussions Blevkes a cc stijet ont eu pour rksultat d6finitif 
montrer dans chacune des vices fondamentaux, tellem 
qu’aucune n’a pu ohtenir un assentiment unanime, et q’ 
existe B cet Bgard presque autant d’opinions que d’indivic 
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certain par le veritable principe fondamental de l’art de classel 
qui n’avait jamais et6 couGu distinctement j usqu’alors. C 
principe est une consequence n6cessaire de la seule applici 
tion directe de la methode positive h la question meme df 
classifications, qui, comme tout autre, doit 6tre traitee p: 
observation, au lieu d’&tre resolue par des consideratio1 
d priori. I1 consiste en ce que Ia classificaiion doit ressort 
de 1’8tude meme des objets 51 classer, et etre dkterminee p 
les afIinit6s reelles de l’enchalnemen t nature1 qu’ils prese 
tent, de telle sorte que cette classification soit elle-mer 
l’expression du fait le plus genkral, manifest6 par la corn1 
raison approfondie des objets qu’elle embrasse. 

Appliquant cette r6gle fondamentale au cas actuel, C’I 
donc d’aprks la dependance mutuelle qui a lieu effectivemi 
entre les diverses sciences positives que nous devons procdr 
B leur classification ; et  cette dependance, pour 6tre rie 
ne p a t  resulter que de celle des phhomknes correspondat 

Mais avant d’executer, dans un tel esprit d’observati 
cette importante opdration encyclop6dique, il est indisp 
sable, pour ne pas nous Bgarer dans un travail trop Btendu 
circonscrire avec plus de precision que nous ne l’avons 
jusqu’ici le sujet propre de la classification p roposh  

Tous les travaux humains sont, ou de spkculation, 011 d 
tion. Ainsi, ladivision la plus ghnkrale de nos connaissar 
rBelles consiste A les dislinguer en theoriques et pratiques 
nous considerons d’abord cette premiere division, il est 
dent que c’est seulement des connaissances thhoriques I 

doit 6tre question dans un COUPS de la nature de celui-cii 
il ne s’agit point d’observkr le systbrne entier des not 
humaines, mais uniquement celui des conceptions foi 
mentales sous les diversordresde phenombnes, qui fournif 
une base solide A toutes nos autres combinaisons queIcon4 
et qui ne sont, B leur tour, fondkes sur aucun systkmei 
lectuel antecedent. Or, dans un tel travail, c’est la spdculr 
qu’il faut considhrer, e t  non l’application, si ce n’est en 
que celle-ci peut Bclaircir la premibre. C’est lA probable! 
ce qu’entendait Bacon, quoique fort imparfaitement, par 
philosophie premi2re qu’il indiyue comnie devaiit etre ex! 
de I’ensemble des sciences, et qui a 8tk si diversement et 
jours si Btrangement congie par les inetaphysiciens qrl 
entrepris de commenter sa pensee. 

Sans doute, yuand on envisage l’ensemble coinM 
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travaux de tout genre de l ’esphe humaine, on doit concevoir 
l’etude de la nature comme destinee A fournir la vbritable base 
rationnelle de l’action de l’homme sur la nature, puisyue la 
connaissance des lois des ph6nombnes, dont le rbsullat cons- 
tant est de nous les faire prevoir, peut seule bvidemment nous 
conduire, dans la vie active, B les modifier B notre avantage, 
les tins par les autres. Nos moyens naturels et directs pour 
agir sur les corps qui nous entourent sont extr6mement 
fnibles, et tout A fait disproportionnes h nos besoins. Toutes 
les fois que nous parvenons A exercer une grande action, c’est 
sculement parce que la connaissance des lois naturelles nous 
prrrnet d’introduire, parmi les circonstances determinees 
sous l’inlluence desquelles s’accomplissent les divers phbno- 
mbue3. auelaucs Blements modificateurs, qui, quelque faibles 

1 eux-mgmes, suffisent, dans certains cas, pour 
notre satisfaction les rbsultats definitifsde i’en- 
uses extbrieures. En rhsum6, science, d‘od prG 

oo!yntrce ; prei’oyance, d’oir acfiorz : telle est la formule trks 
simple qui exprime, dune  manihre exacte, la relation gene- 
rnlr tlc In science et de l’arf, en prenant ces deux expressions 
(Inns lcur acception totale. 

)his. malnr6 1’imDortance capitale de cette relation, qui ne  
inue, ce serait se former des sciences 
lite quc de les concevoir seulement 
rts, et c’est Q qusi malheureusement 
in de nos jours. Quels que soient les 
IUS A I’industrie par les theories scien- 
mt  1’6nergique expression de Bacon, 
sairement proportionnee A la connais- 
pas oublier que les sciences ont, avant 
plus directe e t  plus elevde, celle de  

sniieinirc R U  Iwsoin rondamental qu’6prouve notre intelli- 
grnw (la connnitrc les lois des phenomknes. Pour sentir COM- 
bicn cc hrsoin r s t  profond ct imphrieux, il suffit de penser un 
instnnt ~ I I K  r l fc ls nhwiolopianes dc l’e‘tonnemenf, et de consi- 

1 tli*rt-r terrible que nous puissions 1 dproi toutes les fois qu’un ph6no- 
mi-nc nous Rrniblc s’accomplir contradictoireinent aux lois 

l nalrircllrs qui nous sont familikrcs. Le besoin de disposer les 
, fait* tlnris i in orrlrc que nous puissions concevoir avec facilitd 

(et- qui est 1’oIJ.ic.t propre de toutes les theories scientifiques) 
1 r.1 trllriniw1 iiilihcnt ?I notrc organisation que, si nous ne 
I 
I 
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parienions pas Q les satisfaire par des conceptions positives 
nous retournerions ineritablement aux explications thkolo 
giques et mdtaphysiques auxquelles il a primitivement donr 
naissance, comme jel’ai expos6 dans la dernikre IeSon. 

J’ai cru devoir signaler expressement dbs ce moment un 
consideration qui se reproduira frBquemmcnt dans toute 
suite de ce cours, afin d’indiquer la necessit6 de se premunl 
contre la trop grande influence des habitudes actuelles, qi 
tendcnt Q cmp&cher qu’on se forme des idees justes et nobli 
de l’importance et de la destination des sciences. Si la pui 
sance pr6ponderante de notre organisation ne corrigea 
m&me involontairement, dans l’esprit des savants, ce qu’il 
a sous ce rapport d’incomplet el d’dtroit dans la tendan 
gBn6rale de notre Bpoque, l’intelligence humaine, reduitr 
ne s’occuper que des recherches susceptibles d’une uti1 
pratique imm6diate1 se trouverait par cela seul, comrne 
trks justement remarque Condorcet, tout B fait arr6l6e d; 
scs progrbs, m6mc Q l’kgard de ces applications auxquel 
on aurait imprudemmcnt sacrifid les travaux purement s 
culatifs : car les applications les plus importantes d6riv 
constamment de theories formkes dans une simple intent 
scientifique, et qui souvent ont 6th cultivees pendant 
sieurs sibcles sans prodiiire aucun resultat pratique. On 
peut citer un exemple bien remaryuable dans les belles i 
culalions des gkomktres grecs sur les sections coniques, I 
aprks une longue suite de genkrations, ont servi, en dL‘ 
minant la r6novatioii de l’astronomie, Q conduire finalen 
I’art de la navigation au degr6 de perfectionnemerit qu 
alteint dans ces derniers temps, et auquel il ne serait ja! 
parvenu sans les travaux si purement thkoriques d’Archin 
et d’Apollonius ; tellement que Condorcet a pu dire avec 
son Q cet kgard : (( Le matelot, qu’une exacte observatio 
la longitude preserve dn naufrage, doit la vie Q uneIhi 
concue, deux mille ans auparavant, par des hommesdeg 
qui avaieiit en vue de simples speculations geometriqu 

I1 est donc 6vident yii’apr8s avoir conc,u, d’une mal 
gknkrale, 1’8tude de la nature comme servant de base ra 
nelle Q l’action sur la nature, l’esprit humain doit proe 
aux recherches thdoriques, en faisant complbtement abs’ 
tion (le toute consid6ration pratique ; car nos moyens 
d6couvrir la vBrit6 sont tellement faibles que, si nousn 
concentrions pas exclusivement vers ce but, et si, er ‘ 
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qurnt niix arts, tlu moins clans les cas les plus parfaits; il 
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propre ?I cette classe nouvelle, et qui doit constituer les vk1 
tables thhories directes des diffkrents arts, pourrait, sai 
doute, donner lieu h des considkrations philosophiques d ‘ ~  
grand intkrkt et d’une importance rkelle. Mais un travi 
qui les embrasserait conjointement avec celles fond6es s 
les sciences proprement dites serait aujourd’hui tout B f 
prematurk; car ces doctrines intermediaires entre la thko 
pure et la pratique directe ne sont point encore formhes 
n’en existe juseu’ici que que1 ques 618ments imparfaits relai 
aux sciences et aux arts les plus avancds, et qui permettc 
seulement de concevoir la nature et la possibilitk de semh 
bles travaux pour l’ensemble des opkrations humaines. C’ 
ainsi, pour en citer ici l’exemple le plus important, qu’ 
doit envisager la belle conception de Monge, relativement 
la ghomktrie descriptive, qui n’est rhellement autre cho 
qu’une theorie gbnbrale des arts de construction. J’aul 
soin d’indiquer successivement le petit nombre d’idhes ai 
Iogues deja formkes et de faire apprecier leur importance 
mesure que le dkveloppement nature1 de ce cours nous 
presentera. Mais il est clair que des conceptions jusqu’h F 
sent aussi incomplbtes ne doivent point entrer, comme pa 
essentielle. dans un cours de philosophie positive qui 
doit comprendre, autant que possible, que des doctri 
ayant un caractbre fixe et nettement dhtermin6. 

On concevra d’autant mieux la difficult6 de construir 
doctrines intermediaires que je viens d’indiquer, si l’on ( 
sidbre que chaque art  depend non seulement d’une certi 
science correspondante, mais ?I la fois de plusieurs, tellen 
que les arts les plus importants empruntent des secoursdir 
2t prcsque toutes les diverses sciences principales. Cest (I 
que la veritable thhorie de l’agricullure, pour me borne] 
cas le plus essentiel, exige une intime combinaison 
connaissances physiologiques, chimiques, physiques et nii 

astronomiques et rnathematiques : il en est de m h e  
beaux-arts. On aperGoit aisement, d’aprbs cette consid6rat 
pourquoi ces theories n’ont pu encore &re fonnees, p 
qn’elles supposent le developpement prkalable de toutes 
diflkrentes sciences fondamentales. I1 en resulte Bgalen 
un nouveau motif de ne pas comprendre un tel ordre dTc 
dans un cows de philosophie positive, puisque, loin de p 
voir contribuer h la formation‘ systkrnatique de cette phili 
phie, les theories g6n6rales propres aux diff6rents arts 1 
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11 en est de m6me de la chiinic, par rapport A la minkdogie,  
la premiere est 6videmment la base rationnelle de la seconde. 
Dans la chimie, on considere toutes les combinaisons pos- 
sibles des molBcules, et dans toutes les circonstances imagi 
nables ; dans la min6nalogie1 on considere seulement cellel 
de ces combinaisons qui se trouvent r6alis6es dans la consti 
tution effcctive du globe terrestre, et sous l’influenee de 
seules circonstances qui lui sont propres. Ce qui montre clai 
rement la difference du point de vue chimique et du point dr 
vue min~ralogique, quoique les deux sciences portent SUI 
les m6mes objets, c’est que la plupart des faits envisaget 
dans la premiere n’ont qu’une existence artificielle, de tellc 
maniere qu’un corps, comme le chlore ou le potassium 
pourra avoir une extr&me importance en chimie par 1’6tenduc 
e l  1’6nergie de ses affinites, tandis qu’il n’en aura presque ail. 
cune en min6ralogie;et r6ciproquement, un compos6, tel quc 
le granit ou le quartz, sur lequel porte la majeure partie de. 
considerations minbralogiques, n’offrira, sous le rapport cF 
mique, qu’un int6r6t trks mhdiocre. 

Ce qui rend, en gkn6ra1, plus sensible encore la ndcessitc 
logique de cette distinction fondamentale entre les deui; 
grandes sections de la philosophie naturelle, c’est que nor 
seulement chaque section de la physique concrete suppos! 
la culture prkalable de la section correspondante de la phg 
sique abstraite, mais qu’elle exige m6me la connaissance de. 
lois g6nerales relatives B tous les ordres de phknombnes 
Ainsi, par exemple, noli seulement 1’6tude speciale de la 
terre, consider6e sous tous les points de vue qu’ellepeutprk 
senter effectivement, exige la connaissance prbalable de Ir 
physique et de la chimie, mais elle ne peut &tre faite convk 
nablement sans y introduire, d’une part, les connaissances ab 
tronomiques, et m6me d’une autre part les connaissances phy 
siologiques; en sorte qu’elle tient au  systeme entier des 
sciences fondamentales. I1 en est de m6me de chacuqe dei 

sciences naturelles proprement dites. C’est precis6ment pour 
ce motif que In physique concrdte a fait jusqu’g present sipeu 
de progrks reels, car elle n’a pu commencer Q 6tre BtudiEe 
d’une manibre vraiment rationnelle qu’apres la physique abt 
f ra i fe ,  el lorsque toutes les diverses branches principales de 
celle-ci ont pris leur caractere definitif, ce qui  n’a eu lieu 
que de nos jours. Jusqu’alors on n’a pu recueillir Q ce SUJP 
que des matdriaux plus ou moins incohhrents, qui sont mPv 
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encore fort incomplets. Les faits connus ne pourront &re 
coordonnes de manikre Q former de veritables theories sp8- 
ciales dcs differents etres de l'uniuers, que lorsque la distinc- 
tion fondamentale rappelbe ci-dessus sera plus profondement 
sentie et $IS regulikrement organisee, et que, par suite, les 
savants particulierement livres A 1'6tude des sciences natu- 
relics proprement dites auront reconnu la necessite de fon- 
der leurs recherches sur une connaissance approfondie de 
I xiences fondamentales, condition qui est encore 

i fort loin d'btre convenahlement remplie. 
ltamen de cette condition confirme nettement pourquoi 
dcvons, dans ce cours de philosophie positive, rdduire 
onsiderations h 1'Btude des sciences g6n6rales1 sans em- 
er en meme temps les sciences descriptives ou particu- 
. On voit naltre ici en effet une nouvelle propriete es- 
!llc de cette Btude propre des ghneralitks de la physique 
nilc; c'cst de fournir la base rationnelle d'une physique 
+to vrniment systkmatique. Ainsi, dans 1'8tat present 
asprit humain, il y aurait une sorte de contradiction Q 
iir rCunir, dans un seul et meme cours, les deux ordres 
ienccs. On peut dire, de plus, que, quand m6me la phy- 

sique concrktc aurait d6jQ atteint le de@ de perfection- 
iirmcnt de In physique abstraite, et que, par suite, il serait 
poscible, tlans un cows de philosop,hie positive, d'embrasser 
:I In fois I'iine et I'autre, il n'en faudrait pas moins Bvidemment 
con mtion abstraite, qui restera la base inva- 
rial est clair, d'ailleurs, que la seule etude des 
#I1 m e s  fondamentales est assez vaste par 
rllt*-m(lmc, pour qu'il importe d'en Bcarter, autant que pos- 
Ghle, loutes IPS considbrations qui ne sont pas indispen- 
snhles ; or, celles relatives aux sciences secondaires seront 
tonjoiirs, qiioi qii'il arrive, d'un genre distinct. La philoso- 
phic des sciences fondamentales, presentant un systkme de  
cwwcplinns positives sur tous nos ordres de connaissances 
rh-llw. cliffit.  nnr cclo meme. pour constituer cette philoso- 
pltr Bacon, et qui, &ant destinee A 
err rmanente B toutes les specula- 

~ tin1 igneusement rdduite Q la plus 
cimplc rxprrssion possible. 

Jr  n'ni pas Iwsoin d'insister davantage en ce moment su r  
I imc tellc discussion, qiic j'aurai naturellement plusieurs oc- 

rnPinns dc rrprcrliiire (Inns les diverses parties de ce cours. 
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L’explication prec6dente est assez developp6e pour motiv 
la manibre dont j’ai circonscrit le sujet gbn6ral de nos con 
ddrations. 

Ainsi, en resultat de tout ce qui vient d’6tre expose da 
cette lec,on, nous voyons : I ”  Que la science humaine 
composant, dans son ensemble, de connaissances s p h  
tives et de connaissances d’application, c’est seulement 
premieres que nous devons nous occuper ici ; 2 O  que les cl 
naissances theoriques ou les sciences proprement dites 
divisant en sciences generales et sciences particulibres, nr 
devons ne considerer ici que le premier ordre, et nous bor 
Q la physique abstraite, quelque inter&. que puisse nous F 
senter la physique concrete. 

Le sujet propre de ce coups &ant par 18 exactement 
conscrit, il est facile maintenant de proceder B une classif 
tion rationnelle vraiinent satisfaisante des sciences fon 
mentales, ce qui constitue la question encyclop6dique, 01 
special de celte lec,on. 

I1 faut, avant tout, commencer par reconnaitre c 
quelque naturelle que puisse 6tr.c unc telle classification, 
renfermera toujours necessairement quclque chose, si 
d’arbitraire, du moins d‘artificiel, de manibre B prdsei 
une imperfection veritable. 

En ef’fet, le but principal que l’on doit avoir en vue dans 1 
travail encyclopbdique, c’est de disposer les sciences d 
l’ordre de leur enchainement naturel, en suivant leur de? 
dance mutuelle ; de telle sorte qu’on puisse les exposer suo 
sivement, sans jamais Btre entrain6 dans le nioindre ce 
vicieux. Or, c’est une condition qu’il me paratt imposs 
d’accomplir d’une m a n h e  tout A fait rigoureuse. Qu’il 
soit permis de donner ici quelque developpement B c 
rbflexion, que je  crois importante pour caractkriser la Y 
table difficult6 de la recherche qui nous occupe actuellern 
Cette considhation, d’ailleurs, me donnera lieu d’6tal 
relativement h l’exposition de nos connaissances, un prim 
general dont j’aurai plus tard A presenter de frequentes ap 
cations. 

Toute science peut Btre exposee suivant deux marc 
essenliellement distinctes, dont tout autre mode d’exposil 
ne saurait &re qu’une combinaison, la marche hisforiqui 
la marche dogmafique. 

par  le premier procdde, on expose successivement 1” 
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faire parvenir, en peu d’anndes, un seul entendement, IC 1111 
souvent mkdiocre, au  m6me point de dheloppement qui 
6tB atteint, dans une longue suite de sikcles, par un grai 
nombre de genies supkrieurs appliquant successivemec 
pendant leur vie entiere, toutes leurs forces & 1’6tude d‘i 
meme su.jet. I1 est clair, d’aprks cela, que, quoiqu’il 9 
infiniment plus facile et plus court dapprendre que d’i 
venter, il serait certaiugment impossible d’atteindre le h 
proposk, si l’on voulait assujettir chaque esprit individue 
passer successivement par les m6mes intermkdiaires qu’ai 
suivre nkcessairement le genie collectif de l’espkce humaic 
De lA, l’indispensable besoin de l’ordre dogmatique, qui e 
surtout si sensibIe aujourd’hui pour Ies sciences les plus av 
cdes, dont le mode ordinaire d’exposition ne prksente pl 
presque aucune trace de la filiation effective de leurs d8tai 

I1 faut, IiBanmoins, ajouter, pour prkvenir toute exagdr 
tion, que iout mode reel d’exposition est, inevitablement, u 
certaine combinaison de l’ordre dogmatique avec l’orl 
historique, dans laquelle seulement le premier doit domio 
constamment et de plus en plus. L’ordre dogmatique nepei 
en effet, 6tre suivi d’une manikre tout fait r igoureuse;~~ 
par cela m6me qu’il exige une nouvelle klahoration des eo 
naissances acquises, il n’est point applicable, A chaq 
kpoque de la science, aux parties rkcemment formbes, do 
1’8tude ne comporte qu’un ordre essentiellement historipl 
lequel ne presente pas, d’ailleurs, dans ce cas, les inconi 

La seule imperfection fondamenlale qu’on pourrait rep 
cher au mode clogmatiqne, c’est de laisser ignorer la manii 
dont se sont formBes les diverses connaissances humailv 
ce qui, quoique distinct de I’acquisition meme de cesec 
naissances, est, en soi, du plus haut intBr&t pour tout esp 
philosophique . Cette consid4ration aurait, A mes yeux, be! 
coup de poids, si elle Btait reellement un motif en faveur 
l’ordre historique. Majs il est ais6 de voir yu’il n’y a qu‘u 
relation apparente entre Btudier une science en suivanl 
mode dit hisfoi*ique, et  connaitre vdritablement l’hisd 
effective de cette science. 

En effet, non seulement les diverses parties de chag 
science, qu’on est conduit A sBparer dans l‘ordre dogma@ 
se sont, en rkalith, dkveloppkes simultankment et si 
l’influence les unes des autres, ce qui tendrait B faiv. 

nients principaux qui le font rejeter en gknkral. I 
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ferer l'ordre hisforique; mais en considkrant, dans son 
ensemble, le developpement effectif de l'esprit humain, on 
voit de plus que les diffkrentes sciences ont ktB,-dans le fait, 
perfectionnees en meme temps et mutuellemcnt; on voit 
m&me que les progrks des sciences et ceux des arts ont de- 
pendn les uns des autres, par d'innomhrahles influences rhci- 
proques, e t  enfin que tous ont Bt6 Btroitement lies au  de- 
veloppement gCn6ral de la sociBt6 humainc. Ce vaste 
enchntnement est tellement reel que souvent, pour concevoir 
In  gCnCrnlion effective d'une thdorie scientifique, l'esprit cst 
conduit A consid6rer le perfectionnement de quelque art qui 
n'n avec ellc aucunc liaison rationnelle, ou m&me quelque 
progriis particulier dans l'organisation sociale, sans lequel 
wllr dhcouvcrtc n'eQt pu avoir lieu. Nous en verrons dans 
In suite de nombreux exemples. I1 resulte donc de lh que 
1'011 nc peu t connaltre la veritable histoire de chaque science, 
c'c.;t-h-tIire la formation de l le  des dBcouvertes dont elle se 
cnmposc, qu'en Ctudiant, d'une manikre g8nkrale et directe, 
1'Iii.loirc tlc I'humnnil6. C'est pourquoi tous les documents 
recurillis jitsqu'ici sur l'histoire des mathematiques, de  
l'n+tronomie, (!e la mddecine, etc., quclque precieux qu'ils 
soirnl., ne peuvcnt Ptre regard& que comme des matkriaux. 

Lc pr6lendu ordre hisforique d'exposition, meme quand il 
pourrnit Ptrc suivi rigoureusement pour les details de chayue 
scirncc en particulier, serait deja purement hypothktique et 
nbsLrnit sous IC rapport le plus important, en ce yu'il consi- 
tli:rernil IC tlfivcloppement de cette science comme isol6. Bien 
loin tlc mettrc en Gvidence la veritable histoire de la science, 
i l  tcntlrait :I en fnire concevoir une opinion tr&s fausse. 

.linqi, nous sommes certainement convaincus que la con- 
nni-nncc tlc l'histoire des sciences est de la plus haute impor- 
tnncc. Jc pensc mCme qu'on ne connaPt pas complhtement 
unc ccirncc tnnt  qu'on n'cn sait pas I'histoire. Mais cette 
6lutlr cloil Olrc conruc comme entihrement separee de 1'8tude 
pfnlrr ct tloqmnticluc dc la science, sans laquelle meme cette 
hisloirc. tic wrnit r)ns inlcllipible. Nous considererons donc 
nvr reelle des sciences fonda- 
mc e nos meditations ; mais ce 
w r n  ccalcmmt dans la derniere partie de ce cours, celle 
mli j sociaux, en traitant du  
t l 6 t  mite, dont l'histoire des 
<l.:l importante, quoiqiie jus- 

1 C' . c 1)r:iucoup de soin l'hisloire 
n tn l r s  qui vont Clre le sujet d - . .. 
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qu’ici la plus n6glig6e. Dans 1’8tude de chaque science, 1 
considerations historiques incidentes qui pourront se pr 
senter auront un caractere nettement distinct, de  iiianikre 
ne pas altbrer la nature propre de  notre travail principal. 

La discussion precedente, qui doit d’ailleurs, comme on 
voit, &re specialement developpee plus tard, tend B precis! 
davantage, en le prksentant sous un nouveau point de vu 
le veritable esprit de ce cours. Mais, surtout, il en result 
relativement la question actuelle, la determination exac 
des conditions qu’on doit s’imposer et qu’on peut justerne 
esperer de remplir dans la construction d’une Bchelle enc 
clop6dique des diverses sciences fondamentales. 

On voit, en effet, que, quelque parfaite qu’on piit la SUI 
poser, cette classification ne saurait jamais &re rigoureui 

-merit conforme B l’enchainemexit historique des science 
Quoi qu’on fasse, on ne peirl eviter entieremenl de present 
comme antkrieure tclle scicnce qui aura cependant besoi 
sous quelques rapports particuliers plus ou moins ihportanl 
d’emprunter des notions B une autre science classhe dans I 
rang posterieur. 11 faut tacher seulement qu’un tel inconv 
nient n’ai t pas lieu relativement aux conceptions caract&; 
tiques de chaque science, car alors la classification serf 
tout B fait vicieuse. 

Ainsi, par exemple, il nie semble incontestable que, da 
le systeme gdneral des sciences, l’astronomie doit &re plac 
avant la physique proprement dite, et ndanmoins plusieu 
branches de celle-ci, surtout l’optique, sont indispensables 
l’exposition complhte de la premikre. 

De tels defauts secondaires, qui sont strictement indr 
tables, ne sauraient prevaloir contre une classification, q 
remplirait d’ailleurs convenablement les conditions prinr 
pales. 11s tiennent B ce qu’il y a nkcessairement d’arlifici 
dam notre division du travail intellectuel. 

N6anmoins7 quoique, d’aprhs les explications preckdente 
nous ne devioiis pas prendre I’ordre historiyue pour bai 
de  notre classitkation, je ne dois pas nkgliger d’indiqul 
d’avance, comme une propridhe essentielle de l’dchelle enc, 
clopBdique que je vais proposer, sa conformite gknkrale av 
l’ensemble de l’histoire scientifique ; en ce sens que, inalg! 
la simultandite rkelle et continue du developpement dl 
diffkrenies sciences, celles qui seront classEes coinme antr 
rieures seront, en eflet, plus anciennes e t  constainment p’ 
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ndmeltraient m 
ihrr. Celn pos6, c 

i t  ions dill'hentes .. . 

1 hrallLGGo que celles presentees ccimme poshkrieures. G'est ce 
1 qui doit avoir lieu inevitablement si, en rkalitk, nous prenons, 
' comme cela doit &re, pour principe de classification, l'en- 1 chahement logiqiie nature1 des diverses sciences, le point de 1 depart de l 'esphe ayant dii nkcessairement &re le m6me que 
; celui de l'individu. ' Pour achever de determiner avec toute la prkcision possible 

la difficult6 exacte de la question encyclopkdiyue que nous 
avons Q rksoudre, je crois utile d'introduire une consideration 
math6matique fort simple qui resumera rigoureusement l'en- 
scnible des raisonnements exposes jusqu'ici dans cette IeSon. 
Yoici en quoi elle consiste. 

Sous nous proposons de classer les sciences fondamentales. 
Or, nous verrons bientat que, tout bien considere, il n'est pas 
pocsiblc d'en distinguer moins de six ; la plupart des savants 
r n  &me vraisemblablement uii plus grand 
11011 on sait que six objets comporteiil 720 dis- 
pns j. Les sciences fondamentales pourraient 
tlonc clonncr hru t~ 720 classifications distinctes, parmi les- 
qiirllcs i l  s:agit de choisir la classification nkcessairement 
iiiiiqiir, qui wlisfait le mieux aux principales conditions du 

' proldimr. On voit que, malgre le grand nomhre d'echelles 
1 cnc,wlop6dicpes successivement proposkes jusqu'8 present, 
1 In diwission n'a port6 encore que sur une hien faible partie 

tlrs tlislwilions possihles ; et nbanmoins, je crois pouvoir ' tlirr wn': run&xtion qu'en examinant chacune de c e s p o  clas- 
1 sific:ilions, i l  n'rn serait peutdtre pas une seule en faveur de 

tnqiirtlr an nc pot faire valoir quelques motifs plausibles ; 
1 cnr, en olwxvant les diversas dispositions qui ont et6 effecti- 

Yrir p e  entre elles les plus extrbmes 
I (lily ii sont placees par les uns A la 

IJlr Iue, &ant renvoyees par d'autres 
;I I'rKtrvinitib opposcc, et rcciproquement. C'est donc dans ce 
c!ic>l\ cl'iin w i i l  ordrt. rraimcnt rationnel, parmi le noinbre 
1rt.h concidh:iI)lc tles sp tbmes  possibles, que consiste la 
tlifIirtilIlr rwl'v-iw rlc I:\ mcction que iious avons posee. 

. \ I  )I mtlnikre directe cette grande 
q11-t )rd que pour obtenir une classi- 
fir n I I 1s sciences fondamentales, c'est 
d n f i ~  in conipmison (ICs aivers ordres de phenomknes dont 

ie nous devons en 
s dkterminer, c'est 

1 

.._. 

i rn l  proposbes, on remarc 
i'wnccs : Ics sciences qu 

c l r i  sysWme rncyclophdic . , . .  . . , .  

SI dc tlbcoiivrir les lois qi 
qic. Cr que nous voulon 
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la dependance rBelle des diverses Btudes scientifiques. Or ce 
dependance ne peut rksulter que de celle des phdnoinkr 
correspondan ts. 

En considdrant sous ce point de vue tous les phdnomki 
observables, nous allons voir yu’il est possible de les clas 
en un petit nombre de categories naturelles, disposees d’i 
telle manihre que 1’Etude rationnelle de chayue catdgorie s 
PondCe sur la connaissance des lois principales de la catkgo 
preckdente, et devienne le fondement de 1’6tude de la s 
vante. Cet ordre est determine par le degre de simplicitb, I 

ce qui revient au m6me, par le degrk de gBn6ralit6 des p 
nomhes ,  d’oix resulte leur dependance successive, e t ,  en c’ 
sequence, la faciliti: plus ou moins grande de leur etude. 

I1 est clair, en eflet, ci priori, que les phenomknes les p 
simples, ceux qui se compliquent le moins des autres, s 
nbcessairement aussi les plus generaux ; car ce qui s’obse 
clans le plus grand nombre de cas est, par cela meme, ddg 
le plus possible ,des circonstances propres B chayue cas 
par& C’est done par 1’8tude des phenomknes les plus g6nC.r: 
ou les plus simples qu’il faut commencer, en procdd 
ensuite successivement jusqu’aux phhomknes les plus pa 
culiers ou les plus compliquds, si l’on veut concevoir 
philosophie naturelle d’une manikre vraiment me1 liodiqi 
car cet ordre de generalit6 ou de simplicitb, dBtermin 
necessairement l’enchainement rationnel des diverses scienj 
fondamentales par la dependance successive de leurs pld 
mhnes, fixe ainsi leur degr6 dc facilite. 

En meme temps, par une consideration auxiliaire que 
crois important de noter ici, et qui converge exactement a1 

toutes les prkc&dentes, les ph6nomhes les plus g6nbraux 
les plus simples, se trouvant necessairement les plus etri 
gers & l’homme, doivent, par cela meme, &re 6tudiC.s da 
une disposition d’esprit plus calme, plus rationnelle, ce [ 
constitue un nouveau motif pour que les sciences correspc 
dantes se developpent plus rapidement. 

Ayant ainsi indiqu6 la rkgle fondamentale qui doit prbsid 
B la classification des sciences, je  puis passer immkdial 
ment 5 la construction de l’bchelle encyclopCdique d’apn 
laquelle IC plan de ce cours doit &re determind, et que c4 
cun pourra aisdment apprBcier B l’aide des considbratior 
prBcBdentes. 

Unc prcmikrc contemplation de l’ensemble des phhnornb? 
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naturels nous porte B les diviser d'abord, conformBment au 
nrinripe que nous venons d'dtablir, en deux grandes classes 

pales, la premiere comprenant tous les phdnomknes des 
bruts, la seconde tous ceux des corps organisbs. 
derniers sont evidemment, en effet, plus compliqu6s et 
larticuliers que les autres ; ils dependent des prkckdents, 
J contraire, n'en dependent nullement. De 18 la necessitk 
Btudier les phdnomhnes physiologiques qu'aprbs ceux 
)rps inorganiques. De quelque manibre qu'on explique 
h e n c e s  de ces denx sortes d'etres, il est certain qu'on 
ve dans les corps vivants tous Ies phhomhnes, soit 
iiques, soit chimiques, qui ont lieu dans les corps bruts, 
in ordre tout special de phenomhes, les phhomhnes 
. proprement dits, ceux qui tiennent A l'organisafion. 
I'agit pas ici d'examiner si les deux classes de corps 
III ne sont pas de la meme nature, question insoluble 
agitc heaucoup trop de nos jours, par un resle d'in- 

:c dca habitudes theologiques et metaphysiques ; une 
pestion n'est pas du domaine de la philosophie positive, 
l i t  formellement profession d'ignorer absolument la 
c intime d'un corps quelconque. Mais il n'est nijllement 

considkrer les corns bruts et les corns vivants icnsnble de 
Rllc Ctant d' 
lnnattrc la n6 

1 .  * 

une nature esseniiellernent diff Brtnte pour 
cessite de la separation de leurs Btudes. 

'3 sur In manibre 
corps vivants. RI 
t 6qard par suite .. . . ." 

1 Sans uoure, ies idees ne sont pas encore suffisaminent 
i fixi.1 ! gdnerale de concevoir les phknom&nes 

t l M  ais, quelque parti qu'on puisse prendre 
h cr des progrks ultdrieurs de la philosophie 
nnturrllr, 13 classification que nous Btablissons n'en saurait 
Olrc nucuncment offwt8e. En effet,regardlt-on comrne dkmon- 
tr;, cr qitr pcrmet .? peinc d'entrevoir 1'8tat present de Ia 1 pliysiolosir, que lcs phCnomenes physiologiques sont tou- 
jrwrc tlr qimplrs phCnombncs mdcaniques, electriques et chi- 
intqiiw, modilii.s par In structure et la composition propres 
nrir w r p s  orqnnisbs, notre division fondamentale n'en sub- 
*ib!crnit pnq n i n t n ~ .  Car i l  rcste toujours vrai, meme dans cette 
I i ~ p o l l i ~ ~ s c ,  qitc lrs p h h o m h e s  gdnBraux doivent 6tre Btu- 
d i i h  a$ a n t  (11. procbdcr.? I'csamen des modifications spdciales, 
qli'ils /.prmtvrnl (Inns ccrtnins etres de I'univers, par suite 
(I'll11 Bcules. Ainsi, la division, 
(1111 llupart des esprits Bclai- 
Yl'S f ture se maintenir inde- 

it* ili.po4lion pnrticuli6t.e des mol 
wt niijoiirtl'hui foncldc dana la p 
uor 1.7 clivrrsitb clcs lois, e ~ t  de na 

.i .r. - I .  4 
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finiment B cause de la subordination des phdnomhes et I 
suite des etudes, quelque rapprochement qu’on puisse jam 
btablir solideinent entre les deux classes de corps. 

Ce n’est pas ici le lieu de dhelopper,  dans ses diver 
parties essentielles, la coinparaison g6nBrale entre les co 
bruts et les corps vivants, qui sera le sujet spdcial d’un e 
men approfondi dans la section physiologique de ce COI 
I1 suffit, quant B prBsent, d’avoir reconnu en principe 
n6cessite logique de &parer la science relative aux prem 
de celle relative aux seconds, e t  de ne procBder & l’btudc 
la physique organique yu’aprbs avoir Btabli les lois g6nOr 
de la physique inorganique. 

Passons maintenant ti la determination de la sous-divi 
principale dont est susceptible, d’aprbs la meme rbgle, c 
cune de ces deux grandes moitihs de la philosophie n 
relle. 

Pour la physique inorganique nous voyons, d’abord 
nous conformant toujours B l’ordre de generalit6 et de dP 
dance des ph&uxx&nes, qu’elle doit &tre partag& en ( 

sections distinctes, suivaiit qu’elle considere les phknom 
g6nbraux de l’univers, ou en particulier, ceux que prhser 
les corps terrestres. D’ou la physique cbleste, ou l‘astrona 
soit gbomdtrlque, soit mecanique ; et la physique terre 
La nbcessile de cette division est exactement semblal 
celle de la prBc6dente. 

Les ph6nomknes astrononiiques Btant les plus g6nOrau: 
plus simples, les plus abstraits de tous, c’est Bvidemnien 
leur Btude que doit commencer la philosophie natui 
puisque les lois auxquelles ils sont assujettis influent, bur(  

de tous les autres ph6nom&nes, dont elles-rni5mes sod ,  au 
traire, essentiellement indkpendantes., Dans tous les p! 
m h e s  de la physique terrestre, on observe d’abord les I 
gBn6raux de la gravitation universelle, plus quelques ai 
effets qui leur sont propres, et qui modifient les premie 
s’ensuit que, lorsqu’on analyso le phBnoniBne terrestre le 
simple, non seulement en prenant un phdnomene chiinr 
mais en choisissant inerne un phhomkne  purement II 
nique, on le trouve constnmment plus compos6 queleph 
i n h e  ckleste le plus compIiyu6. C’est ainsi, par exemple 
le simple mouvement d’un corps pesant, mi5me quand, 
s’agit que d’un solide, prBsente rbellement, lorsqu’on veu 
nlr compte d~ toixtes les circonstanccs dkterniinantes, 111’ 
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de recherches plus compliqu6 que la question astronomique 
la plus difficile. Une telle consideration montre clairement 
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combien il est indispensable de skparer nettement la physique 
celeste et la physique terrestre, et de ne proceder 5 1’6tude 
de la seconde qu’aprks celle de la premikre, qui en est la base 
rationnelle. 

La physique terrestre, A son tour, se sous-divise, d’aprks le 
m h e  principe, en deux portions trks distinctes, selon yu’elle 
envisage les corps sous le point de vue mBcanique, ou SOUS le 
point de vue chimique. D’oli la physique proprement dite, ct 
la chimie. Celle-ci, pour etre conSue d’une manikre vraimenl 
m4t  hodique suppose Bvidemment la connaissance prealable 
dn I’autre. Car tous les phhomknes chimiques sont n6ces- 
snircment plus compliques que les phenomanes physiques ; 

I dCpcnt1pnt sans influer sur eux. Chacun sait, en eflet, 
out(? action chimique est soumise d’abord 9 I’influence de 
~\iil1t~ur, de la chaleur, de 1’8lectricit6, etc., e t  presente, 
Lilrr, qurlque chose de propre qui modifie l’action des 
I s  p r t l c 4 h  Is. Cctle consid6ration1 qui montrc Bvidem- 
In cliimic comme ne pouvant marcher qu’aprks la phy- 

siqiir,In prescnte en memetemps comme unescience distincte. 
Chr, qiirlquc opinion qn’on adopte relativement aux affinites 
chimiclttes, ct quand m6mc on ne verrait en elles, ainsi qu’on 
prill I C  concrvoir. m e  des modifications de la gravitation g6- 
Iii-r igure et par la disposition mutuelle des 
r i  to incontestable que la n6cessit6 d’avoir 
(’011 B ces conditions sp6ciales ne permet- 
1rat1 poilit de trnitcr In chimie comme un simple appendice de 
In IIIiyiquc. On srrait tlonc oblige, dans tous les cas, ne Mt- 
w qur pour In facilitb de l’etude, de maintenir la division et 
1’i~Iii.Iii~ificiiiriit qup I’on regarde aujourd‘hui comme tenant A 
I‘ll( I. 

1 ,-- 
nlc protluile par la f 
inrs, iPdrmcurcrait 
ilintirllrnirnt 6jinrtl . . .  . .  

t ‘:rngI: I 1 6  i t  6 d cs ph Pn oniCne!: 
I‘cllr (-1 clnnc In tlistributio 
i n c . l i r * +  tlr I n  scirncr gCn6rnlc . . . . . . . . . 

‘1 n rationnelle :des principales 
Im des corps bruts. Une division 
: I ~ : I I ~ I ~ -  + r ~ t n t ~ i l t ,  tic’ ~n mc’me manikre, dans la science g6nB- 
mlc r l w  r o r p  0 

T l l l l $  IC.: t’.trt ent deux ordres de p h h o -  
nti*nrs r<.:rn! irliriiirni i i i w i i i r i ~  rmx relatifs A l’individu, et 
r w y  11 , quand elle est sociable. 
(:*Pql ; I  omme que cette clistinc- 
t im  1 - 8  lrdre de phhomkne est 
if*.:>!* ; I , , * . \  llll,,tl,ll,lL 1L particulier que le pre- 
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mier; il en depend sans influer sur lui. De 18 deux grand1 
sections dans la physique orgnnique : la physiologie propr 
ment dite et la physique sociale, qui est fondCe sur  la pr 
mihre. 

Dans tous les phenombnes sociaux, on observe d’abo 
l’influence des lois physiologiques de l’individu, et, en out] 
quelque chose de particulier qui en modifie les effets, et c 
tient h l’action des individus les uns sur les autres, singul 
rement compliqube, dans l’espbce humaine, par l’action 
chaque gkneration sur cellc qui la suit. I1 est donc Bvidc 
que, pour Btudier convenablement les phhomhnes social 
il faut d’abord partir d’une connaissance approfondie ( 

lais relatives B la vie individuelle. D’un autre cat&, ct 
subordination nkcessaire entre les deux etudes ne pres 
nullement, comme quelques physiologistes du premier or 
ont 6th port& i3 le croire, de voir dans la physique sociale 
simple appendice de la physiologie. Quoique les phknomb 
soient certainemelit homoghnes, ils ne sont point identiqi 
et la separation des deux sciences est d’une importance v 
ment fondamentale. Car il serait impossible de trailer 1’6t 
collective de l’espbce comme une pure deduction de 1’Bt 
de l’individu, puisque les conditions sociales, qu i  modif: 
l’action des lois physiologiques sont prhcishment alorc 
consideration la plus essentiellc. Ainsi, la physique soc 
doit etre fondhe sur un corps d’observations directes qui 
soit’ propre, tout en ayant Bgard, comme il convient, 
intime relation nkcessaire avec la physiologie propren 
dite. 

On pourrait aisEment Btablir une symhtrie parfaite entr 
division de la physique organique et celle ci-dessus expc 
pour la physique inorganique, en rappelant la distinc 
vulgaire de la physiologie propreinent dite, en vbgdtall 
anirnale. I1 serait facile, en efl‘et, de rattacher cette I 

division au principe de classification que nous avons ci 

tamment suivi, puisque les phdnombnes de Ia vie animal 
prksentent, en genkral du moins, comme plus compliq 
et plus spBciaux que ceux de la vie vkgetale. Mais la 
cherche de cette symetrie precise aurait quelque chose 
pueril, si elle entrahait A inhconnaitre ou & exagdrer 
analogies r6elles ou les diffkrences effectives des phhomh 
Or, il est certain que la distinction entre la physiologievl 
tale et la physiologie animale, qui a une grande imporfa 
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wins ce quc J ai appeie la pnysique concr&€e, n'eii a presque 
niiciinc dnns la physique absfraite, la seule dont il s'agisse 
ici. La connaissance des lois generales de la vie, qui doit 
Nrc, h nos yew, IC veritable objet de la physiologie, exige la 
considbration simultande de toute la serle organique sans 
distinction de vegdtaux et d'animaux, distinction qui, d'ail- 
Irurs, s'efface de jour en jour, A mesure que les phknomhes 
sont c'tutliCs d'une manibre plus approfondie. 

Soirs persisterons donc Qneconsiderer qu'une seule division 
(Inns In physique organique, quoique nous ayons cru devoir 
rn 4tn Mir deux successives dans la physiqiie inorganique. 

r h l t a t  de cette discussion, la philosophie positive sc 
*e tlonc naturcXement partaghe en cinq sciences fonda- 
ales, tlont la succession est determinee par une subordi- 

r*-flr)n nbcessaire et invariable, fondbe indbpendamment de 
opinion hypoth6tique, sur la simple comparaison appro- 

it- tlrs phhonihcs correspondarits : ce sont l'astroriomie, 
la physiologie, et enfin la physique 
siditre les phhomknes les plus g6nk- 
:s plus abstrails et les plus kloign6s 
ent sur tous les autres, sans &tre 

r n r w  par eux. Les phhombnes considkrks par la cler- 
a ,  wnl, nu contraire, les plus particuliers, les plus com- 
1 6 y  Irs plus concrets et les plus directement intkressanls 
I'lionime; ils ddpendent, plus ou moins, de tous les pr6- 

q,  snn5 eserccr sur eux aucune influence. Entre ces 
rxlrPmcs, les degrds de spkcialitb, de complication et 
rwnnalitE des ph8nom8nes vont graduellement en 
bntanl, ninsi que leur dependance successive. Telle e s l  
c relation ghdrale que la veritable observation philo- 
~ u e  convennblement employbe, et noli de vaines distinc- 
irhitrnircs, nous conduit A Btablir entrc les diverses 

s. Tel doit donc &tre le plan de ce i ti nmcn ta le 

1 ici qu'est 
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Iuisser l'exposition des considErations 
,,c..,, .SUP lewpelles repose cette classification. Pour la 
roir complblement, il faudrait maintenant,, a p r h  l'avoir 
,060 d'un point de VUC gdn6ra1, l'esaminer relativement 
iiir science fondamentale en particulier. C'est ce que 

commenqant I'btude spkciale de 
a construction de cette Bchelle 
iccessivcmenten partant de cha- 

; frrons soigneusement en 
Iiir partie de ce cours. L 
~(*lnpl:riique reprise ainsi SI 
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cune des cinq grandes sciences, lui fera acqu6rir plds d’exai 
titude, et surtout mettra pleinement en evidence sa sol 
dit& Ces avantages seront d’autant plus sensibles que no1 
verrons alors la distribution inthrieure de chaque scienl 
s’ktablir naturellement d’aprks le meme principe, ce qui pr 
sentera tout le systkme des connaissances humaines decor 
pose, jusque dans ses details secondaires, d’aprks Line co 
sideration unique constamrnent suivie, celle du deg 
d’abstraction plus ou moins grand des conceptions correspc 
dantes. Mais des travaux de ce genre, outre qu’ils nous entn 
neraient maintenant beaucoup trop loin, seraient certainemf 
deplaces dans cette leson, o h  notre esprit doit se maintei 
au point de vue le plus g6nBral de la philosophie positiveJ 

NBanmoins, pour faire apprkcier aussi complktement q 
possible, dks ce moment, l’importance de cette hi6rarcl 
fondamentale, dont je ferai, clans toute la suite de ce cours, 
applications continuelles, je dois signaler rapidement ici 
proprietes generales les plus essentielles. 

11 h u t  d’abord remarquer, comme une verification t 
decisive de l’exactitude de cette classification, sa conforrr 
essentielle avec la coordination, en quelque sorte spontan 
qui se trouve en effet implicitement admise par les sava 
livrBs li 1’6tude des diverses branches de la philosophie na 
relle. 

C’est une condition ordinairement fort negligee par 
constructeurs d’echelles cncyclopkdiques, que de presen 
comme distinctes les sciences que la marche eKective 
I’esprit humain a conduit, sans dessein prhmbdith, A culti 
shparkment, et d’8tablir entre e lks  une subordination c 
forme aux relalions positives que manifeste leur develop 
ment journalier. Un tel aecord est nkanmoins Bvidemm 
le plus sOr indice d’une home classificatioii; car les divisir 
qui se sont introduites spontaneinent dans le systkme sci 
tifique n’ont pu e:tre determin6es que par le sentinienl lo 
temps Bprouvk des veritaldes besoins de l’esprit humain, s, 
qu’on ait pu &re &gar6 par des gknhralit6s vicieuses. 

Mais, quoique la classification ci-dessus propode re 
plisse cntikrement cette condition, ce qu’il serait superflu 
prouver, il n’en laudrait pas conclure que les habilui 
genhralement dtablies aujourd’hui par expCrience chez 
savants rendraient inutile le travail encyclopedique que nc 
venonv d’exkcuter. Elles out seulemeiit rendu possibl~~ 11 
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En troisikmc lieu, cette classification prEsente la propri 
lrks remarquahle de marquer exactement la perfection rt 
live des diflkrentes sciences, laquelle consiste essentiellem 
dans le degrk de precision des connaissances, et dans 1 
coordination plus ou moins intime. 

I1 est ai& de sentir en effet que plus des phknom8nes r 
gEnkraux, simples et abstraits, moins ils dependent des aut 
et plus les connaissances qui s’y rapporlent peuvent 1 

prkcises, en m&me temps que leur coordination peut 1 

plus complkte. Ainsi, les phknomknes organiques ne corn] 
tent’yu’une etude A la fois moins exacte et moins systdmati 
que les phhomknes des corps bruts. De meme, dans la1 
sique inorganiyue, les phknomknes cklestes, TU leur I 
grande gBnEralit6 e t  leur indkpendance de tous les aut 
ont donne lieu 9 une science bien plus precise et beaue 
plus like que celle des phEnom8nes terrestres. 

Cette observation, qui est si frappante dans l’ktude effec 
des sciences, e t  qui a souvent donnk lieu des cspbrar 
chim4riques ou B d’injustes coniparaisons, se trouve ( 

compktement expliquke par l’ordre encyclopkdique que 
Etabli. J’aurai naturelleinent occasion de lui donner t 
son extension dans la leGon prochaine, en montrant ql 
possibilitk d’appliquer ?t 1’8tude des divers phEnom6nes 1’ 
lyse mathematique, ce qui est le moyen de procurer B I  
8tudc le plus haut degrk possible de prEcision et de co( 
nation, se trouve exactement dkterminke par le rang. q1 
cupcnt ces phEnom8nes dans mon echelle encyclopEdiqu 

Je ne dois point passer A une autre consideration, 
mettre le lecteiir en garde ti ce sn-jet contre une erreur 
grave, et qui, bien que trks grossiere, est encore extreme[ 
commune. Elle consiste h confondre le degr8 de prkci 
que comportent nos differentcs connaissances avec leur d 
de certitude, d’oh est rksultk le prEjugE trks dangereuxl 
le premier &ant kvidemment fort inegal, il en doit &re 
d u  second. Aussi parle-t-on souvent encore, quoiyue m 
que jadis, de I’inEgale certitude des diverses sciences, ct 
tend directement B decourager la culture des sciences les 
difficiles. I1 est clair, nkanmoins, que la precision etlac 
tucle sont deux qualites en elles-mi3mes fort diff6rentesa 
proposition tout A fait absurde peut &re extremement prh 
comme si l’on disait, par exemple, que la somme des an 
d’un triangle est Egale & trois angles droits ; et,une pron 



F 

~ homme mourra. Si, d’aprbs I’explication prBckr.lente, les di- 
verscq sciences doivent nkcessairement presenter une pr6- 
cision trbs idgale, il n’en est nullement ainsi de leur certi- 
tude. Chacune peut offrir des rksultats aussi certains que ceux 
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encore plus Bvideinment de m6me pour les esprits qui vey 
se livrer A 1’8tude positive des ph6nombnes sociaux, E 
avoir d’abord acquis une connaissance gdntirale de l’as 
nomie, de la physique, de la chimie et de la physiologie. 

Gomine de telles conditions sont bien rarenient rem1 
de nos jours, et yu’aucune institution r6gulibre n’est organ 
pour les acconiplir, nous pouvons dire qu’il n’existe pas 
core pour les savants, d’dducation vraiment rationnelle. C 
considkration est, h mes yeux, d’une si grande importa 
que je ne crains pas d’attribuer en partie Ace vice de 
dducations actuelles 1’8tat d’imperfection extreme oh I 
voyons encore les sciences les plus difficiles, &at verita 
merit inferieur 9 ce que prescrit en ef’fet la nature plus c 
pliquee des phknombnes correspondants. 

Relalivement 9 1’6ducation gkn6rale, cette condition 
encore bien plus nkccssaire. Je la crois tellement in 
pensable que je  regarcte l’enseignement scientifique cou 
incapable de rkaliser les resultats generam les plus essenl 
qu’il est destine A produire dans la socikte pour la renova 
du systbme intellectuel, si les diverses branches princip 
de la‘philosophie naturelle ne sont pas Btudiees dans POI 
convenable. N’oublions pas que, dans presyuc toutes 
intelligences, m6mes le plus &levees, les idees restent o 
nairement enchainees suivant l’ordre de leur acquisil 
premiere ; et que, par consdquent, c’est un mal le 1 
souvent irremediable que de n’avoir pas commencd pal 
commencement. Chaque sibcle ne compte qu’uii bien p 
nombre de penseurs capables, A 1’Epoque de leur viril 
comme Bacon, Descartes et Leibnitz, de faire veritablem 
table rase, pour reconstruire de fond en comble le syd 
entier de leurs idees acquises. 

L’importance de notre loi encyclopddique pour servir 
base 8 l’education scientifique ne peut ktre convenablem 
apprhciee qu’en la considerant aussi par rapport B la mktlic 
au lieu de l’envisager seuleinent comme nous venons de 
faire, relativement 9 la doctrine. 

Sous ce nouveau point de vue, line execution convenai 
du plan general d’etudes que nous avons d6termin6 doit av 
pour r6sultat necessaire de nous procurer une connaissan 
parfaite de la mdthode positive, qui ne pourrait 6tre obten 
d’aucune autre manibre. 

En effel, les phhombnes naturels ayant 6th classk de tpl 
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I ~ L  homogknes, restent tou- 
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passant d'une science A une 
a certitude de la consid6rer 
lont elle est susceptible, ce 
i avions adopt6 une formule 
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c:rLIr nniivcllc consirkation est d'une importance vraiment 
torirl:inirnlnlc : cnr, !;i nous mons vu en ghndral, dans la 
c f r r n i t w  Iiv:on, qii'il rst impossible de connaftre la mkthode 
p n G i t i w ,  r1ii:ind nn wilt 1'6tndirr sbparkment de son emploi, 
ticbli* t l w r i i i s  njnritrr nujourd'hui qu'on ne peut s'en former 
I I I I P  i i l t : ~  nrt tr rt rvactr qu'en Btudiant successivement, et 
(!;in< I'nrrlrr rnnvcnnl)lc, son application h toutes les diverses ' 

. . . . . . . . . .  1- - - - -  - 
sirwilt IC plris jntlicici 
inilr soit cswiitirller 

- .  . . . .  

nnliirr il'ry-drictnrcs, 
plnration. l h  mbmc, t . . . . . . .  

rl:iws priiicipnlrs (10s ph6iio m h e s  naturels. Une seule 
wirnrv- tic siiflirnit m i n t  pour atteindre ce but, meme en la 
rlini  isement possible. Car, quoique la 
n 1 E l  I irnt identique dans toutes, chaque 
*rirnc'r tlt'wlnppr sp6cialrment tel ou tel de-ses proc6d6s 
r'.irnrt~,l.i+ticliir+,(lnnt I'influence, trop peu prononcde dans les 
nlitrpq wicnrcs,  tierncurerait inaperpe.  hinsi, par exemple, 
dnni ccrtnincs br:inchcs dc la philosophie, c'est I'ohservot,ion 
prnprrmcnt tlile : (Inns d'autres, c'esl l'expkrience, et telle ou 
Ir?lr* , qui constituc le principal moyen 
1rI-y el prkccpte gknhral, qui fait partie 
irit;*crniilr tic in m w  lime, a Ctd fourni primilivement par une 

i inr ccicnrn : rt, bicn 1 

L rt'nittrrs, r ' c s l  {I sa 
ronnnllrr ; comnic, p 

1 1 1 ~ .  . . . . . .  

rr-rt: quV ait, pu i t re  ensuite transport6 
f l3 l lL  soiirce qii'il faut 1'8tudier pour le 
I I I C I l  ar csernple, la thBorie des classifi- 
rnlir 

Kri sr IinmnnL :'I 1 fit,iirlc d'une science unique, il faudrait 
wn* cloirlc chnisir la plus parfaitc pour avoir un sentiment 
rrlrr.: nrornnrl i l t b  In mCthodc positive. Or,la plus parfaite &ant 

de, on n'aurait ainsi qu'une 
de la mhthode, puisqu'on 

ications essentielles elle doit 

ic trmps la plus siml 
rnncr lien incornpl&le 
irlrnit pas qiirlles modi! 
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subir pour s’adapter h des pliBnomknes plus complj 
Chaque science foridamentale a donc, sous ce rappor 
avantages qui lui sont propres; ce qui prouve claireml 
necessitd de les considdrer toutes, sous peine de ne se f 
que des conceptions trop 6troites et des habitudes ii 
santes. Cette consideration devant se reproduire frdquer 
dans la suite, il est inutile de la ddvelopper davantage 
moment. 

Je dois n6anmoins ici, toujours sous le rapport 
mkthode, insister sp6cialement sur le besoin. pour 1; 
connaitre; non seulemen t d’6tudier pkilosophiquement 
les diverses sciences fondamentales, mais de les Btudier s 
I’ordre encyclop6dique Btabli dans cette leqon. Que pel 
duire de rationnel, h moins d’une extrsme sup6rioritb 
relle, un esprit qui s’occupe de prime abord de 1 ’ h  
phenomknes les plus compliquds, sans avoir prbalab 
appris B connai‘tre, par l’examen des phenomknes le 
simples ce que c’est qu’une loi, ce que c’est qu’obser 
que c’est qu’une conception positive, ce que c’est m6mc 
raisonnement suivi ? Telle est pourtant encore aujourd 
marche ordinaire de nos jeunes physiologistes, qui ab 
imm6cliatcment 1’Btude des corps vivants, sans avoir 1 
souvent Bt6 prepares autrement que par une Bducatior 
minaire reduite A I’dtude d’une ou deux langues mol 
n’ayant, tout au plus, qu’une connaissance trks super 
de la physique e t  de la chiniie, connaissance presquc 
SOUS le rapport de la methode, puisqu’elle n’a pas Btb o 
communement d’une maniere rationnelle, et en part 
TrPritable point de depart de la philosophie nature1 
conqoit combien il importe de reformer un plan d’btude 
vicieux. De 11161118, relativement a u s  phenomknes s( 
qui sont encore plus compliquks, ne serait-ce point avl 
un grand pas vers le retour des societes modernes A I 
vraiment normal, que d’avoir reconnu la n6cessit6 logit 
ne proceder ih 1’Btude de ces phBnomknes, qu’aprhs 
dress6 successivemenl l’organe intellectuel par l’exame 
losophique approfondi de tous les ph6nomEnes antdrr 
On peu t meme dire avec precision que c’est 18 toutc It 
cult6 principale. Car il est peu de bons esprits qui ne 
convaincus aujourd’hui qu’il faut Btudier les phBno1 
sociaux d’aprks la mkthode positive. Seulement, ceu 
s’occupent de cette Btude, ne sacliant pas et ne poiiyit 
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sncnroir r~rlcternent en quai consiste cette methode,faute de 
I'avoir rvnminc'c dans ses applications antbrieures, cette 
mxirnr! c.;t jiisqii'h prCscnt demeuree sterile pour la renova- 
tion tlrs thbnrirs gocinles, qui ne sont pas encore sorties de 
I'Clnl !taphysique, malgr6 les eflrorts 
drc: 1 itifs. Cette consideration sera, 
pl1K 3p6e; je dois ici me borner & 
I'incliqiicr, iiniqiicment pour laire apercevoir toute la portee 
tlc I n  pdtlique que j'ai proposee d a w  cette 
I r y  

Trrq snnL m n c  ICR aantre points de vue principaux, sous 
Icarli r A faire ressortir l'importance gk- 
nh.7 rationnelle et positive, Btablie ci- 
&<GI  Indamen tales. 

:\fin t!r completer 1 exposition genhrale du plan de ce COUI'S, 
il iiir r d c  mninlennnt :I considbrer une lacune immense e t  
ciillilnlr, qiir j ' n i  1nissC.e Q dessein dans ma formule encyclo- 
p4iqiic, 1.1 C ~ P  lo lcclcur n sans doute dejh remarquee. En 
P ! T  IrquA dans notre systkme scienti- 
fir1 na thdmalique. 

I 1 volontaire est dans l'importance 
iiit'wic cir cctle scicnce, SI vaste et si fondamentale. Car la 
I c w i i  j.roc!ininc srra cntiCrement consacree A la dktermina- 
tirm cvnctc ( I C  son vhitable caracthe ghneral, et par suite h 
la l iwlion prc'cise de son rang encyclop6diyue. Mais pour ne 
pnq 1 in rapport aussi capital, le grand 
!al,lr quisser dans cette leCon, j e  dois 
i n i l i r  , par anticipation, les resultats 
gl:nchiy tfc I csamen que nous entreprendrons dans la leGon 
sriivr 

1)n :loppement de nos connaissances 
rot is, de regarder la science math&- 
inn  ? partie constituante de la philo- 
' it11 it dile, que comme &ant, depuis 
1)r raio base fondamentale de toute 
c r l ,  ,.,., , .luv..,L.w, h parler exactement, elle soit h 
In foi.; l ' i in r  r t  I'nritrr. Aujourd'hui, en effel, la science math&- 
rnnliqric r s t  hien moins importante par les connaissances 
lri.9 rr~rllcs cl lrc\s nrbcieuscs neanmoins qui la composent 

itituant l'instrument le plus 
3uisse employer dans la re- 
ts naturels. 

n i s v r  incomplct, sous i 
mi qiie j 'ni tnchd d'esl 
pier ici sommairement . .. 
tnlc. 
in4 I'i.lnt ncluel d u  ddvc 
ivrs. i l  convient. ie cro 

dirrclcmcr 
p:iisc:nnt r 
clirrrtic 1 1 1  

nt, que comme cone 
11ie I'esprit. hiimain 1 
r s  loia tlcs ph6nomPnc 
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Pour presenter B cet Bgard une conception parfait1 
nette et rigoureusernent exacte, nous verrons qu’il fau 
ser la science math8Gatique en deux grandes sciences 
le caractere est essentiellement distinct : la math8ml 
abstraite ou le c a l c d ,  en prenant ce mot dans sa plus g 
extension, et la mathematique concrkte, qui se compose, 
part, de la geomdtrie generale, d’une autre part, de la 
nique rationnelle. La partie concrete est nkcessair 
l’ondke sur la partie abstraite, et devient B son tour 1 
directe de toute la philosophie naturelle, en consid 
autant que possible, tous les phenomknes de l’univers c 
gdomdtriques ou comme mkcaniques. 

La partie abslraite est la seule qui soit purement j 
mentale, n’ktant autre chose qu’une immense exlension 
rable de la logique naturelle 5 un certain ordre de deduc 
La geometric et  la mecanique doivent, au contraire 
envisag6es comme de veritables sciences naturelles, fo 
ainsi que toutes les autres, sur l’observation, quoiyu 
l’extreme simplicit6 de leurs phdnomhes, elles comp 
un degr6 infiniment plus parfait de systematisation, qu 
quelquefois faire mtkonnaitre le caractere experimen 
leurs premiers principes. Mais ces deux sciences physiqu 
cela de particulier que, dans I’dtat present de l’esprit hu 
elles sont dBj& et seront houjours davantage employees c 
mkthode, beaucoup plus que comme doctrine directe. 

I1 est, du  reste, Bvident qu’en plaGant ainsi la scienc 
thematique Ala l k t e  de la philosophie posilive, nous nef 
yu’elendre davantage l’application de ce mkme princi 
classification, fond6 sur la ddpendance successive des sc 
en resultat du degre d’abstraction de leurs ph6nomhe 
pectifs, qui nous a fourni la sckie encyclopedique, C 
dans cette IeGon. Nous ne faisons maintenant que reslii 
cette serie son veritable premier terme, dont I’impor 
propre exigeait un examen special plus d6veloppd. On 
en effet, que les phenomknes geometriques et nidcan 
sont, de tous, les plus generaux, les plus simples, les 
abstraits, les plus irreductibles, et les plus independan 
tous les autres, dont ils sont, au contraire, la base. On 
Goit pareillement que leur etude est un prdliminaire i 
pensable B celle de tous les autres ordres de phknom 
C’est donc la science mathematique qui doit constitu 
veritable point de depart de ioute 6ducation s c i ~ +  
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telionneitc, SOIL pmeraie, soit spbciale, ce qui explique l'usage 
univorsel qui  s'ost Clabli depuis longtemps h ce sujet, d'une 
mnniiart! empirique, qiioiqu'il n'ait eu primitivement d'autre 
cnwic quo la plus grandc ancicnnete relative de la science 
moth6mnticlue. Je dois mc borncr en cc moment h une indi- 
callon t d s  rnpitlo de ces diverscs cons idht ions ,  qui  vonl 
etrr I'objet sp6cinl dc la leson suivante. 

SOW nvons clonc esactement determinh dans cette lepon, 
non tl'sprk dc wine9 spdculations arbitraires, mais en le 
wpnlnilt comme IC sujet tl'un veritable problkme philo- 
raihiqtir, IC plnn rntionnel qui doit nous guider constamment 
dnw I'Plntle de la philosophie positive. En resultat &finitif, la 
rnnlhimntiqtrc, I'nstronomie, la physique, la chimie, la phy- 
sioltqic* c l  In physique sociale ; telle est la formule encyclo- 
p(*diciuc qui, parmi le trhs grand iiombre de classifications 
quc? carnporhwt les six sciences fondamentales, est seule 
logiquciiicnt conforme h la hit5rarcliic nalurelle et invariable 
dw ~iIit~aoniEncs. Jo n'ai pas hesoin de rappeler l'importance 
dc cc rc:sultat, quc le lecleur doit se rendre Bminemnient 
funiilicr, pow cn fairc dans toutc 1'Btcndue de ce cours une 
applicnlion continuclle. 
Ln condquence finale de celte 1ec;on exprimde sous Ia forme 

le plussimple, consiste donc dans l'explication et la justifica- I 
lion d u  grand lahlcnu synoptique place au commencement 
do C C ~  ouvrngc, et dam la construction duquel j e  me suis 
cflororcb dn suivre, aussi rigoureusement que possible, pour - 
In dislribution inthrieuro de chaque science fondamsntale, le 

icipc (IC classification qui vient de nous fournir la 
rnlc des sciences. 

XPOSITION 63 
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Consid6rations philosophiques sur l’ensernble de la science 
mathematique. 

En commenGant h entrer directement en matiere 
1’Btude philosophique de la premiere des six sciences for 
mentales dtablies dans la l q o n  prkcbdente, nous avons 
de constater immddiatemen t l’importance de la philosol 
positive pour perfectionner le caractere gkndral de chat 
science en particulier. 

Quoique la science mathematique soit la plus anciennr 
la plus parfaite de toutes, l’idde genErale qu’on doit s’en 1 
mer n‘est poinl encore nettement dkterminde. La dkfinil 
de la science, ses principales divisions, sont demeurhes , 
qu’ici vagues et incertaines. Le nom multiple par lequel 
la ddsigne habituellement suffirait meme seul pour indiq 
le d6faut d’unitd de son caractere philosophiyue, tel qu’il 
conGu comniundment. 

A la verite, c’est seulement au commencement du sii 
dernier que les diverses conceptions fondamentales qui co 
titueni cette grande science ont pris chacune assez de dd 
loppement pour que le veritable esprit de l’ensemble ptll 
manifester clairement. Depuis cette Bpoque, l’attention 
gBomctres a et6 trop juslement et trop exclusivement absor 
par le perfectionnement sptkial des diff krentes branches 
par l’application capitale qu’ils en ont faite aux lois les 0 
importantes de l’univers, pour pouvoir se diriger conye 
blement sur le systkme gkneral de la science. 

Mais aujourd’hui le progres des spEcialit6s n’est plus tfl 
ment rapide qu’il interdise In contemplation de I’ensernl. 
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Iivcrscg parties de la science, 
iroRri*q. O n  peul meme obserF 
irii~cntg cnpilnux 6prouvCs pal 
Iirrclcmcnt prPpnr6 celte ii 
. .  . .  . .  

en ellc-mbmt-, soit quant h sos applications les plus essen- 
I I P I I P S .  pour Otre parveniie Q cetEtatde consistance, dans leyuel 
on iloit s'efforccr (le coordonner en un systbme unique les 
(I afin de prBparer de nouveaux 
r 'er que les derniers perfection- 
11 r la science mathBmatique ont 
(I mportante operation philoso- 
phiqiir, cn tmprtmnnt a ses principales parties un caracthe 
t l ' r i t i i l i .  qui n'rsistnit pas auparavant; tel est Bminemment e t  
h n r s  rlr loutc coinparaison l'csprit des travaux de l'immortel 

onctions et de la Ille'canique analy- "lie'orie des F 

ncr unc! justc 
I .  , I 

In ili4nition vague et  ins 
wnt, ii tlbfaut (le toutc 

clts qrnnrleiirs, 011, ce . . .  

n In conqoit convena 
illc mntii.rc, quand o 
wyrr sur des notion 

- . - . a  1 

? ideede l'objet de la science mathe- 
mniicluc conwiwee tiens son ensemble, on peut d'abord par- 
Iir tlr I ignifiante qu'on en donne ordi- 
rrnircn autre, en disant qu'elle est. la 
acicnrc qui est plus positif, la science 
p o p o w  Oiit In mesure des grandeurs. Cet aper$u sco- 
Indiqtir n, snns doule, singulibrement besoin d'acqukrir 
pltii; ilc prc'ci+ion et plus dc profondeur. Mais i'idBe est 
jitsLc nil  fond: e lk  est m&me suffisamment &endue, lors- 
(111'0 blement. I1 importe d'ailleurs, en 
parr n le peut sans inconvhient, de 
*'"PI s g6nBralement admises. Voyons 
don(- cnrnmvnr, cn panant de cetle grossibre Bbauche, on peut 
\'l*lcvrr h uncvhilablc dbfinition de la mathbmatique, A une 
rli.fiiiition qui soit digne de correspondre A l'importance, a 
1'I:tetidttc c! h la difficult6 de la science. 

I,:t 1 te grandeur ne prksente par elle- 
in I' m r D que celle de la simple compa- 
riison mandeur avec une autre grandeur 
wtil~lt l l l l l .  - l l l l l , t , - ~  b.vlrrrud, qu'on prend pour uniie' entre 
totilc- rrllr. ( I C  In mOmt- espkce. Ainsi quand on se borne A 
i lr ' f i i t tr  11- ninth4nintiques comme ayant pour objet la mesure 
tic* rrnntlrurs, on en donne une idee fort imparfaite, car il 
c-l )ar 18 comment il y a lieu, sous 
rr  luelconque, et surtout Q une 

Ittcdion de mesurer ur 
h I'wprit tl'nutre idCc 
irnni(vliatc de cette gi 

*l\l. .  c*.....~eA., ann.....- 

I nit'mc impossible de voir 1 
rnppor!, 11 itne science ( 

4 I t  J'rniploirmi soiivcnt cette expression au singulier, COmme l'a 
ivec plus d'hergie l'esprit dunit6 prf 

, 1 1 1  

5 
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science aussi vaste et aussi profonde qu’est r6putBe 1’4 
avec raison la science mathkmatique. Au lieu d’un imme 
enchainement de travaux rationnels tr& prolongks qui offr 
A notre activitd intellectuelle un aliment in6puisahIe, 
science paraitrait seulement consister, d’aprbs un tel 6nuT 
dans une simple suite de procBdBs mGcaniques, pour obtr 
directemenl, A l’aide d’opdrations analogues A la supet 
sition des lignes, les rapports des quantites 4 mesurer B e6 
par lesquelles on veut les mesurer. Nkanmoins, cette d6 
tion n’a point r6ellement d’autre d6faut que de n’etre 
suffisamment approfondie. Elle n’incluit point en erreur si 
veritable but  final des math6mathiques ; seulement 
presente comme direct un objet qui, presque toujours, 
au contraire, fort indirect, et par 18, elle ne fait mllet 
concevoir la nature de la science. 

Pour  y parvenir, il faut d’abord considdrer un fait g& 
trks facile k constater. C’est que la mesure directe d’une g 
dew,  par la superposition ou par quelque procEd6 sembll 
est le plus souvent, pour nous une operation tout B 
impossible: enisorte que si nous n’avions pas d’autre mi 
pour ddterminer les grandeurs que les comparaisons in  
diates, nous serions obliges de renoncer A la connaissanr 
la plupart de celles qui nous intbressent. 

On comprendra toute l’exactitude de cette observr 
gBnhrale, en se bornant A considbrer spdcialement le 
particulier qui prksente Bvidcmment le plus de fao 
celui dc la rnesure d’une ligne droite par unc autre I 
droite. Cette cornparaison qui, de tontes celles que  
pouvons imaginer, est sans contredit la plus simple, ne 
nkanmoins presque jamais 6tre effectuke immddiaten 
En rbflbchissant $1 l’ensemble des conditions nkcessaires 
qu’une ligne droite soit susceptible d’une mesure direoti 
voit que le plus souvent elles ne peuvent point &re rem 
L# la fois, relalivement aux lignes que nous dksirons cofin! 
La premiere et la plus grossiere de ces conditions, cell 
pouvoir parcourir la ligne d’un bout B l’aulre, pour pl 
successivement l’unite dam toute son Btendue, exclut 
demrnent d6j8 la trks ma,j:bure partie des dislances qui I 
interessent le plus ; d’abord loutes les distances entrc 
diffkrents corps celestes, ou de la terre i3 quelqu’a 
corps celeste, et ensuite m&me la plupart des distal 
terreslres, qui sont si frdquemment inaccessibles. 0 
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ie trouve accomplie, iJ faut encore 
trop grande, ni trop petite, ce qui 

,1,1 lll,lll~r ,,. ,,n.,.7Lanv? directe Bgalement impossible; 
le Rail convcnnblcmont situhe, etc. La plus legere circons- 

P, qui nhst  rnitcment nc parattrait devoir introduire 
ne nniivcllr? rlifficult0, suffira souvent, dans la realit&, 

livnc rliic nous poiiri 
Crnndc rnkiIit4, si eIIc 

a ,  .. 

nntiq interdire toulc mesure directe. hinsi, par exemple, 
rions mesurer exactement avec la 
3 Btait horizontale, il suffira de  la 

n irnpssihle. En u 
boilc prCscnle une 
qiinnd on veut y . .  
.,..-n.C ..A*.- ..A "" 

twjir rctlrccs(.c verticalement pour que la inesure en  
mnc n mot, la mesure immediate d'une 
' 1lr  : telle complication de difficult&, 
,111 apporter quelqne exactitude, que 
~ I I P  ~~l l l l l l l .  11c1115 I mcontrons d'autres lignes suscep 

I l l - l n c  ,l'*'.f ~n mwirbe directement avec precision, du moins 
l'iino ccrtaine grandeur, que des lignes pure- 
lles. crc!i.es cxpresskrnent par nous pour COM- 
terminntion directe, et auxquelles nous parvc- 
icr toiilm 10s antres. 
iens d'6tahlir relativement aux lignes se conpoit, 
'orle rnison. tles surfaces. des volumes. des vi- 

I ~ W ' S ,  iirq temps, tles forces, etc., et, en g6nBra1, de toutes 
Ire nttlres jirnndeurs susceptibles d'apprbciation exacte, e t  
qtii, pnr lciir nnture, prhsontrnt nt'xessairemen&beaucoup plus 
i i 'nhdnrlcs encore d uno mesure immediate. I1 est donc inu- 

et  nous devons regarder comme suffisam- 
merit ronslnlvc I imDossibilit6 de determiner. en les mesurant 
tilr (le s'y nrr(\tPr, . . , ... 

, cc fait RBI 
idmntique, 
i presquc tc .. . . 

dircrlcnicnt, la pl;part des grandeurs que nous desirons 
n8ral qui nhcessite la formation de 
comme nous allons le voir. Car, 
3us les cas, A la mesure immediate 

-nnilcurs. I esprit, humain a dQ chercher B les determi- 
riirrrtrmcnt, 1.1 c'est ninsi qu'il a BtB conduit B la crBa- 
rLi mitthi-inntiques. 
nft t ir l t lv  m'*ni.rnle au'on emploie constamnient, la seule 

1 

i i m c ~ n t  riii'on puisse 
rnn t lwrs  qiii ne coniporter 
. I ~ C  ii I r R  mttnclier h d'aul 
I . .  . I , 1 .  . 

concevoir, pour connaftre des 
I It point une mesure directe, con- 

:res qui soient susceptibles d'6tre 
~ ~ ~ ' ~ ~ r m l n l w  ImmcriiaLomenL, et d'aprbs lesquelles on parvient 

*rmii.rcs, au moyen des relations qui existent 
Irs nutres. Tel est I'objet precis de la science 
ivisaci:e dans son ensemble. Pour s'en faire 

. -  .................. 
h ilc'rnuvrir Ips pi 
w t r r  Ics unes et 
1x1 I t i  6 ti1 :i I iq  11 e cn 
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une idee suffisamment Btendue, il faut considerer que cet 
determination indirecte des grandeurs peut etre indirecte 
des degres fort diffferents. Dans un grand nombre de ca 
qui souvent sont les plus importants, les grandeurs, Q 
determination desquelles on rambne la recherche des gra 
deurs principales qu’on veut connaitre, ne peuvent poi 
elles-m&mes 6tre mesurkes immkdiatement, et doivent, F 
consequent, h leur tour, devenir le sujet d’une question se 
blnble, et ainsi de suite ; en sorte que, dans beaucoup d’oo 
sions, l’esprit humain est oblige d’btablir une longue su 
d’intermediaires entre le systkme des grandeurs inconnues ( 
sont l’objet dkfinitif de cesrecherches, et le systkme des gri 
deurs susceptibles de mesure directe, d’apr8s lesquelles 
determine finalenlent les premikres, et qui ne paraiss 
d’abord avoir avec celles-ci aucune liaison. 

Quelque exemples vont suffire pour Bclaircir ce que 
gen6ralites prkckdentes pourraient presenter de trop abstr 

Considtkons, en premier lieu, un phenomkne nature1 1 
simple qui puisse nbanmoins donner lieu & une quest 
mathematique de l le  et susceptible d’applications effective$ 
ph6nom&ne de la chute verticale des corps pesants. 

En observant ce phknomhe, I’esprit le plus &ranger: 
conceptions mathematiques reconnait sur-le-champ que 
deux quantites qu’il prbsente, savoir : la hauteur d’oh 
corps est tomb&, et le temps de sa chute, sont nkcessaireili 
likes l’une B l’autre, puisqu’elles varient ensemble, et res1 
fixes simultanement ; ou, suivant le langage des gkomkt 
qu’elles sont foncfion l’une de l’autre. Le phhorn&ne,.( 
sidere sous ce point de vue, donne donc lieu B une quesl 
mathkmaticjue, qui consiste h supplker & la mesure direct1 
I’une de ces deux grandeurs lorsqu’elle sera impossible, 
la mesure de l’autre. C’est ainsi, par exemple, yu’on pol 
determiner indirectement la profondeur d’un prkcipice, e 
hornant h mesurer le temps qu’un corps emploierait Q tog 
jusyu’au fond ; et, en proc6dant convenablement, cette] 
fondeur inaccessible sera connue avec tout autant del 
cision que si c’6tait une ligne horizontale placke dans 
circonstances les plus favorables & une mesure facilf 
exacte. Dans d’autres occasions, c’est la hauteur d’oi 
corps est tombe qui sera facile A connaftre, tandisqur 
temps de la chute ne pourrait point &tre observe directemf 
alors le meme phenomene donnera lieu si la question in1 ’1 
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Ir w n  
i'111 pity 
sn rot' 

i n r  I I rrs 
dr rcrl 
clriitlr I 

rn tlr- considhe1 
b gCnbralitd, en 
IIr clc toutcs les 

_. l . - . .  I 1 . .  

ifficilcs, dont la soli 
jusqii'ii pr6scnt to 
I Iiurnain. 
.A_.. ..- o,nrr..rl ,..,A" 

Ln s a  i i a u b c u A  , ,,urnme, par exemple, 
. -Lr l l l l t . .L . . -  quelle sera la duree de la chute ver- 

orps tombnnl  de la lune sur la terre. 
bmple prdcCdcnt, la question mathematique est 
t l n  moins qiinnd on n'a pas Bgard h la variation 
r In pcGanfenr, ni h la resistance du fluide que  le 
sc dnns  sn chute. Mais, pour agrandir la ques- 

* le meme phenombne dans sa  
supposant la chute oblique, e t  
circonstances principales. Alors, 

nil  I I C I I  t i  oiirir sirnpiernenr deux qualit6s variables lides entre 
Inr unr  relnlion facile h suivre, le phhnomkne en pr6- 
I iin plus grand nombre, l'espace parcouru, soit dans 
9 vcrticnl, soit dans le sens horizontal, le temps 
r.6 h Ir pnrcourir, la vitesse du corps chaque point de 
irw. c t  mCme I'intensit6 et la direction de son impul- 
rimilivc, q u i  pourront aussi &re envisagees comme 
IPS.  rt cnfin. clans certains cas, pour tenir compte 

I milieu et I'Cnergie de la graviti.,. 
ntitds seront likes entre elles de 

'orlc que chacune h son tour pourra &re determinee 
strmciit d'nprh  les autres, ce qui presentera autant 
'irrchcs mnlhdmaliques distinctes, qu'ily aura de gran- 
ro-csiqlnnlrs dans le phknomkne consider&. Ce chan- 
t In's simple clans les conditions physiques d'un pro- 
poiirrn fnirc, com~ne il arrive en effet pour l'exemple 
lu 'unr  rccherche mathkmatique, primitivement fort 
ilnirr, se plnce tout h coup au rang des questions les 

ition complkte e t  rigoureuse sur- 
lutes les plus grandes forces de 

> I  , 

I u l l ~  1111 nrLullU cAG;lnple dans les phenom6nes $&om&- 
i. c,)u'il s'ngisse tle determiner une distance qui n'est 

I C  mcsure directe ; on la concevra g6n8ra- 
isant partie d'une figure, ou d'un systbme 
;ncs, clioisi de telle manikre que tous ses 
missent etre observes immhdiatemenl ; par 
cas le plw simple et auquel tous les autres 

r ri*cluirc finalement, on considkrera la  distance 
comme appartenant h un triangle, dans lequel on 
Ibterminer directement, soit un autre cat& et  deux 
I! clcus c6ti.s e t  u n  seul anglc. Dhs lors, la connais- 

.. 
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sance de la distance cherchke, au lieu d’Btre obtenue imm6 
dialement, sera le rBsultat cl’un travail mathematique q u  
consistera d la deduire des Blkrnents observes, d’apres 1, 
relation qui la lie avec eux. Ce travail pourra devenir sue 
cessiveinent de plus en plus compliquk, si lev. Bkments sup 
poses connus ne pouvaient, A leur tour, comine il arrive1 
plus souvent, 6tre determinks que d’une manikre indirecte, 
I’aide de nouveaux systkmes auxiliaires, dont le nombrt 
dans les grandes op6rations de ce genre, finit par devenr 
quelquefois trks considthable. La distance une fois deter 
minke, cette seule connaissance sufiira frkquemment poi 
faire obtenir de nouvelles quantitks, qui offriront le sujet d 
nouvelles questions mathkmatiques. Rinsi, quand on sait 
quelle distance est situ6 un objet, la simple observatior 
toujours possible, de son diambtre apparent, doit kviden 
nient permettre de dkterminer indirectement, quelqu’inac 
cessible qu’il puissc &re, ses dimensions rbelles, et, par ur 
suite de recherches analogues, sa surface, son volume, so 
poids mBme, et une foule d’autres propriBt6s, dont la COI 
naissance semblait devoir nous Btre nhcessairement interditi 

C’est par de tels trayanx que l’homme a pu parvenir ti COI 
naitre, non seulement les distances-des astres 9 la terre, 
par suite, entre eux, mais leur grandeur effective, leur v8r 
table figure, jusqu’aux inkgalitks de leur surface, et, ce qi 
semble se  dkrober bicn plus encore h BOS moyens d’invest 
gation, leurs masses respectives, leurs densites moyennes, It 
circonstances principles de la chute des corps pesants A I  
surface de chacun d’eux, etc..Par la puissance des thdorir 
mathkmatiques, lous ces divers rdsultats, et bien d’autrt 
encore relatifs aux differentes classes de phhomknes nab 
rels, n’ont exige dhfinitivement d’autres mesures immediate 
que celles d’un tres pelit nombre de lignes droites, convent 
blement choisies, et d’un plus grand nombre d’angles. 0 
petit meme dire, en toute rigueur, pour indiquer d’un sei 
trait la portbe gen6rale de la science, que si l’on ne craignar 
pas avec raison de multiplier sans nbcessitt! les opEration 
mathkmatiques, et si, par consequent, on ne devait pas le 
reserver seulement pour la dktermination des quanti& qu 
ne pourraient nullement &re mesurkes directement, ou d’us 
manikre assez exacte, la connaissance de toutes les grandeul: 
susceptibles d’estimation precise que les divers ordres di 
phenomknes peuvent n o m  offrir seraj t, finalement r6diicti’” 



trnmbrv tl'nnglrs cnnvcnnblc. 
Sotis wniinw tlonc parvenus maintenant A dbfinir avec 

rttnrl rtutlr I n  scirncr mnthhalique,  en lui assignant pour 
i t i r t ,  1;r r t i ~ w r c ~  indircdc. (10.; grandeurs, e t  disant qu'on s'y 
propow ronslnnimrnt dc dklerrniner les grandeurs Zes unes 
t ~ r  Irs rrrrtrrs.  rl'nprt's les rdnlions prkcises qui ex is fen f  enfre 

, nu liru de donner seulement l'idbe d'un 
it jusqu'ici toutes les definitions ordinaires, 
lintrmcnt une vkritable science, et la montre 

~ u r - l w - l i n m l ~  coniposbc tl'un immense enchalnement d'op6- 
rations ~nlrlleclucllcs, qui pourront 6videmment devenir trks 
c o n i p l ~ q u ~ ' ~ r ~ ,  h rnifion tlc la suite d'intermbdiaires qu'il 
f i i i r i lm l-ta1Jlir rntrc ~ e s  quantitbs inconnues et celles qui 

rnrwre directe, du nombre des variables 
IS In question proposbe, et de la nature des 
miront enlre toutes ces diverses grandeurs 
c.onsi(1Cri.s. D'aprBs une telle definition, 

I wpri i  mniirc~mnliqnc consiste Q regarder toujours comme 
I I C ~ S  rn!rc* cllc~; foirlrs IPS quantitbs que peut presenter un 
trlt~rrnrnPrrc (iiirlcon(iiie. dans la vue de les deduire les unes 

1 
1 
I 

1 

' 
1 7  

i I  n'y n pas 
'r liou Q rles 1 

IC nnlurellen .. . . 

Cvidemment de ph6nomkne qui 
considbrations de ce genre ; d'~S1 
lent indbfinie et m&me la rigou- 

rrww irnivrrwiit(! logique cle la science mathbmatique : nous 
rlisrrlirrons p l u ~  loin h circonscrirc aussi exacteinent que 
p r w t d t *  son cxlcnsion eflective. 

I.v+ c*ui)llc.nlioris ordc6tlcnles htablissent clairement la jus- 
I i l i  pour dbsigner la science que nous 
cni nation, qui a pris aujourdhui une 
nri gnifie simplement par elle-meme la 
~ t - t . ~ . .  , . ,. -. .,. ,..,. "..., lcllc dhsignation, rigoureusement 
rx(:irLp pow I P S  c;rrcs, qiii n'nvaient pas d'autre science reelle, 
ri :I pii +trr rnnwrv(.r pnr les motlernes que pour indiquer les 
i i i i i~~i~~nia~t r~ i i r~  cnnirnv In science par excellence. Et, en effet, 
1:1 1 qons cl'etre conduits. si on en 
61.: ir6cision des dkterminations, 
11.16 on de toute veritable science 
iiirc-Ii-nnqiw, cnr chncnne n'a-t-ellc pas necessairement pour 
t l i t t  ilr cll'.Irrminrr tlcs phhombnes les uns par les autres, 
~ I ' n l w L s  Irs relations qui existent entre eux? Toute science 
w n q i G t i *  tlnnq In coortlinntion des faits ; si les diverses obser- 



72 PWILOSOPIiIE POSITIVE 

vations Btaieiit entihrement isolees, il n’y aurait pas de scien 
On peut m6me dire gknkralement que la science est essent 
lement destinke B dispenser, autant que le comportent 
divers phenomenes, de toute observation directe, en pern 
tant de deduire du plus petit nombre possible de donn 
immediatcs, le plus grand nomhre possible de result 
”est-ce point lh, en effet, l’usage reel, soit dans la spkcl 
tion, soit dans I’actioii, des iois que nous parvenons B d6( 
vrir entre les phknombnes naturels ? La science math61 
tiyue ne fait, d’aprhs cela, que pousser au plus haut dc 
possible, tant sous le rapport de la yuantitk que sous c 
de la qualile, su r  les sujets veritablement de son ressorl 
m6me genre de recherches que poursuit, des degrhs 1 
ou moins inferieurs, chaque science reelle, dans sa spl 
respective. 

C’est donc par 1’6tude des mathematiques, et sculen 
par elle, que l’on peut se faire une idee juste et approfor 
de ce que c’est qu’une science. C’est 19 uniquement 41 
doit chercher B coiinaitre avec precision la methode &ne 
que I’esprit humain eniploie constamment dans toutes 
recherches positiyes, parce que nulle part ailleurs les q1 
tions ne sont rksolues d’une manibre aussi complete, et 
dkductions prolongdes aussi loin avec une sevhrite rig 
reuse. C’est 18 kgalement que notre entendement a donnB 
plus grandes preuves de sa force, parce que les idees qu’ 
considere sont du plus haut’degre d’abstraction possibled 
l’ordre positif. Toute education scientifique qui ne conirne 
point par une telle etude peche donc necessairement pa 
base. 

Nous avons jusqu’ici envisage la science mathemati1 
seulement dans son ensemble total, sans avoir aucun Bg 
B ses divisions. Nous devons maintenant, pour complr 
bette vue g6ndrale et nous former une juste idee du carad 
philosophique de la science, considdrer sa division foll 
mentale. Les divisions secondaires seront examides dans 
lec,ons suivantes. 

Cette division principale ne saurait gtre vraiment rati 
nelle et deriver de la nature meme du sujet, qu’autant qu’c 
se presentera spontankment, en faisant l’analyse exacted’( 
question mathkmatique complete. Ainsi, apres avoir dit 
mine ci-dessus que1 est l’objet gendral des travaux mathh 
tiques, caractdrisons maintenant avec precision les r l l T i  
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nrdrps principnux de recnercnes uont 11s se composent 
cnnslnin ment . 

Ian wlitlion complbte dc toute question math6matique se 
d C C  deux parties, d'une nature 

I n  relation estinvariablement 
dl:tc ns vu que toute recherche 
mat I I1~l l l . l l l l l l l~  l r t J t I l  vlJJ'-L ub &terminer des grandeurs in- 
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tilrw, consistnit simplen 
nlbrcs inronnus.  lorsqu'oi 
I . .  * 

lnrilr rlc In 50 

t l r  In wirnrc 
srirnres, In 
#.n",.r:,l n 

in.ilysc peut Btre 01 ... 
\ " I , .  , I  I C  

( :pftr  I xerv6e dans toute question ina- 
~hl'~tnnIiqrir compete, quelque simple ou quelque compli- 
(1rii.r ili~'rllc soil. II  suffira, pour la faire bien comprendre, 
d'cn iiitliqiicr tin sciil exemple. 

Iirprrnnnt IC phdnomhne dbjh citt5 de la chute verticale 
tl'iin corps pesnnt, et considerant le cas le plus simple, on 

1tIc pour pwvenir A determiner l'une par l'autre la hau- 
tl'oii Ir corps cst tomb6 et la durde de sa chute, il faut 
itwirrr pnr cICcoiivrir la relation exacte de ces deux 

:age des geombtres, l'kquafion 
que cette premiere recherche 
our determiner numhiquement 

cl-cI l lcux grandeurs par celle de l'autre 
5 ,  car elle n'aurait aucune base. 
ement qu'elles dkpendent l'une 

(le I nuirr, r v  que tout le monde apercoit sur-le-champ, mais 
"terminer en qrioi consiste cette dependance; ce 

lrc! fort difficile, et constitue en effet dans le cas 
mtie  incomparablement sup6rieure du problkme. 
lo esprit scientifique est si moderne e t  encore tel- 

11111- 

I ,  . 
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lement rare, que personne peut-8tre avant Galilee n’t 
seulement remarque l‘accroissement de vitesse qu’bpri 
un corps dans sa chute, ce qui exclut l’hypothhse, ver 
quelle notre intelligence, toujours portke involontairer 
A supposer dans chaque phknomhne les forictions les 
simples, sans aucun autre motif que sa plus grande fae 
A les concevoir, serait naturellement entrainhe : la hau 
proportionnelle au temps. En un mot, ce premier tn 
aboutit A la ddcouverte de la loi de Galilee. Quand i 

partie concrbte est terminde, la recherche devient d’une t 
autre nature. Sachant que les espaces parcourus par le c 
dans chaque seconde successive de sa chute croir 
comme la suite des nombres impairs, c’est alors une que! 
purement numkrique et abstraite que d’en dkduire o 
hauteur d’aprhs le temps, ou le temps par la hauteur, ct 
consistera & trouver que, d’apres la loi htablie, l a  pren 
de ces deux quantiths est un multiple connu de la seci 
puissance de l’autre, d’oix l’on devra finalement conclui 
valeur de l’une quancl celle de I’autre sera donnee. 

Dans cet exemple, la question concrkte est plus difl 
que la question abstraite. Ce serait l’inverse, si I’on coni 
rait le m&me phdnomkne dans sa plus grande gkneralitt! 
que j e  l’ai envisage plus haut pour un autre motif. Sui 
les cas, ce sera tant8t la premikre, tant6t la seconde dc 
deux parties qui constituera la principale difficult6 di 
question totale ; la loi mathkmatique du phenomkne pou 
etre trhs simple, mais difficile A obtenir, et, dans d’au 
occasions, facile Zi decouvrir, mais fort compliquke : en 9 
que les deux grandes sections de la science mathdmatii 
quand on les compare en masse, doivent &re regarc 
comme exactement dquivalentes en Btendue et en difficu 
aussi bien qu’en importance, ainsi que nous le constater 
plus tard en considkrant chacune d’elles shparkment. 

Ces deux parties, essentiellement distinctes, d’aprks 1 
plication prhcedente, par I’ohjet que l’esyrit s’y propose, n 
sont pas moins par la nature des recherches dont elles 
composent. 

La premiere doit porter le nom de concl3fe, car elleddpt 
6videmment du genre des phdnomknes consider&, et d 
varier necessairement lorsqu’on envisagera de nouvea 
phdnomhnes ; tandis que la seconde est complbtement inr 
pendante de la nature des objets examines, et p r l r  
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lncnt stir Ics relnt inns nainhriqucs qu'ils present1 
Qoit 1.1 fnirc apprlcr a h s / m i / c .  LCS memes relation3 tJGUVG 

pisttar t h n s  iin qrnnd nombrc tlc phknombnes diffdrents, qi 
mnlgrt'. Iwr r\.trl\mr divcrsitb, seront envisages par le g6o- 
&*!ti- rnmme offmiit i i n r  qurstion analytique, susceptibl 

I'fi lutIinnl iwti.nirnt, tl'otre rksolue line fois pour toute 
Ainsi. pnr cycinplc. In niPme loi qui rbgflt: ~ I I L I W  l'espace ei 

le t m p ,  c l l iRni I  on cunminr! la chute verticale d'un corps 
dnnq I # *  v i t l i ~ ,  rrlrniivc pour d'autrec nenes q 
n'omrrn! nticiinr nnn ln r i e  nvcc lo premie] e eux: c, 
cl11. mprimr n i i w i  la rrlntion cntre l'aire d'un corps spnerique 
et In lonrurnr tlr son clinmdtre ; e lk  dktermine Bgalement 
ddrrw~wintvit cln I'intcnsilh de la lumibre ou de la chaleur 
rniilui dr 1:i tlrslnnrr tlr.; olijets 6clairhs ou BchauffBs, etL. 
Ln pnrtir ntwlrnitr; commune h cesdiversc ms math 
rnallqtirq. n y n n t  ctP trnitCc h I'occnsion 
ell-, tmtvrra l'otrr par coln meme, pou 
IarvJi~ qiir In pnrlin concrc'lr clevrn ndcessairemenr ewe reprise 
ptrr  f-tiwtinr .iq)nrrPmcnt. snns  que In solution de quelque 
wir4 pii'srn! foiirnir, wits cc rapport, aL 3urs dire 
p n r  c*rllr d f b q  w i v n n t r s .  11 eat impossible d'ktabhr de v6rL- 
t d ~ l w  nii.ttiorlrs yidrnles qui, par une 1 

et inlntiiitblr, nwirrnt, dnns  lous les cas 
rclnliorw r.tistnnlcs entrc Ics quantitks, I 
p! iwwiwiw qti~~lvonqiirs : cc sujet ne C O I I I ~ U ~ L ~  ii6cessaire- 
nirii1 t p  tlrs rni.thntlc.; spbciales pour telle ou telle classe dc 
phhornc'wrs fihiiibtriqurs, ou m6caniqa iermolog 
qnoq, c t r .  (Jn prill, nu conlrairc, de quelque source que pro- 
vicnnrnt Ips qtinnli1E.s considkrkes, Etablir bodes un 
formr. p u r  It-.; tli.tluirc Irs unes des autres, en supposa 
cnnniirc. Iwtr rrlnlinns cxactcs. La partie abstraite des math 
mntiqtics rcl tioric tlr sn nnturc gbn6rale ; la partie concrete, 
a p t -  in I r . 
vtir ,  on prill dirr qiir In mntlii~matique concrete a un carac- 
i t w  1 1  t i  I iclwpti iqtir wsrn tic1 lrment experimental, 
ptiPnonihn1; Inndis  fliic cclui dr! la mathhmatiquc 
wt ptrrrmr*n! Io~iquc, rntionnel. Ce n'est pas ici 
t l twi t r r  i~xnr Icn i~ i11  les prochdhs qu'ernploie l'esprit humalll 
p i r  cliv-ouvrir Irs Iois mathCmatiques des phknorn8 
finit tpr I ohscwalion prhcise suggbre elle-meme la 101, so1 
rnriiriic i I  nrriw plus souvent, qi~'clle nc fasse que confirmer 

uverte a 
Lent Q d 

l'n Id - rn tnn I  ccttc cornpnrnison sous u iu paint ( 
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la loi construite par le raisonnement d’aprks les faits le 
communs; toujours est-il cerlain que cette loi n’est env 
comme reelle qu’autant qu’elle se montre d’accord av 
rhsultats de l’exphrience directe. Ainsi, la partie concr 
toute question rnathematique est ndcessairement fond 
la consid6ration du monde extbrieur, et ne saurait j, 
quelle qu’y puisse 6tre la part du raisonnement, se rd! 
par une simple suite de combinaisons intellectuellr 
partie abstraite, au contaire ,  yuand elle a 6th d’aborr 
exactement separde, ne peut consister que dans une s( 
ddductions rationnelles plus ou moins prolongees. Car, 
a une fois trouv6 les 6quations d’un phenomime, la dB 
n a t b n  des unes par les autres des quantites qu’on y 
dkre, quelques difficult& d’ailleurs qu’elle puisse sf 
ofyrir, est uniquement du ressort du raisonnement. 
I’intelligence qu’il appartient de dkduire de ces Bquatio 
rBsultats qui y sont evidemment compris, quoique 
manikre peutdtre  fort implicite, sans qu’il y ait lieu 
sulter de nouveau le monde exterieur, dont la consider 
devenue dks lors etrangkre, doit meme 6tre soigneus1 
6cartBe pour reduire le travail 5 sa veritable difficultdp 

On voit, par cette comparaison gdnerale, dont je do 
borner ici A indiquer les traits principaux, combien est 
relle et profonde la division fondamentale 6tablie ci-d 
dans la science mathdmatique. 

Pour terminer I’exposition g6nBrale de cette division, 
nous reste plus qu’A circonscrire, aussi exactement que 
puissions le faire dans ce premier a p e q u ,  chacune des 
grandes sections de la science mathkmatique. 

La nzafh&mafique concrPfe, ayant pour objet de deea 
les e‘quations des phknomknes, semblerait, d priori, devl 
composer d’autant de sciences distinctes qu’il y a de 
gories rkellement differentes pour Gous parmi les phenol 
naturels. Mais ii s’en faut de beaucoup qu’on soit 61 
parvenu 5 decouvrir des lois mathematiyues dans toll 
ordres de phhomknes ;  nous verrons m&me tout A l’h 
que, sous ce rapport, la majeure partie se derobera trbsi 
semblablernent toujours 4 nos efforts. En realitt5, d a d  
present de l’esprit humain, il n’y a directement que1 
grandes categories generales de phenomknes dont on 
naisse constamment les equations; ce sont d’abord lesp 
mknes geombtriques, et cnsui te les phenornbnes mbw’ I 
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i i n i ,  In pnrtic concrhte rlcs mathen . .  . .  , . 

lirri it ronsiclhrr r11 
iliqunnt ici, n p r h  1 
-11 ion p h i I os0 p l r  iqc 

c (*tahlir qiic, 
m t c  que des p 
dynnmique, q 
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iatiques se compose donc 
pae I R  pnincsLric cl  (ir 
I !  Cola stiffit, i l  est vrni, pour lui  donner un caractere com- 
, p l r l  ind on considere l'ensemble 

drc 1 e le plus BlevC de la philoso- 
ptrir ites les parties de l'univers 
E!nirlrr , . .,.....,,. les, il n'y aurait Bvidemment 
A olvirrvrr qiir drs  plrhomknes gComCtriques, puisque tout 
w rt'duirnit tlcs relations de forme, de grandeur et de situa- 
trnri ; n y n t  rnsuitc t'prd uiix mouvements qui s'y exkcutent, 
i l y n l  e plus des phknomhes mecaniques. 
En nppI 'nvoir suffisamment gBndraliske, une 
roncrl IC, due A 31. de Blainville, et d6jA 
cili.c pniir uir ntiirc usage dans la premiere l q o n  (page IS) 
on 1wil don vu sous le rapport statique, l'uni- 
veri n r  prlis hknomhes geomktriques ; et,. sous 
Ic rapport ue des phknombnes mecaniques. 
hinsi In FCoiiii.tric ct la d e a n i q u e  constituent, par elles- 
iii+tiir*, I t * <  tlcus sciences naturelles fondamentales, en ce 
ww, qiic [nus Irs cffcts naturels peuvent &re conGus comme 
clr wniolrs r h i l l n t s  nbcessaires, 011 des lois de l'ktendue, ou 
(lrs I 

mccnnique rationnelle. 

I . .. - - - - 
niq i l i i  nioiivrment. 
lis, qiioiquc cette con 
it~lr, In tliflicult6 est d . . .  . 

. .  
qiiwtinn dr! KbomBlrie 

n i t  rolionnellcinent la 
intion, qui csige prColal 

I ,  I 1 1 

>I! cep tion soi t tou jours logiquement 
p f s  le la spkcialiser avec la precision 
nCcrssnirc, cL tic in suirre exactement dans chacun des cas 
p'd-raiis quc nous oiTre 1'Ctude de la nature, c'est-A-dire de 
rkhiirr dTrrlivcmcnt chnque question principale de philo- 
~iqhir nnturcllc. Dour tcl ordre de phdnomhes d6termin6, 
Q In ou de mkcanique, A laquelle on 
p o u r  supposer ramenke. Cette-trans- 
forni blement de grands progrks dans 
I'&Iiirir tic riinqiir cinsse cie phenomhes, n'a et6 rkellement 
rxi*i-iiIh juyi ' ici  que pour les phCnomknes astronomiques, 
rt pcmr unc Iwrtic ccux que considbrc la physique terrestre 
pnrpr~*mrrit ( i l k .  Ccqt  ainsi que l'astronomie, l'acoustique, 
I'llpI't finalcment des applications de 
In de certains ordres d'observa- 
lion1 s n'dlant point, par leur nature, 

irliic, r t c . ,  sont clcvcnues 
c i r i i r ~  mnthPmntiqrie !I 
P ( I  . Ynis, ccs application 

1 Jr dois fnirc ici, par anticipation, une mention sommaire de la 
Itirrmnlnpir, h Inqurlle je consacrerai plus tard une lecon spkciale. 
1-1 1I ihr lr  inntliimialirltw des phbnornbnes dc la chaleur a pris, par 
I.- m ~ . i i ~ n r a I ~ l ~ * q  tr.rt : t i n  clc =on illustic fondateur, un tel caractere, 
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rigoureusement circonscrites, ce serait assigner A la f 
un domaine indbfini et entibrement vague, q u e  de le 
fondre avec elle, comme on le fait  dans la division ord 
si vicieuse A tant d’autres Bgards, des mathematiques el 
et appliqukes. Nous persisterons donc B regarder la 
matique concrete comme uniquement composee de 1 
metrie et de la mecanique. 

Quant h la rnatheinafique absfraiie, dont j’examini 
division gdndrale dans la 1eQon suivante, sa nature est 
ment et exactemcnt determinee. Elle se compose de ce 
appelle le caEcu1, en prenant ce mot dans sa plus 
extension, qui embrasse depuis les op15rations nurnd 
les plus simples jusqu’aux plus sublimes combinaisi 
l’analyse transcendante. Le calcul a pour objet pro 
resoudre toutes les questions de nombres. Son pc 
depart est, constamment et ndcessaircment, la connai 
de relations prdcises, c’est-&-dire d’e‘quations, enti 
diverses grandeurs que l’on considere simultandment, 
est, au contraire, le terme de la mathematique cor 
Quelque compliqubes ou quelque indirectes que puissei 
d’aijleurs ces relations, le but final de la science du calr 
d’en dkduire toujours les valeurs des quantites inconnu 
celles des quantitds connues. Cctte science, bien que 
perfectionnee qu’aucun autre, est, sans doute, reellemel 
avancee encore, en sorte que ce but est rarement atteint 

qu’on peut aujourd’hui la concevoir, aprbs la gkomktrie et la 
nique, comme une veritable troisikme section distincte de la I 
matique concrkte, puisqne M. Fourier a Btabli, d’une manibre 
rement directe, les 6quations thermologiques, au lieu de fie 
senter hypoth6licpenient les questions comme des application1 
mkcaniyue, ainsi qu’on a tent4 de le  faire pour les phhol 
klectriques, par exemple. Cette grande dkcouverte, qui, comme I 
celles qui s e  rapportent B la mkthode, n’est pas encore convel 
ment apprkcike, mkrite singulikrement notre attention; car, 
son importance immkdiale pour l’ktude vraiment rationnellp e l  
tive d’un ordre de phenombnes aussi  universe1 e t  aussi fondam 
elle tend B relever nos espkrances philosophiques, quant tt I’exle 
future des applications lkgitimes de l’analyse mathkmatique, 
que je l’expliquerai dans le secorld volume de ce cours, en exrnl 
le caraclbre gBnkral de cette nouvelle skrie de traraux. Je n’al 
pas hksitB d8s B prksenl traiter la thermologie, ainsi congue,c( 
une troisikme branche principale d e  la mathematique concrbh 
n’avais craint de  diminuer l’utilitk de  cet ouvrage en m’bcnr*ffltl’ 
des habitudes ordinaires. 
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manibre complktement satisfaisante. Mais tel n'en est pas 
moins son vrai caractbre. Pour concevoir nettement la v8ri- 

f table nature d'une science, il faut, toujours la supposer par- [ fnite. 
Afin de rEsumer le plus philosophiqucmcnt possible les 

consitl6rations ci-dessus exposFes sur la division fondamcn- I 

1 tale tleq mathkmatiqucs, il importe de remarquer qu'elle n'est 
qu'uno application du principe giinkral de classification qui 
nous a permis d'btablir, clans la leCon prPcFdente, la hiBrar- 
chie rationnellc des diffbrentes sciences positives. 

Si I'on compare, en effet, d'une part le calcul, e t  d'une 
autre part la gciom6trie ct la mkcanique, on vkrifie, relative- 
mont niix id6es considbrkes dans chactrne de ces deux sections 
principolcs (le la mathdmatique, tous les caracthres essentiels 
(it! notre mClhode encyclopkdique. Lcs idees analyliques sonl 
bvidnmmcnt k In fois plus abstraites, plus ghnkrales et plus 
sirtiplos que 103 i d h  gbomt5triques ou mhcaniques. Bien que 
Ire ronrcplions principnles de l'analyss mathhmatique, envi- 
snqi'w hicloriqucmcnt, FC soient formees sous l'influence des 
omwiErnt ions (lo g4omCtrie 011 de mkcanique, au  perfcclion- 
nr*nirnt tlasqi~cllcs lex progrh du cnlcul sont dtroiteincnt lib, 
I'nnnlyse n'cw cstpnsmoins, sous kpoint devue logique, essen- 
"-"- i i i~nt  indbpcndnntc de la gBomBtrie CL dc la mrkanique, 

is que calles-ci sont, au contraire, nhcessairement fondkes 
[I prcmibrc. 
nnnlysic mnthCmatique est donc, d'nprks les principes que 
b awns conshinment suivis juqu'ici, la vhrilable base 
Innello t l u  syslbmc entier dc nos connaissances positives. 
ronslitrro In prornibrc et la plus porfaite de toutes les 
icrci fondnmcnlnles. Les idBes dont clle s'occupe sont les 
iiniverwllcs, le? plus ubstmitcs ct les plus simples que 

I priiqsions r6rlleincnt concevoir. On nc saurait tenler 
.. ..,.er plus loin, SOIM ces trois rapports 6quivalcnts, sans 

n t  dnns lcs r0veries m6tnphysiques. Car, 
bctif poiirraiil-il restcr dans l'esprit pour 
r ai1 misonnemcnl., si on voulait suppri- 
circondnnce tlanv Ics notions dcs quan- 
constantcs oil vnriablcs, tclles que les 
hicnt nnjourd'liui, nfin d o  s'iilever A u n  
ricur d'abslrnclion, cornine le croient les 

rc dc I'nnnlyw mn:hdmaliquc permet de 
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s’expliquer aisdment pourquoi, lorsqu’elle est convenablei 
employBe, elle nous offre un si puissant moyen, non seulel 
pour donner plus de precision B nos connaissances reelk 
qui est Bvident de soi-meme, niais surtout pour 6tablii 
coordination infiniment plus parfaite dans 1’6tude des pl 
mknes qui comportent cette complication. Car, les COI 

tions ayant htB g6nBralisees etsimplifikes le plus possible 
point qu’une seule question analytique, rBsolue abstraitei 
renferme la solution implicite d’une foule de questions 
siques diverses, il doit nhcessairement en r6suller pourl’l 
humain une plus grande facilite h apercevoir des reli 
entre des ph6nomknes qui semblaient d’abord entikn 
isolBs les uns des autres, e t  desquels on est ainsi parv 
tirer, pour le considhrer A part, tout ce qu’ils ont decor 
C’est ainsi qu’en examinant la marche de notre intelli 
dans la solution des questions importantes de g6omBI 
de mbcanique, nous voyons surgir naturellement, par 1 
mediaire de I’analyse, les rapprochements les plus frCq 
et les plus inatiendus entre des probl&nies qui n’offraiei 
mitivement aucune liaison apparente, et que nous fini 
souvent, par envisager comme identiques. Pourrions-nou 
exemple, sans le secours de l’analyse, apercevoir la mc 
analogie entre la determination de la direction d’une CI 

A chacun de ses points, et celle de la vitesse acquisep 
corps B chaque instant de son mouvement vari6, que’ 
qui, quelque diverses qu’elles soient, n’en font qu’unc 
yeux du geombtre ? 

La haute perfection relative de l’analyse mathema1 
coinparkc i3 toutes Ies autres branches de nos connaiss 
positives, se conCoit avec la m6me facilit6, quand on a 
saisi son vrai caracthre gBn6ral. Cette perfection ne tien 
comme l’ont cru les mbtaphysiciens, et surtout Cond 
d’aprbs un examen superficiel, A la nature des signes 6mi 
ment concis et g6ndraux qu’on emploie comme instrur 
de raisonnement. Dans cette importante occasion sp8 
comme dans toutes les autres, I’influence des signes 
consid6rahlernent exaghrCe, bien cp’elle soit sans doufc 
rBelle, ainsi que I’avaient reconnu, avant Condillac, et 1 

manibre bien plus esacte, la plupart des gkornetres 
rBalil6, toutes Ies gralides conceptions analytiques ont 611 
m6es sans que les signes algebriques fussent d’aucunsec 
essentiel, autrement que pour les exploiter aprks que lap 
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mnine. 
T d ,  i I  cst indispens 
iirc iinr juslc: id6e d . .  

ivs avaic omenues. La perfection superieure de la science du 
calcul tient principalement & I'extreme simplicit6 des idees 
qu'elle considbre, par quelques signes qu'elles soient expri- 
m6rs: en sorte qu'il n'y a pas le moindre espoir, A I'aide 
d'aiicun artifice cluelconque du langage scientifique, meme 
en le supposant possible, de perfectionner au mi3me de@ 
drs thPories qui, portant sur des notions plus complexes, sont 
nCcessnirement condamnees, par leur nature, A une inf8rio- 
ritC logiquc plus ou inoins grande suivant la classe corres- 
pondniilc de phhombnes. 

Lcsamen que nous avons tent6 de faire, dans cette leson, 
d u  cnrnclbre philosophique de la science mathAmatique, 
rrst~rnit incomplet, si, aprbs l'avoir envisagee dans son objet 
rt tlnns sa composition, nous n'indiquions pas quelyues con- 
ritlt'mtions p;i.nirdes directement relatives & 1'8tendue r6elle 
clr son tloi 
.I rrl rl iable de reconnaftre avant tout, 

p""" CP r:1 e la vdritable nature des mathe- 
iiintiqiirc, tpr,  w i s  I P  point de vue purement logique, cette 
wiri iw rqt, p:ir rllr-mbmc, nbcessairement et rigoureusement 
i i i i i v r r ~ r l l ~ .  (;nr i l  n'y a pas de question quelconque qui ne  
piiiwc linnlcmcnt Nrc. cnncue comme consistant A determiner 
(IC* ,autres d'aprbs certaines relations, 
rt. reductible, en dernihre analyse, A 
tin mbres. On le comprendra si I'on 
rrinnrclrw cftcctivrrncnt quc, dans toutes nos recherches, h 
ciiirlqiir m l w  tln phdnombnes qu'elles se rapportent, nous 
nion. clitiniliwmenl en vue d'arriver A des nombres, A des 
closrs. (hioiqur nous n'y pnrvenions le plus souvent que d'une 
innnick- f :s des methodes trks incer- 
Imnra, I 1  I ent que tel est le terme reel 
rlr toits nl ues. Ainsi, pour prendre un 
rxrrnplr I~~~~~~ In I llL IJLltzl,vmbnes la moins accessible A 
I * r * p t  mnl lrc 'mnt iq i i r ,  las phdnomhnes des corps vivants, 
r*nn*irIW=.: int1mr, poiir plus dc complication, clans le cas 
p t h l w i q i w ,  n'wl- i l  PAS mnnileste que toutes les questions 
t h  t!I i  .e envisagees comme consistant 

tous I C s  divers modificateurs de 
sur lui Dour le ramener A I'etat 

res, les 
S, pour 
5 doute, 

fi 

L 

r l t nn t ,  siiivnnt l'usnge des geombt 
nisntiors 011 inerne contradictoire; 
WC. qunntitPr? dnns certains cas? Sam 
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une telle manibre de sc reprhsenter la question ne peut 
en effet rCellement suivie, comme nous allons le voir, 1 
les phdnombnes les plus complexes, parce qu’elle nous 
sente dans I’application des difficult& insurmontables ; I 
quand il s’agit de concevoir abstraitement toute la porte 
tellecluelle d’une science, il jmporte de lui supposer l’ei 
sion totale dont elle est logiquement susceptible. 

On objecterait vainement contre une ielle conceptio 
division gkn6rale des idees humaines selon les deux categi 
de Kant, de la quantit6, et de la qualit6, dont la pren 
seule constituerait le domaine exclusif de la science m: 
matique. Le dheloppement meme de cette science a mc 
positivenient depuis longtemps le peu de realite de cette st 
iicielle distinction mktaphysique. Car la conception fo 
mentale de Descartes sur  la relation du concret a l’abz 
en mathkmatiques a prouvk quc toutes les id6es de qu 
6taient reductibles a des idees de quantitb. Cette concep 
Btablie d’abord par son immortel auteur, pourles phknom 
g6ometriques seulement, a 6t6 ensuite effectivement &e 
par ses successeurs aux phknom8nes mkcaniques; et 
vient de 1’8tre de nos jours aux phknoinhes Chermologiq 
En resultat de cette gkneralisation graduelle, il n’y 
maintenant de g6ombtres qui ne la considerent, dans un 
purement tli6orique, comme pouvant s’appliquer Q touter 
idees rkelles qnelconques, en sorte que tout phenornbne 
logiquemeni susceptible d’8tre represent6 par une d p a  
aussi bien qu’une courbe ou un mouvement, sauf la diffii 
de la trouver, et celle de la re‘soudre, qui peuvent &re et 
souvent sup6rieures aux plus grandes forces de I’e 
humain. 

Mais si, pour se former une idee convenable de la sci 
math&matique, il iniporte dc la concevoir comme &ant n! 
sairement dou6e par sa nature d’une rigoureuse univeri 
logique, il n’est pas moins indispensable de considerer n: 
tenant les grandes limitations reelles qui, vu la faibless 
notre intelligence, rdtrkcissent singulierement son don) 
effectif, a mesure que les phknomenes se conipliquent e 
specialisant. 

Toute question peut sans doute, ainsi que noys venon 
le voir, &re conGue comme rhductible ii une pure questio! 
nombres. Mais la difficult6 de la traiter reellement SOU! 
point de vue, c’est-A-dire d’effecluer une telle transfornil’ 
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r.1 cl'nrifnnt p111~ g m d c ,  (Inns IPS diverses parties essentielles 
ti,. In p i i l i c m p l l i t .  naiiirrilr, 7uc l'on considere des pheno- 
~ r , : w u  ~ l l i i s  ( v l i i i p l i q i i t ' y  vn sorlc que, sauf pour les phen 
nwiir.: I I - .  p i i i *  sirnplrs vt  1cs plus gknhaux, elle devient 
tiivn 1 ?# 1 I i i c  1 1  rrunn I nl I I r .  

011 Ir crnt i rn  n i shcnt ,  si I'on considere que, pour faire 
wnlrrr 1 1 1 1 ~  qtirst ion d n n s  I C  domaine de l'anolyse mathema- 
I i q i i r ,  11 I n t i t  tl':iliord c'Lre parvcnu it dbcouvrir des relations 
pr;*riw< rnI rc Iw quantith co-existantes dans le phenomkne 
6\ticll<., I'~*t:il\licsrmcnt tlc CCR bquations des phBnomBnes Btant 
lr poilit clr IIC-pnrt nkessaire dc toils les trovaux analytiques. 
Or. r ~ I n  t l o i t  Ctrc Cvitlcmmcnt d'autant plus difficile qu'il 
.r'n:it clr plibnoinc\nrs plus particuliers, et par suite plus 
rnniplicliik 1'11 cxnniinnnt sous ce point de vue les diverses 
i-ntty-~lrir*\ fwtI:inicnt nlcs des phhomknes naturels Btablis 
clan.; Iii Il-tyn prl'ddcntc, on trouvera que, tout bien consi- 
tbrt.. r'c-s! w i l r n i r n t  nu plus pour les trois premikres, compre- 
nan t  tIjiiI1, In / J / l ~ / ~ f f / l l ?  inorgciniqite, qu'on peut legitimement 
r**j,m*r I! ;itlriii~lrr i i n  jour (*c hniit dcgre dc perfection scien- 
LtIl4ltir. n i l t r i r i ~  1 1 1 1  rnoiiis rpi'unc tcllr limite peut &Ire posee 
nc r i a  r m + i \ i o t i .  (:cinirnc j c  dois plus tard traiter sp6cialement 
c . c t t ~ ,  ~ l i ~ ~ . i i - i o n  p r  mpporl h chaque science fondamentale, 
ii wTtir:i I I I ~  I'intlrqiirr ici de In manibre la plus gbnerale. 

1.:1 prrntichv~ condition pour que des phhombnes com- 
prirtrnt rlr. Id.: mnlhc!matiques susceptibles d'6tre dkcou- 
\ I T \ I - ~ ,  c*'r*t I'*vitltwiinrnt clue les diverses quantites qu'ils 
I i r l ' . w r f l c v i !  p i - w n t  tlonncr Iicu h des hombres fixes. Or, en 
v ~ ~ i n l i : i r n n t ,  !I wt bgni~ l ,  Ics deux grandes sections princi- 
p1~. clc la ptiilosolihir naturelle, on voit que la physique 
n r p n i p r  iotil r n t i h ,  et probablement aussi les parties les 
1110s c.rinipliqiibrs clc In physique inorganique, sont nkcessai- 
rriiirrit rrinc.c*r-iblrs, par leur nature, h notre analyse math& 
n i o l i q i i r .  rti vcrtii dr I'cxtrCmc variabilit6 numhrique des 
p h h t w v n r c  rnrrrymndnnls. Toute idCe precise de nombres 
! : . t t - -  cbt rh i~nl i l rmci i t  dt'aplncCc dans les phhomknes des 
rli! 11% vivnntb .  q t i n n i l  on wu t  l'cmployer autrement que 
rclmnir i i i n w i  r l c  wilnprr l'nt tcnlion, et qu'on attache quel- 
qiir irnyiortnriw iiiiy rrl:itions csnctes des valeurs assignees. 
%tis P I *  rnpport, 11- rt!llt.uions dc Bichat, sur l'abus de l'es- 
p r ~ l  11,  t t h ~ ~ i i i n t i ~ i i r  r n  physiologic, sont parfaitement justes ; 
t t n  -311 .I q i i 1 * 1 1 1 ~ *  :ilwiwtions a coiiduit ccltc manibre vicieuse 
t ! ~  rnnbidr.r.rr Irc r n r p  vivants. 
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Les diffdrenles propri6tEs des corps bruts, surtout les 1 
gThii8rales, sc prdsentent dans chacun d’eux avec des del 
presque invariables, ou du moins e l k s  n’eprouvent que 
variations simples, sdparees par de longs int ervalles d’uni 
mild, et qu’il est possible, en consdqucnce, d‘assujettir h 
lois prbcises e t  rkgulihres. Ainsi, les qualitds physiques ( 

corps inorganique, principaleinent quandii est solide, safor 
sa consistance, sa pesanteur sphcifique, son Blasticit6, 
presentcnt, pour un temps consid6rable, une fixit6 numer 
remarquable, qui permet de les considbrer rbellement et 
lement sous un point de vue math8matique. On sait qu’il 
est dbjja plus ainsi A beaucoup pres pour les phhnomi 
chimiques que prkseiitent les m&mes corps, e t  qui, 
compliquds, dependant d’un bien plus grand nombre de 
constances, prksentent des variations plus &endues, 
frdquentes, et par suite plus irrdgulikres. Aussi, d‘a 
quelques considkrations deja indiqubes dans la prem 
leqon (page 25) et qui seront spdcialement ddveloppkes 
le troisikme volumc de ce cours, on ne pcut pas seuleo 
assurer aujourd’hui, d’une manikre g&nbrale, yu’il y ait 
Q concevoir des noinbres fixes en chiniie, meme sous le 
port le plus simple, quant aux proportions relatives 
corps dans leurs combinaisons, ce qui montre clairen 
conibien un  tel ordre de phCnom8nes est encore loin dec 
porter de veritaldes lois mathEmatiyues. Admetlons-en nl 
moins, pour ce cas, la possibilitb et meme la probabilith 
tures, afin de ne pas rendre trop minutieuse la discussioi 
la limite gdndrale yu’il s’agit d’dtablir ici par rapport 4 I 
tension, effectivement possible, du domaine rdel de I’ana 
malhhaLique. I1 n’y aura plus le moindre doute aussitdt 
nous passerons aux phdnomhnes que prEsentent les co 
considbres dans cet Etat d’agitation intestine continuelle 
leurs mol6cules, qui constitue essentiellement ce que n 
iiommnns la vie, envisagee de la manihrc la plus gCnic; 
dans l’ensemble des etres qui nous la manifestent. En el 
un caract& Bininemment propre aux ph6nombnes physic 
git-pes, e l  que leur etude plus exacte rend maintenant p 
sensible de jour en jour, c’est I’extreme instabilite numdrir 
qu’ils prdsentent, sous quelque aspect qu’on les examine, 
que nous verrons plus tard, yuand l’ordre nature1 des n 
tihres nous y conduira, &ire une consequence ndcessairc 
la definition m6me des corps vivants. Quant prEcrl 
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i n t i w i G  nuinCriqucs to, 
i t  aiis intcrvallcsles p . . .  

wiiii CP ncicr critr observation incontestable, v6rifike par 
1 o i i . i  Ich f n i t s  que chaque propri6tk quelconque d’un corps 
orcrnni.6, soit gCom&trique, soit m6canique, soit chimique, 
soil rilnle. est assuiettie, dans sa quantit6, d’immenses 
\nr ut h fait irr6guli&res, qui se succ8- 
f l t ’?  l u s  rapprochks sous l’influence d’une 
lrlti~r (lr circonstnnces, tant exthrieures qu’intkrieures, va- 
rinlilrs ellcs-momes ; en sorte que toute idee de nombres 
f i \ rs ,  rI, par suite, de lois math6mathiques, que nous puis- 
*ion9 espcircr d’obtenir, implique rkellement contradiction 
a t r r  In rinture sp6cialc de cette classe de phBnomknes. hinsi, 
iltinntl on vcut i.vnluer avec precision meme uniquement les 
qtlnlit( .s  les plus simples d’un &re vivant, par exemple sa den- 
wit. iiioynnc, ou cclle de l’une de ses principales parties 

tcs, la tempdrature, la vitesse de sa circulation intB- 
woportion des Cl6ments immediats qui composent 
, ou scs fluides, la quantit6 d’oxygkne qu’il con- 

-*,,,,,,,. . , I  u n  trmps donn6, la masse de ses absorptions, ou 
dr qrq mhalntions continuelles, etc., et, A plus forte raison, 
I‘mvpic tlc ses forces musculaires, l’intensitb de ses impres- 
k i t i n . ,  d r . ,  i I  ne faut pas seulement, ce qui est kvident, faire, 
p o l  ultats, autant d’observations yu’il y a 
cl’c et de vari6tks dans chaque espkce; 
o n  Br IC changement trks considkrable 
~ p ’ t - p r o ~ i ~ c  cctte quantitC en passant d’un individu Q un autre, 
rI. qt rnnt  n u  mPmc individu, suivant son age, son Btat de  
antit;, oti dc mnlntlic, sa disposition int&rieure, les circons- 
tnrirrs clc totit gcnre incessamment mobiles sous I’influence 

9 9  1 1  sc trouve place, telles que la constitution atmos- 
, etc. C)uc peuvent donc signifier ces prktendues 
Ins numCriqiics si soigneusement enregistrkes pour 
- ~ i  plii.nomc.nrs physiologiques ou m6me patholo- 

plus favorable, d’une seule 
t une multitude ? Elles ne  

la vraie marche des phd- 
, . . I v l v c  IIL L l t r  appliqu6es rationnellement 

qtlr roi i inv r in  moycn pour ainsi dire mnkmonique de fixer 
: in9 100s Ics cas, il y a Bvidemment impossi- 
tl’nhtrnir iamais & veritables lois mathemati- 

nent de m6me pour les 
une complication encore 
d i t6  plus grande, comme 

.I-------- _-- . .. . ~ . . . . . . . 

cn est. nncorc plus forte1 
1ics sociaiix,. qui offrent 
rP, el. par. suite, une varial: 
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iious 1’8tablirons spbcialement dans le quatrihme voluine 
ce cours. 

Ce n’est pas neanrnoins qu’ou doive cesser, d’aprbs cela 
concevoir, en th&e philosophiyue g6nerale,,les phknom; 
de tous les ordres comme nbcessairement soumis par e 
m&mes 21 des lois mathematiqtles, que nous sommes seulem 
condamnes a ignorer toujours dans la plupart des cat 
cause de la trop grande corhplication des phhombnes. II 
a en effef aucune raison de penser que, sous ce rapport, 
phhomknes les ‘plus complexes des corps vivants so1 
essentiellement d’une autre nature sphciale que les phi 
m h e s  les plus simples des corps bruts. Car, s’il etait poss 
d’isoler rigoureusement chacune des causes simples qui ( 
courent ?I produire un m&me phbnomkne physiologique, I 
porte A croire qu’elle se montrerait douee, dans des circc 
tances dbterminbes, d’un genre d’influence et d’une yuan 
d’action aussi exactement figes que nous le voyons clan1 
gravitation universelle, veritable type des lois fondament, 
de la nature. Ce qui engendre la variabilit8 irr8gulikre 
effets, c’est le grand nombre d’agents divers d6terminant 
fois un m&me phbnomhe, et d’oG il rksulte que, dans 
phenortlbnes trks cornpliqu8s, il n’y a peut-&re pas deus 
rigoureusement semblables. Nous n’avons pas besoin, p 
trouver une telle difficulte, d’aller jusyu’aux phenoinhnes 
corps vivants. Elle se presente ddjja dans ceux des to 
bruts, yuand nous considerons les cas les plus complex 
par exemple, en Btudiant les phenombnes inbthorologiqu 
On ne peut douter que chacun des nombreux agents qui0 
courent Q la production de ces phbnombnes ne soient soul 
sbpareinent 9 des lois mathbmatiques, quoiyue nous ignorir 
encbre la plupart d’entre eIles ; mais Ieur rnultiplicitb rend, 
effcts observes aussi irrkgulih-ement variables que si chac 
cause n’6tait assujettie ?I aucune condition prbcise. 

Ea considbration prkcedente conduit A apercevoir un seca 
motif dislinct en vertu duquel il nous est necessairemi 
interdit, vu la faiblesse de notre intelligence, de faire renil 
I’btude des phdnomknes les plus compliquks dans le domal 
des applications de l’analyse mathkmalique. En effet,h 
pendamment de ce que, dans les phbnombnes les plus SI 
ciaux, les rksultats eff ectifs sont tellement variables quem 
ne pouvons pas m&me y saisir des valeurs fixes, il suit de 
complication des cas que, yuand meme nous ponrrinnc 
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nnftrr tin jaiir In loi mathkmatiyue A laquelle est soumis 
c-li:icliic nKrn1 pris h pnrl, la combinaison d'un aussi grand 
tionillria 11v contlilions rentlrait le problbme mathkmatique 
wrrrspontlan t tc.llcmenl. sup6rieur h nos faibles moyens que 
1:1 q i i w t i o n  rc5Icrnit le plus souvent insoluble. Ce n'est donc 
pnq n inc i  q~i'on pcut faire une Ctude rkelle et fdconde de la 
iii:ijcuw partic des plihombnes naturels. 

I'ntir nppri.cier aussi exactemen t que possible cette diffi- 
riilt~'~, con+idt'*rons ft que1 point se compliquent les questions 
riint lit'malitlnc.;, nic?me relativement aux phdnomknes les plus 
4inples clrs corps h i s ,  quand on veut rapprocher suffisam- 
i w r i t  I'i*lnt niArnit de I'dtat concret, en ayant Bgard A toutes 
I t s -  rotittilions principales qui peuvent exercer sur l'effet pro- 
t l t i i t  i i w  inflircnce vbritable. On sait, par exemple, que le 
~ ~ I ~ t ~ i i i ~ i r i i * ~  trt?s simple de l'dcoulenlent d'un fluide, en vertu 
di- wiiIi! prsanteur, par un orifice donn6, n'a pas jusqu'h 
p w n t  1 1 1 8  wlotion mathkrtmtique compkte, quand on veut 
lcriir t*omptr tic loutes les circonstances essentielles. I1 en est 
m ~ ~ i r ~  ;iinsi, m+me pour le mouvement encore plus simple 
d ' i i n  i~rnjt~c'tile solitle dans un milieu rksistant. 

I'oiirrliini I'annlyse mathkmatique a-t-elle pu s'adapter, 
n w r  tin ~iircbs si admirable, Q 1'Ctude approfondie des ph6- 
n ~ m i i * r i r ~  c1 '4c~ lcs  ? Parce qu'ils sont, malgrk les apparences 
viilunirc.;, Iicbnncoup plus simples que tous les autres. Le pro- 
I,I,.iii(* 11. ~diis comliliqii6 qu'ils prksentent, celui de la modi- 
!iv:ition qiir protluit, tlans le mouvement de deux corps ten- 
I!:IIII I'iiii w r <  I'nutre en vertu de leur gravitation, l'influence 
11  iin troisiimc corps ngissant sur tous deux de la m6me 
iii:inii*rc, c.1 I)irn nioins compos6 'que le problkme terrestre 
I f -  1)1ri< simplr. Et, nhnmoins, il oflre dkjQ une telle diffi- 
r i i i l v ,  (1iir nniis n'cn poss6dons encore que des solutions 
npprtr~irnnIivrG, I I  cst meme ais6 de voir, en examinant ce 
s ~ i j v t  p I i i *  profonilhnrnt, que la haute perfection A laquelle a 
Itti *'o.lt*vrr I'n*tronomic solnire par l'emploi de la science 
~ ~ ~ ~ l l i ~ ~ i ~ i : i t ~ i ~ i r t ~  rst rnrorc cswnlicllement due Q ce que nous 
: I \ ~ I I I <  lirfifit;* n\ r u  n t 1 r r ~ ; w  (le toiites les facilitbs particulibres, 
r t ,  IItwr ni i ic i  diw, nccitlrntelles, qu'offrait pour la solution 
tit- prol l l~mic~,  In constitution spcciale, trbs favorable sous 
V I '  r:ippnrt, tlc nolre syslbme plan6taire. En effet, les planbtes 
( I t a 1 1  11 GI' compose son1 nssez peu nombreuses, mais surtout 
cllrb ~ . o ~ i t ,  r n  ghi.ral, tlc masses fort inkgales e t  bien 
i w I i i i d r ~ ~ ~  qiic cvllcs tlu solcil, ct de plus fort kloign6es les 
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unes des autres ; elics ont des formes presque sphEriyi 
leurs orbites sont presque circulaires, et prksentent de fai 
inclinaisons mutuelles, etc. I1 rbsulte de cet ensemble de 
constances que les perturbations sont le plus souvent 
considkrables, et clue pour les calculer il suffit ordinairer 
de tenir compte, concurremnient avcc I’action du solei1 
chaque plankte en particulier, de l’influence d’une seule a 
plankte, susceptible, par sa grosseur et sa proximitC 
determiner des derangements sensiblee. Mais si, au lieu 
tel &at de choses, notre systkme solaire eat  kt6 compos6 
plus grand nomhre de planktes concentrkes dans un moil 
espace, et A peu prks Bgales en masse ; si leurs orbites ava 
offert des inclinaisons fort differentes, et, des excentric 
considkrables ; si ces corps eussent Et6 cl’une forme 1 
compliquBe, par exemple, des ellipsoi’des trks excer 
ques, etc. ; il est certain qu’en supposant la meme loi rl 
de gravitation, nous ne serions pas encore parvenus A !  
mettre l’Etude des ph6noinBnes celestes B notre ana 
inathBmatique, et prohablement nous n’eussions pas mi 
pu dkm&lr,r jusqu’A present la loi principle.  

Ces conditions hypoth6tiques se trouveraieht prBcis6m 
rbalisbes au plus haut degrP dans les phknomknes chimiqr 
si l’on voulait les calculer d’aprks la theorie de la gravital 
ghkra le .  

e n  pesanl convenablement les diverses considkrat 
qui prkckdent, on sera convaincu, je crois, qu’en rBdw 
aux diverses parties de la physique inorganique I’extens 
future des grandes applications rkellement possibles 
l’analyse math6matique, j’ai bien plut6t exagkre que rktr 
l’ktendue de son domaine effectif. Autant il importait 
rendre sensible la rigoureuse universalitelogique de la sciea 
mathkmatique, autant je  devais signaler les conditions (1 
limilent pour n o w  son extension rBelle, afin de ne pas c i  
tribuer Bcarter l’esprit humain de la vkritahle direclit 
scientifique dans l’ktude des ph6nomknes Jes plus corn1 
qu6s, par la recherche chimkrique d’une perfection imp1 
sible. 

Ainsi, tout en s’efforcant d’agrandir autant qu’on le pour1 
le domaine r6el des math6matiqiies, on doit reconnaftre q‘ 
les sciences les plus difficiles sont destinees, par leurnaturl 
A rester inddfiniment dans cet &at prhliminaire qui pripar 
pour les autres 1’6poque oh elles devicnnent accessiblec ” 
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tins aox autres d'une manikre gknkrale, de connaltre le genre 
tl'infllience qu'eserce chaque agent principal, etc. ; mais sans 
Irs 6Ludier sous le point de vue de la quantit6, et par con& 
quent sans cspoir d'introduire dans les sciences correspon- 
clnntes, cc haut degrk de perfection que procure, quant aux 
plihornbnes le5 plus simples, un usage convenable de la 
inalhCmatique, soit sous le rapport de la precision de nos con- 
nnissonces, soit, ce qui est peut-&re encore plus remarquable, 
5otis I C  rapport de leur coordination. 

C'cst pnr les math8matiques que la philosophie positive a 
rornmcnd h sc former : c'est d'elles que nous vient la me'thode. 
11 6 ln  inhi table  que, lorsyue la meme l i t  clonc nnturellement 

c\rc dc proc&ler a dfi 
tcrs fontlnmentnles, on . .  . .  



Q UATRIEME LEGON 

Vue g6n6rale de l’analyse mathbmatique. 

Dans le dheloppement historiqne de la science mat1 
tique depuis Descarles, les progrks de la partie abstraii 
presque toujours 6t6 dktermiiiks par ceux de la partie 
crkte. Mais il n’en est pas moins nkcessaire, pour conc 
la science d’une inanikre vraiment rationnelle, de cons, 
le calcul dans toutes ses branches principales avant de 
ceder A I’ktude philosophiyue de la gkomktrie et la mkai 
Les thkories analytiyues, plus simples et plus gendrale 
celles de la malheinatique concrkte, en sont, par elles-mi 
essentiellement independan tes ; tandis que celles-ci 01 

contraire, de leur nature, un besoin continuel des prem, 
sans le secours desyuelles elles ne pourraient faire prt 
aucun progrks. Quoique les priiicipales conceptions del 
lyse conservent encore aujourd’hui quelqucs traces trhs 
sibles de leur origine gkomktriyue ou mdcanique, 
sont maintenant ‘n6aumoins essentiellement dkgagdes I 
caractkre primitif, qui ne se manifeste plus gukre que 
quelques poinls secondaires ; en sorte que, depuis les tra 
de Lagrange surtout, il est possible, dans une expos 
dogmatique, de les pr6senter d’une manikre pura 
abstraite, en un systkme unique et continu. C’est ce qt 
vais entreprendre dans cette leqop et dans les cinq suiw 
en me bornant, comme il convient B la nature de ce CO 
aux considkrations les plus generales SUI- chaque bra1 
principale de la science du calcul. 

Le but dkfinitif de nos recherches daiis la mathemah 
concrkte Btant la dkcouverte des e‘quafions, qui exprid 
les lois ina thha t iques  des phenomknes consid&& O’’ 

! 
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comparable aux efforts qu’exige l’dlaboration analytiquc 
l’dquation une fois obtenue. En un mot, l’idde abstraiti 
genhrale qu’on donne de l’e‘quation ne correspond aucunen 
au sens reel que les gdomhtres attachent & cette expres 
dans le developpement effectif de la science. I1 y a 18 un 
l o 4  ue, un dkfaut de correlalion, qu’il importe beaucou 
rectifier. 

Pour y parvenir, je  distingue d’abord deux sortes de / 
tions : les fonctions abstraifes, analytiques, et les fond 
concrttes. Les premieres peuvent seules entrer dans lcs I 
tables Pquations, en sorte qu’on pourra dbsormais dd 
d’une maniere exacte et suffisamment approfondie, 1 
e‘quation : une relation d’egalitb entre deux fonctions 
traites des grandeurs considkrdes. Rfin de n’avoir plus A re7 
sur cette definition fondamentale, j e  dois ajouter ici, COI 
un complement indispensable sans lequel l’idke ne serait j 
assez g8nerale, que ces fonctions abstraites peuvent se 
porter non seulement aux grandeurs que le problkme 
sente en effet de hi-meme, mais aussi $.I toutes les ao 
grandeurs auxiliaires qui s’y rattachent, et qu’on poi 
souvent introduire, simplement par artifice mathematic 
dans la seule vue de faciliter la decouverte des :dquations 
phknomhncs. Je ne fais ici, dans cette explication, qu’i 
prunter sommairement par anticipation, le resultat d‘ 
discussion gdnkrale de  la plus haute importance, qui 
trouvera & la fin de cette leGon. Revenons maintenanti 
distinction essentielle des fonctions en abstraites et t 
crktes. 

Cette distinction peut &re dtablie par deux voies essenl 
lement differentes, compldmentaires l’une de l’autre : h p  
et ci posteriori : c’est-&-dire, en caractkrisant d’une mani 
gdndrale la nature propre de chaque esphce de fonctions: 
ensuite en faisant, ce qui est possible, 1’8numdration effed 
de toutes les fonctions abstraites aujourd’hui connueq, 
moins quant aux Cldments dont elles se composent. 

A priori, les fonctions que j’appelle abstraifes sont cellesl 
expriment entre des grandeurs un mode de dependance qd 
peut concevoir uniquement entre nombres, sans quY1 
besoin d’indiquer aucun phdnomhne quelconque oh 8 
trouve realisd. Je  nonime, au contraire, fonctions coned 
celles pour lesquelles le mode de dependance exprirnd, 
peut &re defini ni conGu qu’en assignant un cas nhyr”  

.P 



MATHEM ATIQUE 93 

dhterminb, gbomBtrique, mkcanique, ou de toute antre nature, 
dans lequel il ait effectivement lieu. 

La plupart des fonctions, A leur origine, celles m&mes qui 
sont aujourd’hui le plus purement ahsfrailes, ont comme:icb 
par &re concrtfes ; en sorte qu’il est ais6 de faire comprendre 
la distinction prBcBdente, en se bornant 8 citer les divers 
points de vue successifs sous lesquels, B mesure que la science 
s’est formbe, les gbometres ont consider6 les fonctions 
analytiques les plus simples. J’indiquerai pour exemple les 
puissances, devenues en general fonctions abstraites, depuis 
seulement les travaux de Vibte et de Descartes. Ces fonc.tions 
XI, z3, qui, dans notre analyse actuelle, sont si bien conGues 
comnie simplement absfraifes, n’htaient, pour les gbometres 
de l’antiquilk, que des fonctions entibrement concrtfes, expri- 
maiit la relation de la superficie d’un carre ou du volume d’un 
cube A la longueur de leur ciitb. Elles avaient si exclusive- 
ment leurs yeux un tel caractere, que c’est seulement 
tl’aprks Ieur definition gkombtrique qu’ils avaient decouvert 
les propriBtBs algbtriques Blementaires de ces fonctions, rela- 
tivcinent A la d6composition de la variable en deux parties, 
propriBtbs qui n’btaient, B cette Bpoque, que de vrais thBo- 
remes de gkomhtrie, auxquels on n’a attach6 que beaucoup 
plus tard un sens numbrique. 

J’aurai encore occasion de citer tout B l’heure, pour un 
autre motif, un  nouvel exemple tres propre ii faire bien sentir 
la distinction fondamentale que je  viens d’exposer ; c’est celui 
des fonctions circulaires, soit directes, soil inverses, qui sont 
ciicore aujourd’hui tant6t concrbles, tantiit abstraites, selon le 
point de vue sous lequel on les envisage. 

ConsidBrant maintenant, 6 posteriori, cette division des 
fonctions, apres avoir Btabli le caractere g6nBral qui rend une 
ionction abslraite ou concrete, la question de savoir si telle 
fonction determinee est vkritablement abstraite, et  par 18, 
husceptible dentrer dans de vraies Bquations analytiques, va 
rlevcnir une simple question de fait, puisque nous allons Bnu- 
mhrer toutes Ies fonctions de cette espkce. 

hu premier abord, cette @numeration semble impossible, 
les fonctions analytiques distinctes Btant Bvidemmcnt en 
iiombre infini. Mais en les partageant en simples et compose‘es 
la difficult6 disparalt. Car si le nombre des diverses fonctions 
onsidBr6es dans l’analyse mathdmatiyue est rBellement infini, 
llcs sont, au coh traire, meme aujourd’hui, composkes d’un 
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fort petit nombre de fonctions BlBmentaires, qu'on peut 
ment assigncr, et qui suffisent Bvidemment pour d d d  
caractere abstrait ou concret de telle fonclion dt5terminCl 
sera de I'une ou de l'autre nature, selon qu'elle se comR 
exclusivement de ces fonctions abstraites simples, ou q 
en comprendra d'autres. Voici le tableau de ces BlBment 
damentaux de toutes nos combinaisons analytiyues, 
1'6tat present de la  science. On ne doit, kvidemment,~ 
dbrer, B cet effet, que les fonctions d'une seule variable; 
relatives B plusieurs variables inddpandantes 4tant cor 
inent, par leur nature, plus ou moins compos6es. 

Soit x: la variable indkpendante, y la variable co-PI 
qui en dBpend. Les differents modes simples de (idpen 
abstraite que nous pouvons maintenant conccvoir en) 
x, sont exprimks par les dix formules Bldmentaires sui1 
dans lesquelles chaque fonction est accouplee avec : 
uerse, c'est-&dire avec celle qui aurait lieu, d'aprks la 
tion directe, si on y rapportait x: B y, au lieu de ray 
y a x :  

1 0  y = u + x  . . e fonction somnze, 
~ e r  couple 1 20 I Z C I - X  . . . fonction diffe'rence, 

2me couple 
. .  fonction produit, 

fonction quo fient, 

4" y=x" . . . . lonction puissance, 
20 y = ~ G T  . . . fonction rucine, 

1" y = ax . . . . fonction exponenliel 
2" r~ = 11: . . . . fonction logarithmiq 

lo  y = sin ic . . . fonction circulairer 
'me couple ('1) ] 20 y = arc (sin = 2). fonction circulairei 

1 

(1) Dans la vue d'augmenter autant que possible les ressoi 
1'8tendue si insuffisante de l'analyse math6matique, les gdc 
comptent ce dernier couple de fonctions parmi les Blkments 
tiques. Quoique cette inscription eoit strictement lkgitime, 11 i 
de remarquer que les fonctions circulaires ne sont pas exac 
dans le meme cas que les autres fonctions abstraites kldmel 
I1 y a entre elles cette diffkrence fort essentielle, que les fonctic 
quatre premiers couples Font vraiment simples et 



I t - iq  Rciit ! P =  pir'nicnrs ire's pru nommeux qui composent 
ilirwtviiirnt Inrill..; lrs fnnclions nbstraitcs aujourd'hui con- 

~ l r ~ l i l i i r  pcii m u l ~ i p l i c ~ s  qu'ils soient, ils suffisent Bvi- 
t i t  p ~ t i r  tlonnrr I i c r i  h ti11 nombre tout fait infini de 
: l l ~ l l n ~  n n n l ~ l  I({"'S. 

nc* rnn~ id i . r a l ion  rnlionnellc ne circonscrit rigoureu- 
r i  p i n r * i  I C  tnltlcnu pr(.c6tlent, qui n'cst que I'expres- 
'vrtirr clr I'c?hf nctuel de la science. Nos Blkments 
Iiir* sont niijourdliiii plus nombreux qu'ils ne 1'Ctaient 
-nrtrG, c a t  r n h e  pour Ncwton et Leibnitz ; il y a tout 
\in siibcle qtw I r s  tleux dcrniers couples ont et6 intro- 

n n c  I'nnnIyr par les travnux de Jean Bernouilli e t  
. %ins tlniitr on en ndrnellra de nouveaux dans la suite ; 
nmmr ir I'inclinnrrai h la fin de cette leqon, nous ne 

t jamais forts multipliks, 
lieu B de trbs grandes ditfi- 

c pnc v+pl.rcr qu'ils soien 
~ m r n l n t i c m  rhelle donnnnt 1 

i 1t~ltivru1* cinnr rnninrcnnnt nous former une idee posi- 

I+ :nt mnnifester successivement 

. . . . .  ,, I . . . l . l l  . ,ant cmploy&es, ne pr6sentent 
,i i i i i i t l . i i i i ' i t i i . i i~ rrc; tlrtis Iiropribtks. 
irtioii 8 r 7  i' e.41 intro~iiiilc dans I'nnalysc comme une nou- 
1 1  : WI *iiiiplr, rlii:intl on la conCoit seulement comme indi- 
rr!ilinn pwrnCtriqiic tlont e lk  dPrive ; mais alors elle n'est 

i n s  d'autres circonstances, elle 
d'unc veritable fonction abs- 

e commc l'expression abregee 

1 1  int de vue sous lequel on les  

lion, quoique conservant leur 
Irs introduire dans les &qua- 

UI' drs donnkes, sans qu'il soit 
<ion :ilg&brique. 

'31: ~ ~ : i w [ i i r r  G I I I '  iw nlircwnlcs fonctions circulaires, com- 
w ' r r  i-llr- -riili*tnent, iinc crrlninc suite de transformations, 
rra*nl l'. :e de leur definition ana- 

I i  I ,  6 d'introduire ces Tonc- 
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tive, et neanmoins suffisammeiit Btendue, de ce que  les gei 
metres entendent par une veritable &quation. Cette expliei 
tion est Bminemment propre A nous faire comprendre coinbie 
il doit &re difficile d’btablir rdellement les e‘quations dt 
phenomknes, puisqu’on n’y est effectivement parvenu qu 
lorsqu’on a pu concevoir les lois m a t h h a t i q u e s  de ces phi 
nomenes a I’aide de fonctions entieremen t composhes di 
seuls elements analytiyues que je  viens d’bnumhrer. Ile 
clair, en offet, que c’est uniquement alors que le problh 
devient vrainient abs fra i t ,  et se rhduit B une pure questir 
de nombres, ces fonctions &ant les seules relations simp1 
que nous sachions concevoir entre les nombres, considhi 
en eux-memes. Jusqu’a cette hpoque de la solution, quell! 
que soient les apparences, la question est encore essentieU 
ment concrbte, et ne rentre pas dans le domaine du cald 
Or, la difficult6 fondamentale de ce passage du concrd 
l’absfrait  consiste surtout, en general, dans l’insuffisancei 
ce trbs petit nombre d’B1Bments analytiques que nous p a  
dons, et d’aprks lesquels nhanmoins, malgrb le peu de varil 
r6elle qu’ils nous offrent, il faut parvenir h se represen1 
toutes les relations prhcises que  peuvent nous manifesl 
tous les diffbrents ph6nom8nes naturels. Vu l’infinie divi 
site qui doit ndcessairement exister Q cet Bgard dans 

tions dans Ics kquations, inkme par rapport aux inconnues, pour 
qu’il n’y entre pas  concurremment des  fonctions non-trigonom6tnq 
des  mkmes variables. 

C’est donc uniquement dans les cas oh les fonctions circulair 
relativeaient aux inconnues, sont combin6es dans  les equationsay 
$es fonctions abstraites d’une autre espkce, qu’il e s t  indispend 
d’avoir Bgard A leur interpretation nlgebrique pour pouvoir r6solil 
es Bquations, e t  dks lors elles cessent, en effet, d’6tre traitbescorn 
d e  nouvelles fonctions simples. Mais alors mkme, pourvu yu‘on tiel 
compte de  cette interpretation, leur admission n’emp6che point ’ 
relations d’avoir le caractere de veritables dquations analytiques, 
qui es t  ici le but cssentiel de notre Bnumhation des fonctions d 
traites Blkmentaires. 

I1 est +i remarquer, d’aprhs les considbrations indiqukes dans d 
note, que plusieurs autres fonctions concrktes peuvent Btre ul 
inent introduites au  nombre des elBments analytiques, si les coo 
tions principales posees ci-dessus pour les fonctions circulaires l 
BtB prBalableinent .bien remplies. C’est ainsi, par exemple, que 1 
travaux de M. Legendre, e t  rBcemment ceux de M. Jacobi, SUI]  
fonctions ellipfiques, ont vraiment agrandi le champ de I’analpj 
en est de m6me POUP quelques integrales dkfinics ohtenlip: 
M. Fourier dans la th6oia:e dc la cilo!e!t1-, 
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moncle excerieur, on comprend sans peine combien nos con- 
ccptions doivent se trouver frhqueinment au-dessous de la 
rhitablc difficult6 ; surtout si I'on ajoute que, ces Blkments 
nous n p n t  616 fournis primitivement par la consid6ration 
mathhatique des phCnombnes les plus simples, puisyu'ils 
ont lous, directement ou indirectement, une origine gbm6- 
Iriqne, nous n'nvons a pr.ioi*i aucune garantie rationnelle de 
lrur aptitude nricessaire Q reprbsenter les lois mathematiques 
rlr toiit autre classe de phhnomknes. J'espeserai tout i~ l'henre 
I'artifice gknbral, si profondkment ingknieus, par lequel 
l'rsprit humain est parvenu A diminuer singulikrement cette 
~lifliculti: fondamentale que pr6sente la relation du concret h 
I'nbslrnit en mathi:matiques, sans cependant qu'il ait Et6 n6- 
crwirr  de multiplier le nombre de ces Bl6ments analytiques. 

cxplications pr6cEdentes dkterminent avec precision le 
)IC. objet et le champ reel de In mathbmatique abstraite ; 
4 pnssrr maintenant & l'examen de scs divisions princi- 

inn cnscmhl 
wrrniiw co 

tinn tlc la scit 
h prksenter sur la C0iT:- 
isle la diviser d'ahord 
elles, faute de dhomina-  
es noms de calcul alp!- 
nkfique ou nrithme'tique, 
deux expressions dan.; 

le, au lieu du sens beau- 
e ordinairement. 
estion de calcul, depuis 
snscendante, se compose 
cessives dont la naturc 
la premibre, on a pour 
j proposBes, de faCon & 
wmation des cpantit6s 
: c'cst ce qui constitue 

dc on a en vue d'&valuei* 
ire, de dkterminer imm6- 

ilia!fimrnl In vnlriir (Icb nninbrcs chcrch(.s, reprhsentris d6jja 
pat r*r!ntnw fnnc.tions csplicitea des nombres donnks ; telle 

? entre une 
1'6quation : 
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On voit que, dans toute solution vraiment rationnelle, ell( 
suit nbcessairement la question algbbriqu , dont elle formr 
le complement indispensable, puisqu’il faut kvidemment con 
naitre la generation des nombres cherchks avant de dBter 
miner leurs valeurs effectives pour chayue cas parliculier 
Ainsi, le terme de la partie algebrique devient le point di 
depart de la partie arithmktique. 

Le calcul nlgkbrique et le calcul arifhme‘tique diffhent don 
essentiellement par le but qu’on s’y propose. 11s ne diffkren 
pas moins par le point de vue sous leyuel on y considere le 
quantitks, envisagees, dans le premier, quant h leurs relation1 
et dans le second, quant A leursvaleurs. Le veritable esprit8 
calcul, en gknkral, exige que cette destination soit mainteni 
avec la plus skvkre exactitude, et que la ligne de demarcati 

I 
entre les deux kpoques de la solution soit rendue aussi nel 
ment tranchke que le permet la question proposke. L’obserrc 
tion attentive de ce prkcepte, trop mBcohnu, peut etred’r’ 
utile secours ,dans chaque question particulikre en dirigd 
les efforts de noire esprit, A un instarit yuelconque de 
tion, vers la veritable difficult6 correspondante. A la 
l‘imperfection de la science du calcul oblige souvent, 
je l’expliquerai dans la leson suivante, 9 meler trks 
ment les considkrations algbbriques et les consi 
arithmktiques pour la solution d’une m&me questi 
quoiqu’il soit impossible alors de partager l’ensembla 
vail en deux parties nettement tranchkes, l’une pu 

comme il arriverait pour la trisection d’un angle. On volt, 
que la dependance entre z d’une part, et a, b de  l’autre est 
tement determinee ; mais, tant que l’equation conserve s 
primitive, on n’aperCoit nullement de quelle maiiibre Pin 
derive des donnkes. C‘est cependant ce qu’il faut decouvrir 
penser B 1’Bvaluer. Tel est I’objei de la partie alghbrique d 
tion. Lorsque, par une suite de transformations qui ont successr 
ment rendu cette dkrivation de plus en plus sensible, on est arris 
presenter l’kquation proposee sous la forme 

B 

I 
le rble de l’algkbre est termin6 ; et ,  quand mCme on ne saurait pd 
effectuer les operations arithmktiques indiquees par cette fOm4 
on n’en aurait pas moins obtenu une connaissance trhs rGelle e l  
vent fort importante. Le r6le de l’arithmktique consistera mainten 
en parlant de cette formule, B faire trouver le nombre 2 01’ 

valetm des nomhres a ct b auront 6tB fixBes. 

1 
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arithmdtiquc 
tions pr6c6d 
tions, quelq 

En chercl _. . . 

e, 011 yuu 
lentes, de 
ue intiml 
iant A r6 

distinction que je  vi 
se definir, en genera 
des dguafions, ce q1 
treint, est rdanmoi 
prcnne ces expressic 
qui signifie transforr 
eaplicifes Cquivalenl 
tlr'finie cowme destir 
contractant les exprl 
voir donner nettemc 
tlisant~comme je It 
phrases explicatives. 
rt l'nrilhmdtique le c 

I t  est ais6 de con 
ordineires sont insuf 
wnl, I'importance e 
didinguer ces deux 
rnlciil par la man ih  
mkonnernent, ce qu 
f n i n  en fait. Neme I 
lornqu'il n- caract6ri: 
S P I I C ,  donne certaine 
I'nlpbbre el de cclle 

AprCs nvoir Ctabl 
tfcuv hrnncheq prir 
I ' h v l u e ,  I'irnportar 
cnlrul, nfin tlr n'av 
fonrlmns, qui doit el 

1.1. rrilrrrl des ria/e 
f i h d ,  drvoir pr(.se: 

- -- - - - -ma toujours bviter, A I'aide des indica- 
! confondre les deux ordres de considhra- 
e que puisse Btre jamais leur mhlange. 
sumer le plus succinctement possible la 
ens d'ktablir, on voit que l'algdbre peut 
11, comme ayant pour objet la rdqolution 
li ,  quoique pqraissant d'abord trop res- 
ns suffisamment Btendu, pourvu qu'on 
)ns clans toute leur acception logique, 
ner des fonctions implicites en fonctions 
,es : de meme, l'arithme'fique peut elre 
1Be & l'e'valuafion des fonctions. Ainsi, en 
essions au plus haut de@, je  crois pou- 
ent une juste idee de cette division, en 
3 ferai d6sormais pour Bviter les pdri- 
, que l'algdbre est le calcul des foncfions, 
alcul des valeurs. 
iprendre par 18 combien les d6finitkins 
'fisantes e t  m&me vicieuses. Le plus sou- 
xag6r6e accordbe aux signes a conduit A 
branches fondamentales de la science du 
e de designer dans chacune les sujets du 
ii est Bvidemment absurde en principe et 
a c6lAbre definition donnee par Newton, 
;6 I'alg6bre comme l'arifkme'figue univer- 
men1 une trks fausse idee de la nature de 
de I'arithm6tique ( I ) .  
i la division ,fondamentale du calcul en 
icipales, je  dois comparer, en general, 
ice et la difficult6 de ces deux sortes de 
oir plus A consid6rer que le calcul des 
tre le sujet essentiel de notre etude. 
ups,  ou I'arithmtftique, paralt, au premier 
ntcr un champ aussi vaste que celui de  

I 

i t )  J h i  crti devoir sigr 
. I .  .. . laler spbcialement cette dAfinition, parce qu'elle 

. I  I'ripinion que beaucoup de bons esprits, Btrangers Q la 
i(*ma\iquc, RC forment de la partie abstraitc de cette 
9 considCrer qu'h l'dpoque oh cet aperc;u a Btd form6, 
IhCmnliquc! n'btnit point, aseez d6veloppBe pour que le ca- 
r.11 yrolbir P ctiaciine de ses parties principales pat &re 
wilt sni+i, ce qui erpiique pourquoi Newton a pu proposer 
4nition nu'\\ reietterait ccrtainement auiourd'hui. 
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l’algibre, puisqu’il semble devoir donner lieu h autant 
questions distinctes” qu’on peut concevoir de formules alg 
briques diffdrentes h dvaluer. Mais une reflexion fort simb 
suffit pour montrer que le domaine du calcul des valeurs e! 
par sa nature, infiniment moins Btendu que celui du calc 
des fonctions. Car en distinguant les fonctions en simples 
compose‘es, il est Bvident que lorsqu’on sait dvaluer les for 
tions simples, la considdration des fonctions composdes 
prdsente plus, sous ce rapport, aucune difficult6. Sous 
point de vue algebrique, une fonction composde joue unr 
tres diffdrent de celui des fonctions dldmentaires qui la coI 
tituent, et c’est de I B  prdcisdinent que naissent toutes les pi 
cipales difficultBs analytiques. Mais il en est tout autrem 
pour le calcul arithmBtique. Ainsi, le nombre des operati( 
arithmdtiques, vraiment distinctes, est seulemenl marque 
celui des fonctions abstraites, dlementaires, dont j’ai prkse 
ci-dessus le tableau tres peu Btendu. L’Bvaluation de ces 
forictions donne ndcessairement celle de toutes les fonctia 
en nombre infini, que l’on considere dans l’ensemble 
l’analyse mathdmalique, telle, du moins, qu’elle existe 
jourd’hui. A quelques formules que p u k e  conduire I’dla 
ration des ‘kquations, il n’y aurait lieu B de nouvelles opi 
tions arithmdtiques que si l’on en venait B crker de verital 
nouveaux Bldments analytiques, dont IC noinbre sera toujoi 
quoiqu’il arrive, extr6mement petit. Le chainp de I’arifh 
tique est donc, par sa nature, infiniment restreint, tandis 
celui de l ’ a L g & b ~ ~  est rigoureusement indkfini. 

11 importe cependant de remarquer que le doinaine 
culcul dcs valeurs est, en realit&, beaucoup plus Btendu gl 
ne se le reprdsente communement. Car plusieurs questir 
vkritablement arithrne‘fiques, puisqu’elles consistent d 
des e‘ualuafions, ne sont point ordinairement classbes con 
telles, parce qu’on a l’habitude de ne les traiter que c01 
incidentes, au milieu d’un ensemble de recherches and 
ques plus ou moins dlevdes : la trop haute opinion qu’ol 
forme communkment de l’influence des signes est encol 
cause principale de cette confusion d’iddes. Ainsi, non st 
ment la construction cl’une table de logarithmee, majs a 
le calcul des tables trigonomdtriques, sont de veritables! 
rations arithmdtiques d’un geme sup6rieur. On p e d  1 
encore comme 6tant dans le meme cas, quoique danf 
ordre lrPs distinct et plus 6lev6, tous les procBdCs ’I“’’  

‘ 
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quels on determine directement la valeur d’une fonction 
quelconque pour chaque systitme particulier de valeurs attri- 
buees aus quantitbs dont elle depend, lorsqu’on ne peut point 
parvenir A connaitre genkralement la forme explicite de cette 
fonction. Sous ce point de vue, la rBsolution numkrique des 
6yuations qu’on ne sait pas rksoudre alge‘briquement, et de 
m&me le calcul des integrales dkfinies dont on ignore les int6- 
grales gkndrales, font reellement partie, malgrk les appa- 
rences, du domaine de I’arithm&tique dans lequel il faut 
nhcessairement comprendre tout ce qui a pour objet l’e‘ualua- 
tion des fonctions. Les considhrations relatives ti ce but sont, 
en effet, constamment homogenes, de quelques Cvaluations 
qu’il s’agisse, et toujours bien distinctes des considerations 
vraimenl alge‘briques. 

Pour achever de se former une juste idee de 1’6tendue reelle 
du  calcul des valeurs, on doit y comprendre aussi cette partie 
de la science gknerale du calcul qui porte aujourd’hui sp6cia- 
lement le nom de the‘orie des nombres, et  qui est encore si peu 
avancee. Celtc branche, fort ktendue par sa nature, m a k  
dont I’importance dans le systeme gknkral de la science n’est 
pas trks grande, a pour objet de dhcouvrir les proprietks 
inherentes aux diffkrents nombres en vertu de leurs valeurs 
et independainment de toute numeration particulikre. Elle 
constitue donc une sorte d’ariflimdtique transcendante; c’est 
a elle que conviendrait effectivement la dkfinition proposke 
par Newton pour I’algdbre. 

Le domaine total de l’arithmt‘tique est donc, en rhalith, 
beaucoup plus Btendu qu’on ne le conGoit ordinairement. 
hIais, nkanmoins, quelque dkveloppement lkgitime qu’on 
puisse lui accorder, il demeure certain que, dans l’ensemble 
de la mathhmatique abslraite, le calcul des valeurs ne sera 
jamais qu’un point, pour ainsi dire, en comparaison du 
c a h l  des fonctions, dans lequel la science consiste essentiel- 
lement,. Cette apprkciation va devenir encore plus sensible 
par quelques considerations qui me reslent a indiquer sui- la 
vkritable nature des questions arithmetiques en gknkral, 
w n d  on les examine d’une maniere approfondie. 

determiner avec exactitude en quoi consis- 
tent proprement Ies &valuations, on reconnait aisement 
(P’elles ne sont pas autre chose que de vkritables trans- 
l‘ormafions des fonctions A Bvaluer, transformations qui, 
n%r6 leur but spbcial, n’en sont pas moins essentiellement 

En cherchant 
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de la meme nature que toutes celles enseignhes par l’analyse. 
Sous ce point de vue, le calcul des valeurs pourrait 6tre 
conGu simpleinent colnme un appendice et une application 
parliculikre du calcul des foncfions, de telle sorte que l’arith- 
rnCtique disparaltrait, pour ainsi dire, dans l’ensemble de la 
mathkmatique abstraite, comme section dislincte. 

Pour bien comprendre cette considkratioil, il faut observer 
que, lorsque l’on propose d’e‘valuer un noinbre inconnu dont 
le mode de formation est donn6, il est, par le seul Bnoncb 
meme de la cps t ion  arithmktique, d6jja dkiini et exprim6 SOUS 
une certaine forme ; et qu’en l’e‘ualuanf, on ne fait que mettre 
son expression sous une forme ddterminke, h laquelle on est 
habitue A rapporter la notion exacte de chaque nombre parti- 
culier, en le faisant rentrer dans le systeme rkgulier de la 
nurnLraiion. L’Cvnluafion consiste si bien dans line simple 
trans formation, que lorsquc l’expression primitive du nombre 
se trouve elle-mc?me conforme h la nunikration rhguli&re, iln’y 
a plus, h proprement parler, d’e‘ualuafion, ou plutbt on repond 
B la question par la question m6me. Qu’on demande, par 
exemple, d’ajouter les deux nombres trente c t  sept, on 
rhpondra en se bornant B rkpkter 1’6nonck m6me de la question 
et on croira ndanmoins avoir e‘ualue‘la sornme, ce qui signifie 
que, dans ce cas, la premiere expression de la fonction n’a 
pas besoin d’6tre ti.ansform6e ; tandis qu’il n’en serait point 
ainsi pour ajouter vingt-trois et quatorze, car alors la somme 
ne serai 1 pas immddiateinent exprimkc d’une manikre cop 
forme au rang qu’elle occupe dans l’kchelle fixe et gknhrale 
de la numkration. 

En prkcisant, nutant que possible, la considhtion prbcb. 
denle, on peut dire qu’Pvaluer un nombre n’est autre chose 
que mettre son expression primitive sous la forme 

a + b 6 + c 62 + d 63 + e v...... $- p 6m 
6 elant ordinaireinenl 6gal h io; et lescoefflcicnts a, b,c,d,etc., 
ktant assujettis B ces conditions d’etre nomhres entier! 
moindres que 6, pouvan t devenir nuls, mais jarnais n6gatifS- 
Ainsi, toule question arithmktique est susceptible d’hb 
poske comme consistant> & mettre sous une telle forme uno 
fonction abstraite quelconque de diverses quantittk que I‘on 
suppose avoir dk jh  elles;~mes une forme semblable. On 
pourrait donc ne voir dans les diffkrentes op6rations del’arith- 
mhtique que de simples cas particuliers de certaines fr.” 
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formations algebriques, sauf les difficultks spkciales tenant 
aux conditions relatives ?I 1’Btal des coefficients. 

I1 r6sulte clairement de ce qui prBc&de, que la niathBma- 
tique abstraite se compose essenticlleineiit du culcul des 
foncfions, qui en &it Bvidemment d6jA la partie la plus 
Btendue et la plus difficile. Tel sera donc desormais le sujet 
exclusif de nos considkrations analytiques. Ainsi, sans m’ar- 
reter davantage au calcul des uaIeu~*s,  je vais passer imm& 
diatement B I’examen de la division fondamenlalc du calcul 
des foncfions. 

Nous avons dkterminb, au commencement de cctte lec;on, 
en quoi consiste proprement la v6ritable difficult6 yu’on 
Bprouve B mettre en e‘quafion les questions mathkmaliques, 
C’est essentiellement Q cause de l’insuffisance du tr&s petit 
nombre d’B16ments analytiques que nous posskdons, que la 
relation du concret Q l’abstrai 1 est ordinairemerit si difficile B 
Btablir. Essayons, maintenant, d’apprkcier philosophiquemenl 
le procCd6 gkneral par lequel l’esprit humain est parvenu, 
dans un si grand nombre dc cas importants, h surmontcr cet 
obstacle fondaniental. 

En considerant directemen t l’ensemble de cette question 
capitale, on est naturellemeiit conduit 31 concevoir d’aborcl un 
premier moyen pour faciliter 1’6tablissement des equations 
’ 

bhknomkncs. Puisque le principal obstacle 3 ce sujet 
du trop petit nombre de nos 616ments analytiques, tout 
lerait se rkduire a en cr6er de nouveaux. Mais ce parti, 
p e  nature1 yu’il paraisse, est vkritablenient illusoire, 
i on l’examine d’une manikre approfondie. Quoiqu’il 
e certainement &re utile, il est ais6 dc se convaincre de 
isuffisance nkcessaire. 
effet, la creation d’unc vkritablc nouvelle fonction abs- 
Blementaire presente, par elle-m6me, les plus grandes 

ultks. I1 y a meme, dans une lelle idke, quelque chose 
emble contradictoire. Gar un nouvel 816ment analytique 
emplirait pas les conditions essentielles qui lui sont 

3, si on ne pouvait imm6diatement l’e‘r?aluer : or, d’un 
ate, comment e‘ualuer une nouvelle fonclion qui serait 
nt simple, c’est-&dire, qui ne rentrerait pas dam une 
laison de celles dejjk connues? Cela parait presque 
ible. L‘introduction, dans l’analyse, d’une aptre fonc- 
xtraite BlBmentaire, ou plut8t d’un autre couple de 
bns (car chacune serait ioujours accompagn6e de son 
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inverse), suppose donc nkcessairement la cr6ation simultanee 
d’une nouvelle op6ration arithmbtique, ce qui est certaine- 
ment fort difficile. 

Si nous cherchons B nous faire une idee des moyens que 
l’csprit humain pourrait employer pour inventer de nouveaux 
Blknients analytiques, par l’examen des procedes l’aide 

\ desquels il a effectivement conQu ceux que nous posskdons, 
l’observation nous laisse A cet Bgard dans une entiere inceyti- 
lude, car les artifices dont il s‘est deja servi pour cela sonl 
kvidemmenl bpuisds. Afin de nous en convaincre, considd- 
rons le dernier couple de fonctions simples qui ait ktk intro- 
duit dans l’analyse, et A la formation duquel nous avons 
pour ainsi dire assist& savoir le quatrihme couple, car, 
comme je l’ai expliquk, le cinquieme couple ne se constitue 
pas, :I proprement parler, de veritables nouveaux BlBments 
analytiques. La fonction a”, et, par suite, son inverse, ont BtB 
formkes en concevant sous un nouveau point de vue une 
€onction deja connue depuis longtemps, les puissances, lorr- 
que la notion en a k tk  suffisamment gknkralisBe. I1 a suffi d t  
considkrer une puissance rclativement A la variation de l’ex, 
posant, au lieu de penser A la variation de la base, pour qu’il 
en rksulttlt une fonction simple vraiment nouvelle, la varia- 
tion suivant alors une marche toute dif‘fkrente. Mais cet arti- 
fice, aussi simple qu’inghnieux, ne peut plus rien fournir. 
Car, en retournant, de la m&me maniere, tous nos Blkmenl. 
analytiques actuels, on n’aboutit qu’a les faire rentrer les un. 
dans les autres. 

Nous ne concevons donc nullement de quelle maniere on 
pourrait prockder a la crbation de nouvelles fonctions ahs- 
traites Blkmentaires, remplissant convenablement toutes le. 
conditions nkcessaires. Ce n’est pas h dire, ndanmoins, qur 
n o w  nyons atteint aujourd’hui la limite effective pos6e 4 cd 
hgard par lcs bornes de notre intelligence. I1 est m6me cei 
tain que leu derniers perfectionnements speciaux de I’analyai 
mathkmatique ont contribuk A ktendre nos ressources sou& 
ce rapport, en introduisant dans le domaine du calcul cer- 
taines inlkgrales dhfinies, qui, A quelques Cgards. tiennenl 
lieu de nouvelles fonctions simples, quoiyu’elles soient IOU 
de remplir toules les conditions convenables, ce qui m’ 
emp&chk de les inscrire au tableau des vrais klkments ann 
lytiques. Mais, tout bien considhrk, je crois qu’il demeul 
incontestable que le nombre de ces elements ne peut q’ 
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croltre qu’avec une extreme lenteur. Ainsi, ce ne peut elre 
dans un tel procBdB que l’esprit humain ail puis6 ses res- 
sources les plus puissantes pour faciliter autant que possible 
1’6tabIissement des Bquations. 

Ce premier moyen &ant BcartB, il n’en reste Bvidemment 
qu’un seul ; c’est, vu I’impossibilitB de trouver directement 
les Bquations entre les quantitks que l’on considkre, d’en cher- 
cher de correspondantes entre d’autres quantitks auxiliaires, 
likes aux premieres suivant Line certaine loi dBterniinBe, et 
de la relation desquelles on remonte ensuite B celle des gran- 
deurs primitives. Telle est, en effet, la conception, Bminem- 
ment fBconde, que l’esprit humain est parvenu B fonder, et 
qui constitue son plus admirable instrument pour l’explora- 
tion mathBmatique des phknomknes naturels, l’analyse dite 
transcendan fe. 

En these philosophique gBnBrale, les quantitks auxiliaires 
que I’on introduit, au lieu des grandeurs primitives ou con- 
curremment avec elles, pour faciliter 1’Btablissement des Bqua- 
tions, pourraient deriver suivant une loi yuelconque des 
elements immkdiats dc la question. hinsi, cette conception a 
beaucoup plus de portbe que ne h i  en ont supposk commu- 
dment, meme les plus profonds gkomktres. I1 importe extre- 
mement de se la reprdsenter dans toute son Btendue logique; 

st peutdtre en Btablissant un mode g6nBral de de‘riva- 
utre que celui auquel on s’est constamment born6 
ci, bien qu’il ne soit pas, Bvidemment, le seul possible, 
parviendra un jour A perfectionner essentiellement 
nble de l’analyse mathbmatique, et par suite A fonder, 
’investigation des lois de la nature, des moyens encore 
uissants que nos procBd6s actuels, eusceptibles, sans 
d’dpuisement . 

3 ,  pour n’avoir Bgard qu’8 la constitution pr6sente de 
nce, les seules quantitBs auxiliaires introduites habi- 
nent A la place des quantitBs primitives dans l’analyse 

Idante, sont ce qu’on appelle les BlBments infinimenf 
:S diffkrentielles de divers ordres de ces quantitks, si 
Goit cettc analyse A la manikre de Leihnitz; ou les 
, les limites des rapports des accroissemenls simul- 
:S quantit6s primitives comparkes les unes aux autres, 
I brievement, lespremidres et derni2res raisons de ces 
iements, en adoptant la conception cle Newton ; ou 
ifin, les de‘rivks proprement dites de ces quantitks, 
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c’estdt-dire les coefficients des diffkreiits bermes de leurs 
accroissements respectifs, d’aprbs la conception de Lagrange. 
Ces trois manibres principales d’envisager notre analyse 
transcendante actuelle, et toutes les autres moins distincte- 
ment tranchdes que I’on a proposees successivement, sont, 
par leur nature, nBcessairement identiques, soit dans le cal- 
CUI, soit dans l’application, ainsi que je l’expliquerai d’une 
manikre generale dans la sixibme lepon. Quant $I leur valeur 
relative, nous verrons alors que la conception de Leibnitz a 
jusqu’ici, dans l’usage, une supEriorit6 incontestable, mais 
que son caractbre logique est Bminemment vicieux, tandis 
que la conception de Lagrange, admirable par sa simplicitk, 
par sa perfection logique, par l’unitB philosophique qu’elle a 
Btablie dans I’ensemble de l‘analyse math&matique, jusqu’alors 
partagBe en deux mondes presque indkpendants, presente 
encore, dans les applications, de graves inconvhients, en 
ralentissant la marche de l’intelligence ; la conception de 
Newton tienl h peu prbs le milieu sous ces divers rapports, 
Btant moins rapide, mais plus rationnelle que celle de Leib. 
nitz, moins philosophique, mais plus applicable que celle de 
Lagrange. 

Ce n’est pas ici le lieu d’expliquer avec exactitude comment 
la consideration de ce genre de quantites auxiliaires intro- 
duites dans les equations $I la place des grandeurs primitives 
facili te reellernent l’expression analytique des lois des phbno- 
mbnes. La sixibme lec,on sera spkcialernent consacrke eet 
important siijet, envisage sous les diffkrents points de vue 
ghnkraux auxquels a donne lieu I’analyse transcendante. Je 
me borne en ce moment considkrer cette conception de la 
manibre la plus generale, afin d’en dkduire la division fonda- 
mentale du calcul des fonctions en deux calculs essentielle- 
meiit distincts, dont l’enchainement, pour la solution COD 
plbte d’une meme question mathkmatique, est invariablement 
dBtermin6. 

Sous ce rapport, et dans I’ordre rationnel des idAes, I’ana- 
lyse transcendante se prBsente comme Btant nkcessairement 
la premibre, puisqii’elle a pour but ghn6raI de faciliter I ’ b  
blissement des equations, ce qui doit Bvidemment prdckder 
la rekolution proprement dite de ces kquations, qui est I’objet 
de l’analyse ordinaire. Mais, quoiqu’il importe Bminemmenl 
de concevoir ainsi le veritable enchainement de ces deux 
analyses, j l  n’en est pas moiiis convenable, conformbment ’ 
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l'usage constant, de n'btudier l'analyse transcendante qu'aprhs 
l'analyse ordinaire ; car, si, au fond, elle en cst par elle-m8me 
logiquement indbpendante, ou que, du moins, il soit possible 
aujourd'hui de l'en degager essentiellement, il est clair que 
son emploi dans la solution des questions ayant toujoursplils 
ou moins besoin d'6tre complkte par celui de I'analyse ordi- 
naire, on serait contraint de laisser les questions en suspens, 
si celle-ci n'avait btB btudiee prkalablement. 

En resultat de ce qui precede, le calcul des fonctions, ou 
l'alg&bre, en prenant ce mot dans sa plus grande extension, 
6e compose de deux branches fondamentales distinctes, dont 
l'une a pour objet imrnbdiat la re'solufion des Bquations, 
lorsque celles-ci sont immediatement Btablies entre les gran- 

' dears m6mes que l'on considere : et dont l'autre, partant 
d'bquations, beaucoup plus aiskes h former en g6nBra1, entre 
des quantitks indirectement likes B celles du probleme, a pour 
destination propre et constante d'en dkduire, par dcs procedks 
analytiques invariables, les equations correspondantes entre 
les grandeurs directes que l'on considbre, ce qui fait rentrer 
la question dans le domaine du calcul prbcbdent. Le premier 
calcul porte, le plus souvent, le nom d'analyse ordinairse, ou 
d'algdbre proprement dite ; le second constitue ce qu'on 
appelle l'analyse transcendante, qui a kt6 designbe par les 
diverses denominations de calcul infinitt'simal, calcul des 
fluxions et  des puentes, calcul des e'vanouissunts, etc., selon 
le point de vue sous lequel on l'a conGue. Pour Bcarier 
toute consid6ration btrangbre, je proposerai de la nommer 
calcul des fonctions indirectes, en donnant l'analyse ordi- 
naire le titre de calcril des fonc€ions directes. Ces expressions 
que je forme essentiellement en gknkralisant et en precisant 
les idees de Lagrange, sont destinBes A indiquer simplement 
avec exactitude le vkritable caractkre giznBral propre A cha- 
curie des deux analyses. 

Ayant Btabli la division fpndnmentale de l'analyse math&- 
matique, je dois maintenant considher sbparemrnt l'en- 
semble de chacune de ces deux parlies, en commensant par 
IC calcul des. fonctions clirectes, et r6servant ensuite des dbve- 
' loppements plus Btendus a u s  diverscs branches du calcul des 

fonctions indirectes. 
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Considhrations ghnerales sur le calcul des fonctions directes. 

D’aprbs I’explication g6ndrale qui termine la IeSon prkd 
dente, le calcul des foncfions directes, ou l’alg6bre propre 
ment dite, suffit entieremelit A la solution des question5 
math6matiques, quand elles sont assez simples pour qu‘of] 
puisse former immediatenient les Bquations entre les gran- 
deurs memes que l’on considbre, salis qu’il soit n6cessairc 
d’introduire A leur place ou conjointement avec elles aucm 
systbme de quantit6s auxiliaires ddriudes des premieres. A 18 

v6rit6, dans le plus grand nombre des cas imporlants, SOU 
emploi a besoin d’etre prkcdd6 et prdpari: par celui du cdcd 
des fonctions indirectes, deslin6 h €aciliter 1’6tablissement des 
Byuations. Mais quojque le r81e de l’algbbre ne soit alors que 
secondaire, elle n’en a pas moins toujours une part n8ces- 
saire dans la solution complete de la question, en sorte 
le calcul des foncfions directes doit continuer B &he, par sa 
nature, la base fondamentale de toute I’anaIyse mathkma 
tique. Nous devons donc, avant cl‘aller plus loin, considbrer, 
d’une manibre gkndrale, la composition rationnelle de CP 
calcul et le degr6 de cleveloppement auquel il est parvenu 
aujourd’hui. 

L’objet dkfinitif de ce calcul ktant la re‘sofufion propre 
ment dite des equations, c’est-A-dire, la dkcnuverte du modi 
de formation des quantitks inconnues par les quaiitilks COO- 
nues d’aprks les e‘qiiaiions qni existent entre elles; il prb. 
sente naturellement autant de parties diflerentes que 1’01 
peut concevoir de classes -d’kquations vraimect distinckr 
et par consequent, son &endue propre est rigoureusempp 
indBfinie, le nornbre des fonctions analytiques susceptilil 
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d’entrer dans les Bquations, dtant par lui-meme tout A fait 
illimitB, bien qu’elles ne soient composees que d’un trks petit 
noinbre d’B1Bments primitifs. . 

La classification rationnelle des Bquations doit &tre Bvidem- 
ment dbterminBe par la nature des elements analytiques 
doiit se composent leurs membres ; toute autre classification 
serait essenliellenient arbitraire. Sous ce rapport, les ana- 
lystes divisent d’abord les Bquations A une ou & plusieurs 
variables en deux classes principales, selon yu’elles ne con- 
tiennent que des fondions des trois premiers couples (uoyez 
le tableau, 4“ lec,on, page 94), ou qu’elles renferment aussi 
des fonctions, soit exponentielles, soit circulaires. Les d6- 
nominations de fonclions alge‘briques et fonctions transcen- 
danfes, donnkes communement h ces deux groupes princi- 
paux d’B16ments analytiques, sont, sans doute, forb peu con- 
venables. Blais la division universellement Alablie entre les 
Bquations correspondantes n’en est pas moins tres rkelle, en 
ce sens que la rksolution des Bquations contenanl les f‘onc- 
tions dites iranscenclantes, presentent necessairement plus de 
difficult& que celles der equations dites alge‘briques. Aussi 
l’ktnde des premieres est-elle jusqu’ici excessivement impar- 
faite, h to1 point que sonvent la resolution des plus simples 
d‘entre elles nous est encore inconnue (1) ; c’est sur 1’6labo- 
ration des secondes que portent presque exclusivement nos 
mkthodes analytiques. 

Ne considerant maintenant que ces Bquations algdbriqnes, 
il faut observer d’abord que, quoiqu’elles puissent souvent 
contenir des fonctions irrafionnelles des inconnues aussi bien 
que des fonctions rafionnelles, on peut toujours, par des 
transformations plus 011 moins faciles, faire rentrer le premier 
cas dans le second ; en sorte que c’est de ce dernier que les 
analystes ont dfi s’occuper uniyuement, pour r6soudre toutes 
Ies Bquations algkbriqiles. 

Dans l’enfance de l’algkbre, ces Bquations avaient 816 
classkes daprks le nombve de leurs termes. Mais cette classi- 
fication Btait Bvideminent vicieuse, comme sbparant des 
cas r6ellement semblables, et en rkunissant d’autres qui 

(1) Qiielque E 

on ne sait poir 
IPxtrCmc impe 

simple que puisse paraitre par exeinplc 1’8quation 

it encore la re’soudre ; ce qui peut donner une idBe de 
rfection de cettc partie de l’algbbrc. 

ax + bx = cs, 
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n’avaient rien de commun qu’un caractere sans aucune im- 
portance v6ritable ( I ) .  Elle n‘a 6th maintenue que pour les 
equations A deux termes, susceptibles, en effet, d‘une r6so- 
lution commune qui leur est propre. 

La cIassification des Bquations, d’aprh ce qu’on appelle 
leurs degrds, universe11 ement admise depuis longtemps par 
les analystes, est, au contraire eminemmelit naturelle, et 
merite d’&tre signal6e ici. Car, en ne comparant, dans chaqut 
degrt?, que les equations qui se correspondent, quant A leur 
complication relative, on peut dire que cette distinction 
determine rigoureusement la difficult6 plus ou moins grand6 
de leur re‘soiuiion. Cette gradation est sensible eKectiveinent 
pour toutes les Bquations que I’on sait r6soudre. Mais onpeut 
s’en rendre compte d’une maniere gbnkrale, ind6pendamment 
du  fait de la r6solution. I1 suflit, pour cela, de considererque 

‘ I’equation la plus g6n6raIe de chaque degrd comprend nhces 
sairement toutes celles des divers degr6s infkrieurs, en sort6 
qu’il en doit etre ainsi de la formule qui determine l’inconnue. 
En conshquence, yuelque faible qu’on piit supposer d priori 
la difficult6 propre au degre‘ que I’on considbre, comme elle 
se complique inevitablemenl, dans I’exBcution, de celles que  
presentent tous les degre‘s prhckdents, la r6solution offre donc 
reellement plus d’obstacles i~ mesure que le degrd de 1’6qua. 
tion s’el8ve. 

Cet accroissement de difficult6 est tel que jusqu’ici la r&o- 
lution des Bquations algdbriqucs ne nous est connue que dans 
Ies quatre premiers degrBs seulement. A cet dgard, I’algkhre 
n’a pas fait de progr‘hs considkrables depuis les travaux de 
Descartes et des analystes italiens du seizihme sikcle, quoique, 
dans lee deux derniers sihcles, il n’ait peut-Bere pas exist6 un 
seul gdometre qui ne se soit occup6 de pousser plus avant la 
r6sohtion des equations. L’dquation g6n6raIe du cinquiW 
degrd elle-mt?me a jusqu’ici resist6 A toutes les tentative$. 

La complication toujours croissante que doivent n6cessai. 
rement pr6senter les formules pour resoudre les Bquations i 
mesure que le degr6 augmente, l’extreme embarras qu’occa- 
sionne d6jA l’usage de la formule du quatrihme degr6, et qui  
le rend presque inapplicable, ont determind les analystes 

(1) On a conimis plus lard la meme erreur momentanbe dans leg 
premiers temps du calcur infinit6sima1, pour I’intkgration des 6quaW 
diffbrentielles. 
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renoncer, par un accord tacite, B poursuivre de semblables 
recherches, quoiqu’ils soient loin de regarder comme impos- 
sible d’obtenir jamais la rbsolution des Bquations du cin- 
quikme degrC, et de plusieurs autres degrbs sup6rieurs. La 
seule question de ce genre, qui oflrirait vraiment une grande 
importance, du moins sous le rapport logique, ce serait Ia 
rksolution gdnbrale des Bquations algdbriques d’un degrd 
quelconque. Or, plus on mbdite sur  ce sujet, plus on est 
conduit A penser, avec Lagrange, qu’il surpasse rkellement 
la portbe effective de notre intelligence. I1 faut d’aiIleurs 
observer que la formule qui exprimerait la racine d’une 
Bquation du degr6 m devrait nkcessairement renfermer les 
radicaux de I’ordre m (ou des fonctions d’une multiplicitb 
Bquivalente) A cause des m dbterminations qu’elle doit com- 
porter. Puisque nous avons vu, de plus, qu’elle doit aussi 
embrasser, comme cas particulier, celle qui correspond B tout 
*.*+..- ”-grB infkrieur, il s’ensuit qu’elle contiendrait, en outre, 

lement, des radicaux de l’ordre JH - I d’autres de 
P - 2, etc., de telle manikrc que, s’il Btait possible de 
vrir, elle offrirait presque toujours une trop grandr, 
Ition pour pouvoir &re utilement employbe, h moins 
5 parvint la simplifier, en lui conservant cependant 
g6nBralit6 convenable, par l’introduction d’un nou- 
ire d’81bments analytiques, dont nous n’avons encore 
idCe. I1 y a donc lieu de croire que, sans avoir dBjja 
ous ce rapport les bornes imposbes par la faible por- 
otre intelligence, ROUS ne tarderions pas 5\ les ren- 
en prolongeant avec une activitd forte et soutenue 
.ie de recherches. 
Iorte d’ailleurs d’observer que, m8me en supposant 

la rksolution des Bquations algdwiques d’un degrB 
que, on n’aurait encore trait6 qu’une trks petite 
e l’algtbre proprernent dite, c’est-&-dire, du calcul 
ctions directes embrassant la rBsolution de toutes 
tions que peuvent former les fonctions analytiques 
’hui connues. Enfin, pour achever d’kclaircir la 
pation philosophique :de ce sujet, il faut reconnaltre 
ir une loi irrdcusable de la nature humaine, nos 
pour concevoir de nouvelles questions &ant beaucoup 
issants que nos ressources pour les rbsoudre, ou, en 
5 termes, l’esprit humain Btant bien plus apte ima- 
u’i raisonner, nous resterons nkessairement toujours 
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au-dessous de la difficulth, b quelque degrb de dkveloppe- 
ment que parviennent jainais nos travaux intellectuels. hinsi, 
quand meme on d6couvrirait un jour la resolution complete 
de toutes les Bquations analytiques .actuellement connues, ce 
qui, a l’examcn, doit 6tre jug6 tout B fait chimkrique, il n’est 
pas douteux qu’avant d’atteiadre Q ce but,  et probpblement 
m8mc coinine moyen subsidiaire, on aurait dkjh surmontb la 
difficult6 bien moindrc, quoiyue trks grande cependant, de 
concevoir de nouveaux Blkments analytiques, dont l’introduc- 
tion donnerait lieu A des classes d’6quations que nous ignorons 
complktement atijourd’hui ; en sorte qu’unc pareille imper- 
fection relativc de la science algbbrique se produirait encore, 
inalgr6 I’accroissement rkel, trks important cl’ailleurs, de la 
masse absolue de nos connaissances. 

Dans I’ktat present de l’algbbre, la rksolution complkte des 
Bquations des quatre premiers degrbs, des kquations binomes 
quelconques, de certaincs Bquations spkciales des degr6s su. 
pbrieurs, et d’un trks petit nombre d’kquations exponentielles 
logarithmiques, ou circulaires, constituent donc les rnkthodes 
fondamentales que pr6scute le calcul des foiictions rlirectes 
pour la solution des problkmes math6matiyues. Mais, avec 
des Bl6ments aussi bornks, les gkombtres n’en sont pas moins 
parvenus A traiter d’une maniere vraiment admirable, un trhs 
grand nombre de questions importantes, comme nous le 
reconnattrons successivement dans la suite de ce volume. 
Les perfectionnements g6n6raux introduits depuis un sibcle 
dans le systbme total de l’analyse mathkmatique ont eu poul’ 
caractere principal d’utiliser A un degrB immense ce peu de 
connaissances acquises sur le calcul des fonctions directes, 
au lieu de tendre A les augmenter. Ce rhsultat a et6 obtenu 
A un tel point, que le plus soureiit ce calcul n’ade rble effet 
tif dans la solution complbte des diverses questions que par 
ses parties les plus simples, celles qui sc rapporteiit auy 
kquations des deux premiers clegrbs, a unc seule ou h p11~ 
sieurs variables. 

L’extreme imperfection de l’algkbre, relativement Q la rtk 
lution des Bquations, a dbtermini! les analystes a s’occ~per 
d’une nouvellc classe de questions, dont il importe de map 
quer ici le veritable caractkre. Quand ils ont cru devoir renon. 
cer Q poursuivre plus longtemps la rksolution des Bqustions 
algkbriques, des degr6s supkrieurs au quatrihme, ils se son1 
occupbs de supplker, autant que possible, A cette imrnrn ’ 
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lacune, par ce qu'ils ont nomme la re'solulion nume'rique des 
Bquations. Ne pouvanl obtenir, dans la plupart des cas, la 
formule qui exprime quelle fonction explicite l'inconnue est 
des donnBes, on a cherchb, a dBfaut de cette resolution, la 
seule rkellement aEgCbrique, a dkterminer, du moins, indd- 
pendamment de cette formule, la valeur de chaque inconnue 
pour tel ou tel systkme design6 de valeurs particulihes attri- 
buees aux donnkes. Par  les travaux successifs des analystes, 
cette operation incomplete et bgtarde, qui prbsente un 
melange in time des questions vraiment algkbriques arec des 
questions purement arithmktiques, a pu, du moins, &re entik- 
rement eCfecluBe dans tous les cas, pour des equations d'un 
degr6 et meme d'une forme quelconques. Sous ce rapport, les 
mkthodes qu'on posskcle aujourd'hui sont suffi, qamment 
gknbrales, quoique les calculs auxquels elles conduisent soient 
souvent presque inexkcutables, a cause de leur complication. 
I1 ne reste donc plus, A cet kgard, yu'a simplifier assez les 
prbcedbs pour qu'ils deviennent regulikrement applicables, 

' ce qu'on peut esperer d'obtenir dans la suite. D'aprks cet Btat 
du calcul des fonctions directes, on s'efforce ensuite, dans 
l'application de ce calcul, de disposer, autant que possible, les 
questions proposkes de fason h n'exiger finalement que celte 
resolution nume'rique des equations. 

Quelque precieuse que soit kvidemment une telle ressource, 
defaut de la veritable solution, il est essentiel de ne pas 

mbpnnnaitre le vrai caractbre de ces procedes, que les ana- 
$ regardent avec raison comme une algebre fort inipar- 
En effet, il s'en faut de beaucoup que nous puissions 

urs r6duire nos questions mathematiques A ne dependre, 
mikre analyse, que de la resolution nume'rique des &qua- 
. Cela ne se peut que pour les questions tout h fait 
?s, ou vraiment finales, c'est-&-dire, pour le plus petit 
ire. La plupart des questions ne sont, en effet, que pre- 
,oires, et destinhes a servir de prdiminaire inciispensable 
solution d'autres questions. Or, pour un tel but, il est 
!nt que ce n'est pas la valeur effective de l'inconnue 

nporte de decouvrir, mais la formule qui montre com- 
:lle derive des autres quantites considCrkes. C'est ce 
ive, par exemple, dans un cas trbs Btendu, toutes les 
dune question determinee renferme simultanement 
irs inconnues. I1 s'agit alors, comme on sait, d'en faire, 
tout, la &paration. En employant convenablement, a 

8 A.-c. - 



.1f4 PHILOSOPHIE POSITIVE 

cet effet, le proc6db. simple et general heureusement imagine 
par les analystes, e t  qui consiste B rapporter l’une des incon- 
nues toutes les autres, la difficult6 disparaltrait constam. 
ment, si I’on savait toujours resoudre algebriquement les 
Bquations considhrees, sans que la resolution numkrique 
puisse &re alors d’aucune utilite. C’est uniquement faute de 
connaltre la r6solution alge‘brique des equations B une seule 
inconnue, qu’on est oblige de traiter l’e‘liminafion comrne 
une question distincte, qui forme une des plus grandes diffi- 
cult& sp6ciales de l’algkbre ordinaire. Quelque phib les  que 
soient les m8tho&s A l’aide desquelles on surmonte cette dif- 
ficult&, elles ne sont pas mbme applicables, d’une manibre 
entikrement gknBrale, a 1’6liinination d’une inconnue entre 
deux equations de forme quelconque. 

Dans les questions les plus simples, et lorsqu’on n’a vkrita- 
blement a rBsoudre yu’une seule Bquation B une seule incon- 
nue, cette r6solution numt?rique n’en est pas moins un pro 
cBdB tres imparfait, m2tme quand elle est strictement suffi- 
sante. Elle presente, en efyet, ce grave inconvenient d’obliger 
&I refaire toute la suite des opdrations pour le plus leger chap 
gement qui pout survenir dans une seule des quantites con 
siderdes, quoique leur relation reste toujours lambme, sanc 
que les calculs faits pour un cas puissent dispenser en aucune 
manihre de ceux qui concernent un autre cas tres peu diffi. 
rent, faute d’avoir pu abstraire et tsaiter distinctement cetk 
partie purement algebrique de la question qui est commune 
a tous les cas resultant de la simple variation des nombrv 
donnes. 

D’aprks les consid6ratioris prhckclentes, le calcul des fone- 
tions directes, envisage dans son Btat actuel, se divise donc 
naturellement en deux parties fort distinctes, suivant qu’on 
traite de la rBsolution alge‘brique des equations ou de leu! 
rksolution nume‘rique. La premikre partie, la seule vrairnenl 
satisfaisante, est malheureusenient fort peu &endue, et re$ 
tera vraisemblablement toujours tres bornBe ; la second6, JP 
plus souvent insuffisante, a du moins l’avantage d’une ghi. 
ralitk beaucoup plus grande. La ndcessit6 de distinguer nefte. 
inent ces deux parties est Bvidente, B cause du but essentiellr 
rnent diffkrent qu’on se propose dans chacune, et, par suik 
du point de vue propre sous lequel on y considere les quan 
titBs. De plus, s i  on les envisage relalivement aux diversf 
metbodes dont chacune est composBe, on trouve dana ’ 
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distribution rationnelle une marche toute diffdrente. En cffet, 
la premibre partie doit se diviser d’aprbs la nature des Bqua- 
tions que Yon sait sdsoudre, e l  ind6pcndamnient de toute 
considbration relalive aux vcrlerrrs t ies inconnues. Dans la 
seconde partie, au  contraire, ce n’est pas suivanf le5 d q r &  
des Byiiations que les prockdPs sc disLingucnL ilai ure1leii:ent 
puisqu’ils sont applicahlcs A des bquaiions d’un d e g d  quel- 
conque ; c’est selon l’espkce numkrique des valeiirs des 
inconnues. Car, pour calculer directement ces nombres sans 
les dhduire des formules qui en feraient connaitre les expres- 
sions, le moyen ne saurait Bvidemment &re le meme. quand 
les nombres ne sont susceptibles d’etre BvaluBs quc par une 
suite d‘approximations toujours incomplbtes, que lorsqu’on 
peut les obtenir exactement. Cetle distinction, si importante 
dans la r6solution nuinkrique des dquations, des racines 
incommensusables, et des racines commensurnbles, qui exi- 
gent des principes tout s1 fait diffkrents pour leur dblermina- 
tion, est entikrement insignifiante dans la rksolution algE- 
brique, oil la nature rafionnelle ou irrafionnelle des Boinbres 
obtentis est un simple accident du calcul, qui ne peut exercer 
aucune influence sur les procBti6s employ&. C’est, cn un mot, 
une simple considkration arithmktiqne. On en peut (tire 
autant, quoique Q un moindre degrd de la distinction des 
racines commensiirables elles-m&mes en entibres et fraction- 
mires. Eniin, il en est aussi demkme, & plus forte raison, pour 
la classification la plus gknhrale des racines, en re‘elles et 
imaginaires. Toutes ces direrses considbralions, qui honk prB- 
ponderantes yuant B la rbsolution iiumkriqiie des equations, 
et qui n’ont aucune importance dans la rksolution algkhrique, 

plus en plns sensible la nature csscntiellement 
ces deux parties principales tie l’alg8brc proprc- 

parties, qui constituent l’objet immbdiat du calciil 
is directes, sont dominkes par m e  iroisitwe purc- 
lative, B laquelle l’une et l’autre empruntent leurs 
les plus puissantes, et qui a 6th trhs cxacteinent 
r le nom general de tlze‘orie des e‘quaiiorzs cpoiquc 
jlle ne porte encore que sur les 6quaSions dites 
. La rbsolution nunikrique des Bqualionr;, b caiire 
talit6, exige sphcialement cette base rationnclle. 
nibre branche si importante de l’alghbre se divise 
ent en deux osdrcs de questions, d’abord celles 
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qui se rapportent Q la composition des Bquations, e t  ensuite 
celles qui concernent leur transformation ; ces dernibres 
ayant pour objet de modifier les racines d’une Bquation sans 
les connaltre, suivant unc loi quelconquc donnke, poiirvu 
que cette loi soit uniformerelativement a toutesces racines ( I ) ,  

Pour compl6ter cctte rapide knumkration gdnkrale des di- 
verse4 parties essentielles du calcul des fonctions directes, 
j e  dois eiifin mentionner expressement une des theories les 
plus fkcondes et les ~ I L I S  importantes de l’algkbre proprement 
dite, celle relative a la transformation des fonctions en series 
A l’aide de ce qu’on appelle la m6thode des coefficients indd- 
terminks. Cette mkthode, si Bminemment analytique, et qui 

(I) Je  crois dcvoir, au sujet de la theorie des equations, signaler 
ici une lncune de quelyue importance. Le principe fondamcntal sur 
lequel elle repose, et qui est  si frequemment applique dans toute 
I’analyse mathematique, la decomposition des fonctions algebriques, 
rationnelles, et entibrcs d u n  degrk quelconyue, en facteurs du premier 
degrb, n’est jamais employe que pour les fonctions d’une seule 
variable, sans que personne ait examine s i  on doit 1’8tendre aux 
fonctions de plusieurs variables, ce que n6anmoins on ne devrait pas 
laisser incertain. Quant aux fonctions de deux ou trois variables, le8 
considerations geometriques decident clairement, quoique d‘une 
manikre indirecte, que leur decomposition en facteurs es t  ordinaire- 
ment impossible ; car il en rksulterait que chaque classe correspon- 
d a n k  dokcpations ne pourrait representer une ligne ou une surface 
sui generis, et, que son lieu gbombtrique rentrerait toujours daus le 
systbme de ceux appartenant ii. des equations de degre inferieur, de 
telle sorle que, de proche en proche, toute Bquation ne produirait 
jamais que des lignes droites ou des plans. Mais, prbcisement A cause 
de cette interpretation concrbte, ce thkorbrne, quoique purement 
negatif, me semble avoir uncs i  grande importance pour la g8ombtrie 
analyl,ique, que jc ni’blonne qu’on n’ait pas cherch6 B etablir direetz- 
ment. une diflerence aussi caract6ristique entreles fonctions Bune seule 
variable et  celles A plusieurs variables. Je vais rapporter ici sommai. 
rcment la demonstration abstraite e t  genbrale que j’en ai trouvke, 
quoiqu’elle fut  plus convenablement plac6.e dans un trait6 special. 

1” Si f (2, y) pouvait s e  decomposer en facteurs du premier degrd, 
on les obtiendrait en resolvant Yequation f (2 ,  y) = 0. Or, d’apres le8 
considerations indiqu6cs dans le texte, cette equation, rksolue par 
rapport a 5,  fournirait des formules qui contiendraient necessaire- 
merit divers radicaux, dans lesyuels entrerait y. Les fonctions de $4 
renlerm6es sous chayue radical, ne sauraient Bvidemment &re en 
gkneral des puissances parfaites. Or, il faudrait qu’elles le devinssent 
your que les facteurs Blementaires correspondants de f (5, g), et ¶Ui  
sont deja du premier degr6 en 2, fussent aussi du premier degrh, 
ou meme simplement rationnels, relativement h y. Cela ne pourra 
done avoir lieu que dans ccrtains cas particuliers, lorsque le9 vr,’ 
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doit &re regardbe comme une des decouvertes les plus remar- 
quables de Descartes, a sans doute perdu de son importance 
depuis l’invention et le dBveloppement du calcul infinitesimal, 
dont elle pouvait tenir lieu si heureusement sous quelques 
rapports particuliers. Mais l’extension croissante de I‘analyse 
transcendante, quoique ayant rendu cette methode bien 
moins nkcessaire, en a,  d’un autre c6t6, mullipli6 Ics appli- 
cations et agrandi les ressources ; en sorte que, par l’utilc 
combinaison qui s’est finalement op6ree entre les deux 
thdories, l’usage de la mkthode des coefficients ind6tcrminks 
est deveuu aujourd’hui beaucoup plus Btendu yu’il ne 1’8tait 
m6me avant la formation du calcul des fonctions indirectes. 

Aprks avoir esquisse le tableau gbn6ral de l’algkbre pro- 
prement dite, il me reste maintenant it prbsenter yuelques 
considerations SUP divers points principaux clu calcul des 
fonctions directes, dont les notions peuvent etre ulilement 
Bclaircies par un examen philosophique. 

Les difficult& relatives A plusieurs symboles singuliers 
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ficients rempliront les conditions plus ou moins nombreuses, mais 
constamment d&termin&cs, qu’exige la disparition des radicaux. Le 
merne raisonnement s’appliquerait evidemment, B bien plus iortc. 
raison, aux fonctions de trois9 quatre, elc., variables ; 

Jne autre demonstration, de nature t,r&s differente, se tire de In 
re du degre de generalit6 des fonctions A plusieurs variab!es, 
1 s’estime par le nombre de constantes arbitrnires cntrant dans 
:xpression la plus complete et  la plus simple. Je  me bornerai h 
p e r  pour les fonctions dc deux variables; il serait ais6 de 
dre Q celles qui en contiennent davantage. 
sait que le nombre de constantes arbitraires contenucs dans 
‘mule g6ni.rale d‘une fonction du degre m A deux variables esl  

- .  

- -t ’). Or, si une telle fonction pouvait seulement se decomposer 

:ux facteurs, l’un du degr6 n, et I’autre du degr6 m - n, le pro- 
renfermerait un nombre de constantes arbitraires 6gal A 

n ( n + - 3 )  I ( r n - n ) ( n t - n + f ) .  
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ombre Btant, comme il est  ais6 de le voir, infkrieur au pr6cEdeut 
I - nj, il en rBsulte qn’un tcl produit, ayant moins de genera- 
e la fonction primitive, ne peut la reprksenter conslamment. 
t m&me qu’une telle compar:rison exigerait n (m  - nj  relations 
es entre les coefficients de cette fonction, qu’on trouvcrait 
nt en developpant I’identit6. 
ouveau genre de dkmonstration, Pond6 sur une consideration 
irernent negligke, pourrait probablcrnent etrc emldoye avec 
ge dans plusieurs autres circonstances. 
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auxquels conduisent les calculs algebriques et notamment 
aux expressions dites imaginaires, ont Btk, ce me semble, 
beaucoup exagbrkcs par suite des considkrations purement 
rnktaphysiques yu’on s’est efforce d’y introduire, au lieu 
d’envisager ces resultats anormaux sous leur vrai point de 
vue, comme de simples faits analytiques. En les concevant 
ainsi, il est ais6 de reconnaftre, en thkse g6n‘6rale, que l’esprit 
de l’analyse mathematique consistant h coiisid6rer les gran- 
deurs sous le seul point de vue de leurs relations, et ind6pen. 
damment de toute idee de valeur d&termin6e, il en rhsulle 
necessairement pour les analysles l’obligation constant6 
d’admettre indifT‘6remment toutes les sortes d’expressions 
quelconques que pourront engendrer les combinaisons algh- 
briques. S’ils voulaient s’en interdire une seule, Q raison de 
sa singularit6 apparente, comme elle est toujours susceptible 
de se presenter d’aprks cerlaines suppositions particulikres 
SUI’ les valcurs des yuantitks considkrees, jls seraient conk 

traints d’altkrei. la genPralit6 de ieurs conceptions, et en 
introduisant ainsi, dans chayue raisonnement, une suite de 
distinctions vraiment Btrangbres, ils feraient perdre Q l’ana. 
lyse mathematique son principal avantage caractdristique, 
la simplicit6 et I’uniformitk des idees qu’elle combine’ 
L’embarras que l’intelligence Bprouve ordinairement au sujel 
de ces expressions singulibres me parait provenir essentiel- 
lement de la confusion vicieuse qu’elle fait a son insu entre 
l’idee de fonciion et l’idbe de valeur, ou, ce qui revient au 
meme, entre le point de vue ulgdbrique, et le point de vue 
ai.iihmt!tique. Si la nature de cet ouvrage me permettait de 
presenter Q cet egard les dbveloppements suffisants, il me 
serait, je crois, facile, par un usage convenable des considis 
rations indiqnees dans cette leqon et dans les deux prhd. 
dentes, de dissiper les nuages dont une fausse manikrede 
voir entoure habituellement ces diverses notions. Le r&ulhl 
de cet examen dkmontrerait expresskment que I’analP 
malhkmatique est, par sa nature, beaucoup plus claire, SOUS 
les diffdrents rapports dont je viens de parler, que ne le 
croient communement les geomktres eux-memes, hgaris pa‘ 
les objections vicieuses des mktaphysiciens. 

Relativement aux quantites negatives, qui, par suite 
meme esprit m6taphysique1 ont donnk lieu A tant de discus; 
sions dkplackes, aussi dkpourvues de tout fondement rationnel 
que dBiiu6es de toule vSrilable utilit6 scientifique, il fauf ( ’  
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titlguer, en consid6rant toujours le simple fait aoalytiqqe, 
entre leur signification abstraite et leur interpretation con- 
crbte, qu’on a presquc toujours confondues jusqu’h present. 
SOUS le premier rapport, la theorie des quantites negatives 
peut &re Btablie d’une manibre complete par une seule vue 
algebrique. Quant a la nkcessite d’admettre ce genre de r6- 
sullats concurremment avec tout autre, elle derive de la con- 
sideration g6nerale que je viens de presenter: et quant ?I leur 
emploi comme artifice analylique pour rendre les formules 
plus &endues, ce mecanisme de calcul ne peut reellement 
donner lieu a aucune difficult6 s6rieuse. Ainsi, on peut envi- 
sager la theorie abstraite des quantiths negatives cornme ne 
laissant rien d’essentiel a desirer : elle ne presente vraiment 
d’obstacles que ceux qu’on y introduit mal A propos par 
des considerations sophistiyues, Mais il n’en est nullement 
de meme pour leur theorie concrkte. 

Sous ce point de vue, elle consiste esseniiellemenl dans 
cette admirable propriel6 des signes + et - de reprksenter 
analytiquement les oppositions de sens dont sont susceptibles 
certaines grandeurs. Ce theorbme g6n6ral sur les relations 
du concret ?I l’abstrait en mathkmatiyue cst line des plus 
belles decouvertes que nous devions au genie de Descaytes, 
qui l’a obtenue coinme un simple r6sulLal de l’observalion 
philosophique convenablement dirigke. Un grand noinbre de 
gkornetres ont tent6 depuis d’en Btablir directement la dB- 
monstration genhrale. Mais jusqu’ici leurs efforts ont et6 illu- 
soires, soit qu’ils aient essay6 de trancher la difficult6 par de 
vaines consid6rations mktaphysiques, ou par des comparai - 
sons trhs hasardees, soit qu’ils aient pris de simples verifica- 
tions dahs quelque cas particulier plus ou inoins born6 pour 
deveritables d6monstrations. Ces diverses tenlatives vicieuses, 
et le melange hhterogene du point de vuc abstrait avec le 
point de vue concret, ont m6me introduit communBment a 
cet Bgard une telle confusion qu’il devieiil necessaire d’bnon- 
cer iai distinctement le fait gendral, soit yu’on veuille se 
contenter d’en faire usage, soit qu’on se propose de l’expli- 
quer. I1 consiste, independamment de toute explication, en 
ce que : si dans une equation quelconque exprimant la rela- 
tion de certaines quantitds susceptibles d’opposition de sens, 
une ou plusieurs de ces quantites viennent a &re comptees 
dans un senscontraire A ceiui qu’elles aifectaient quand 1’8qua- 
tion a BtB primitivement BtabIie ; il ne sera pas necessaire de 
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former directement une nouvelle Bquation pour ce second 
&tat du phknomkne, il suffira de  changer, dans la  premiere 
equation, le signe de chacune des quantitks qui auront 
chang6 de sens, e t  l’kquation ainsi modifide colncidera tau. 
jours rigoureusement avec celle qu’on aurait trouvke en re- 
commenqant it chercher pour ce nouveau cas la loi aiialytique 
du phknomkne. C’est dans cette cojncidence constante et 
neccssaire que consiste le thkorkme gknkral. Or, jusqu’ici OD 
n’est point parvenu rkellement A s’en rendre compte direc. 
tement; on ne s’en est assurk que par un grand nombre de 
vdrifications gkomktriques et mkcaniyues, qui sont, il esl 
vrai, assez multiplides et surtout assez variees pour qu’il ne 
puisse rester dans aucun esprit juste le moindre doutc SUI 
I’exactitude et la g6nEralitk de cette proprikth essentielle, 
mais qui, sous le rapport philosophique, ne dispensent nul. 
lement de chercher une explication aussi importante. L’ex. 
tr&me ktendue du thPor6me doit faire comprendre b la foisel 
la difficult6 capitale de cette recherche si souvent reprise i n  
fructueusement, et la haute utilitk dont serait sans doute, 
pour le perfectionnement de la science mathkmatiyue, la 
conception gknkrale de cette grande vkritk, l’esprit ne POP 
vant evidemment sly Biever qu’en se plaGant un point de 
vue d’oh il ddcouvrirait inevitablement de nouvelles iddes, 
par la consideration directe e t  approfondie de la relation du 
concret a I’abstrait. Quoi qu’il en soit, l’imperfection que 
prhsente encore la science, sous ce rapport, n’a point e m  
p6chk les gkomktres de faire l’usage le plus Btendu et le PIUS 
important de cette proprietk dans toutes les parties de la ma. 
thkmatique concrtde, oh l’on en eprouve un  besoin presque 
continuel. On peut m&me retirer une certaine utilitk logique 
de la simple considdration nette de ce fait gkneral, tel queje 
l’ai ddcrit ci-dessus ; il en r6sulte, par exemple, indkpendam 
ment de toute dkmonstration, que la propridtd dont hous par- 
lons ne doit jamais etre appliquke aux grandeurs qui affected 
des directions continuellement variables, sans donner lieu b 
une simple opposition de sens : dans ce cas, le signe dont 4e 

trouve nhcessaireinent aff ectk tout rksultat de calcul n’est 
susceptible d’aucune interpretation concrkte, et c’est B tor1 
qu’on s’efforce quelquefois d’en ktablir ; cette circonstance a 
lieu, entre autres occasions, pour les rayons vecteurs en 
gkomktrie, etles forces divergentes en mecaniyue. 

Un second thdorkme general siir la relation du concrcl A 



MATH~MATIQUE 121 

l’abstrait en mathGmatique, que je  crois devoir considbrer 
expressBmen1 ici, est, celui qu’on ddsigne ordinairement sous 
le ncm de principe de l’lzomoge‘ne‘ile‘. I1 est sans doute bien 
moins important dans ses applications que le prBc6dent. Mais 
il mBritc particulikrement notre Bttention comme ayant, par 
sa nature, une Btendue encore plus grande, puisqu’il 
s’applique indistincteinent h tous les phBnombnes, et A cause 
de l’utilit6 r6elle qu’on en retire souvent pour la vBrification 

__de leurs lois analytiques. Je puis d‘ailleurs en exposer une 
dhonstration directe et gknkrale, qui me semble fort 
simple. Elle est fond& sur cette scule observation, 6vidente 
par elle-meme : l’exactitucle de toute relation entre des gran- 
deurs concretes quelconques est indkpendante de la valeur 
des unifks auxquelles on les rapporte pour les exprimer 
en nombres. Par  exemple, la relalion qui existe cntre les 
trois c6t6s d’un triangle a lieu soit qu’on les Bvalue en mktres, 
ou en lieues, ou en pouces, etc. 

I1 suit de cette consid6ration ghnBrale, que toute Bquation 
qui exprime la loi analytique d’un phBnombne quelconque 
doit jouir de cette propriktB de n’8tre nullement alt6rBe, 
quand on fait subir simultankment 9 toutes les quantitBs qui 
d y  trouvent le changement correspondant h celui qu’Bprou- 
veraient leurs unites respectives. Or, ce changement con- 
siste Bvidemment en ce que toutes les quantit6s de chaque 
espkce deviendraient h la fois m fois plus petites, si l’unit6 
qui leur correspond devient m fois plus grande, ou r6cipro- 
quement. Ainsi, toute Bquation qui reprksente une relation 
concrete quelconque doit oflrir ce caractere de demeurer la 
mbme, quand on y rend m fois plus grandes toutes les quan- 
tit6s qu’elle contient, et qui expriment les grandeurs entre 
lesquelles existe la d a t i o n ,  en cxceptant toutefois les 
nombres qui d6signent simplement les rapporls inutuels de 
ces diverses grandeurs, lesqucls restent invariables dans le 
changement des unit6s. C’est dans cette propriBt6 que con- 
siste la loi de l’homogkn6it6, suivant son acception la plus 
Btendue, c’est-%-dire, de quelques fonctions analytiques que 
les 6quations soient compos6es. 

Mais, le plus souvent, on ne considhe que le cas oh ces 
fonctions sont de celles qu’on appelle particulikrement dgd- 
briques, et auxquelles la notion de degre‘ est applicable. 
Dans ce cas, on peut prgciser davantage la proposition g6nB- 
pale, en determinant le caracthe analytique que doit pr6- 

, 
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senter necessairement 1’6quation pour que cette proprihth 
soit verifiee. 11 est ais6 de voir alors, en effet, que, par la 
modification ci-dessus exposbe, tous les termes du premier 
degrk, quelle que soit leur forme, rationnelle ou irration- 
nelle. entibre ou fraclionnaire, deviendroilt m fois plus 
grands ; tous ceux du second degre, inx fois ; ceux du troi- 
sibme, m3 fois, etc. Ainsi, les termes du meme degrb, 
quelque diverse que puisse etre leur composition, variant de 
la meme manibre, et les termes de degrks diff6rents variant 
dans une proportion inkgale, quelque similitude que puisse 
offrir leur composition, il faudra nBcessairemen1, pour que 
l’dquation ne soit pas troublke, que tous les termes qu’elle 
contient soient d’un meme degrk. C’est en cela que consiste 
proprement le theoreme ordinaire de l’homoge‘ne’itd ; et c’est 
de cette circonstance que la loi gknerale a tire son pom, qui 
cependant cesse d’6tre exactement convenable pour toUte 
autre espece de fonctions. 

hfin de traiter ce sujet dans toute son &endue, il importe 
dobserver une condition essentielle, B laquelle on devra avoir 
Bgard en appliquant cette propri6t8, lorsque le phknom&ne 
exprimk par 1’6quation presentera des grandeurs de natures 
diverses. En eRet, il pourra arriver que les unites respective$ 
soient compl6tement indBpendantes les unes des autres, e l  
alors le thBoreme de l’homogBn6itk aura lieu, soit par rapport 
A toutes les classes correspondantes de quantites, soit qu’on 
ne veuille considkrer qu’une seule ou plusieurs d’entre elles, 
Mais il arrivera, dans d’autres occasions, que les diverges 
unites auront entre elles des relations oblighes, dBtermin6eS 
par la nature de la question. Alors, il faudra avoir Bgard 
cette subordination des unit6s dans la verification de l’homo. 
g6n6it6, qui n’existera plus en un sens purement algkbriqut) 
et dont le mode precis variera suivant le genre des phhno. 
mbnes. Ainsi, par exemple, pour fixer les idhes, quand 01 
considkrera dans l’expression analytique des phenomfhes 
gkometriques, A la fois des lignes, des aires et des volumes, 
il faudra observer qtie les trois unites correspondantes sont 
necessairement likes entre elles, de teHe sorte que, suivant 
la subordination gBnBralement Btablie a cet Bgard, lorsque 
la premibre devient m fois plus grande, la seconde le devient 
m2 fois, et la troisikme m3 fois. C’est avec une telle modifica- 
tion que I’hoinog6nkit6 existera dans Ies Bquations, ob I’m 
devra alors, si elles sont nlge‘briques, estimer le degri! (10 
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chaque terme, en doublant les exposants des facteurs qui 
correspondent 51 des aires, et triplant ceux des facteurs rela- 
tifs 51 des volumes (1). 

Telles sont les principales considkrations gdnPrales, trks 
insuffisantes sans doute, mais auxquelles je suis contraint de 
me rkduire par les Iimites naturelles de ce cours, relativement 
an calcul des fonctions directes. Nous devons passer main- 
tenant & l’examen philosophique du calcul des fonctions 
indirectes, dont l’importance et 1’6tendue bien sup6rieures 
rdclament un plus grand dkveloppement. 

(1) J’ai B t B  conduit, il y a douze ans, par mon enseignement jour- 
nalier de la science matl16rnatique, B construire cette thBorie gkn6. 
rale de l’homogBn8itB. J’ai trouvB depuis que M. Fourier, dans son 
grand ouvrage su r  la chaleur, publit: en 1822, avait suivi, de son 
CBtB,  une marche essentiellement semblable. Malgr6 cette heureuse 
coincidence, qu’a du naturellement dilterminer la consideration 
directe d’un sujet  aussi simple, j e  n’ai pas cru devoir ici renvoyer A 
sa d6monstration; celle que j e  viens d’exposer ayant pour principal 
objet d’embrasser l’ensemble de la question, sans  Bgard A aucune 
application spbciale, 



Exposition comparative des divers points de vue g6n6raux SOUS 
lesquels on peut envisager le calcul des fonctions indirectes. 

Nous avons ddtermin6, dans la quatrikme leCon, le carac- 
t h e  philosophique propre A l’analyse transcendante, de 
quelque manibre qu’on puisse la concevoir, en considdrant 
seulement la nature gdn6rale de sa destination effective dans 
l’ensemble de la science mathkmatique. Cette analyse a Btk ,  
comme on sait, presentee par les gdombtres sous plusieurs 
points de vue rdellement distincts, quoique ndcessairement 
Bquivalents, et conduisant toujours A des rksul tats identiques. 
On peut les reduire A trois principaux, ceux de Leibnitz, de 
Newton et de Lagrange, dont tous les autres ne sont que des 
modifications secondaires. Dans 1’BCat present de la science, 
chacune de ces trois conceptions gdnkrales offre des avantages 
essentiels qui lui appartiennent exclusivement, sans qu’on 
soit encore parvenu h construire une mdthode unique rkunis. 
sant toutes ces diverses qualit& caractBristiques. En meditanl 
sur l’ensemble de cette grande question, on est convaincu, je 
crois, que c’est dans la conception de Lagrange que s’opd- 
rera un jour cette combinaison. Quand cet important travail 
philosophique, qui exige une profonde Blaboration de toutes 
les idees mathbmatiques fondamentales, sera convenable. 
ment exkcutd, on pourra se borner alors, pour connaitre 
l’analyse transcendante, B la seule etude de cette conception 
definitive, les autres ne prdsentant plus essentiellement qu’un 
interet historique. Mais jusqu’i cette 6poque la science devra 
i%re considdrde, sous ce rapport, comme &ant dans un vhi- 
lable Btat provisoire, qui exige absolument, meme ponr 
l’exposition dogmatiyue de cette analyse, la considdration 
simultanke des divers modes gBnBraux propres au c a h l  
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des fonctions indirectes. Quelque peu satisfaisante que puisse 
paraitre, sous le rapport logique, cette multiplicite de con- 
ceptions d’un sujet toujours identique, il est certain que, 
Sans cette indispensable condition, on ne pourrait se former 
aujourd’hui yu’une notion tres insuffisante de cette analyse, 
soit en elle-m&ine, soit surtout relativement h ses applica- 
tions, que1 que EQt le inode unique que l’on aurait cru devoir 
choisir. Ce defaut de systematisation dans la partie la plus 
importante de l’analyse mathematique ne paraltra nullement 
Btrange, si l’on considhe, d’une part, son extrkme Btendue, 
sa difficult6 supbrieure, et, d u n e  autre part, sa lormation 

-presque rkcente. La gkneration des geometres est B peine 
renouvelee depuis la production primitive de la conception 
destin6e sans doute 2I coordonner la science, de maniere B 
lui imprimer un caractere fixe et uniforme; ainsi, les habi- 
tudes intellectuelles n’ont pu encore, sous ce rapport, 6tre 
suffisaniment form6es. 

S’il s’agissait ici de tracer l’histoire raisoiinee de la for- 
mation successive de l’analyse transcendante, il faudrait 
prhalablement distinguer avec soin du calcul des fonctions 
indirectes proprement dit l’idbe mere de la mBt,hode infinite- 
simale, layuelle peut &re conque par elle-meme, indbpen- 
damment de tout calcul. Nous verrions, des lors, que le 
premier germe de cette idBe se trouve d6jB dans le proc6db 
constant, employe par les geometres grecs, sous le nom de 
.mCfhode d’exhausfion, pour passer de ce qui est relatif aux 
lignes droites 2I ce qui concerne les lignes courbes, et qui 
consistait essentiellenient A substituer B la courbe la conside- 
ration auxiliaire d’un polygone inscrit ou circonscrit, d’apres 
lequel on s’klevait A la courbe elle-meme, en prenant conve- 
nablement les limites des relations primitives. Quelque in- 
contestable que soit cette filiation des idBes, on lui donnerait 
une importance fort esager6e, en voyant dans cette mbthode 
d‘exhaustion 1’6quivalent reel de nos m6thodes modernes, 
comme l’ont fait plusieurs gkomktres. Car les anciens 
n’avaient aucun moyen rationnel et gBn6ral pour la determi- 
nation de ces limites, qui constituait ordinairement la plus 
grande difficult6 de la question ; en sorte que leurs solutions 
n’ktaient point soumises B des regles abstraites et invariables, 
dont l’application uniforme doit conduire avec certitude B 
la connaissance cherchhe, ce qui est le principal caractere 
de notre analyse transcendante. En un  mot, il restait h 
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generaliser la conception employhe par les anciens, et sur- 
tout, en la considerant d’une manibre purement abstraite, 
9 la rhduire en calcul, ce qui leur etait impossiblo. La pre- 
miere idee qui ait et& produite dans cette nouvelle direction, 
remonte vkritablement notre grand geombtre Fermat. que 
Lagrange a justement present6 comme ayaul BbauchC la 
formation directe de l’analyse transcendante, par sa mB- 
thode pour la determination des maxima et minima, et pour 
la recherche des tangentes, qui consistait essentiellement, 
en effet, 8 introduire la consideration auxiliaire des accrois. 
sements eo-relatifs des variables proposbes, accroissements 
supprimes ensuite comme nuls, apres que les Bquations 
avaient subi certaines transformations convenables. Mais, 
quoique Fermat eiit le premier conCu cette analyse d’une 
manikre vraiment abst,raite, elle Btait encore loin d’&tre r6gu- 
likrement formbe en un calcul general et distinct, ayant sa 
notation propre, et surtout degage de la consideration super- 
flue des termes, qui finissaient par n’&tre plus comptbs dam 
l’analyse de Fermat, apres avoir nkanmoins singulikremd 
complique par leur presence toutes les op6rations. C’est ce 
qu’a si heureusemen t execute Leibnitz un demi-sibcle PIUS 
tard, aprhs quelques modifications intermediaires apportkes 
par Wallis, et surtout par Barrow, aux idees de Fermat; et 
par 18 il a Bte le vhritable createur de l’analyse transcendante, 
telle que nous vemployons aujourd’hui. Cette dkcouverte 
capitale Btait tellement miire, comme toutes les grandes COP 
ceptions de l’esprit humain au moment de leur manifestation, 
que Newton, de son cat&, Btait parvenu en m6me temps, 01 

un peu auparavant, Q une methode exactement Bquivalente, 
en considBraiit cette analyse fious un point de vue tres diffi- 
rent, et qui, bien que plus rationnel en lui-meme, est rbelle. 
ment moins convenable pour donner 8 la methode fonda. 
mentale commune toute 1’6tendue et la facilitb que lui ont 
irnprimhes les idees de Leibnitz. Enfin, Lagrange, kcartant 
les considerations heteroghnes qui avaient guide Leibnitz el 
Newton, est parvenu plus tard A rCduire l’analyse transcen. 
dante, dans sa plus grande perfection, 8 un systbme purement 
algebrique, auquel il ne manque encore que plus d’aptitude 
aux applications. 

Apres ce coup d’mil sommaire sur I‘histoire g6116ralede 
l’analyse transccndante, procedons A I’exposition dogmatip 
des trois conceptions principales, afin d’apprkcier exactem”’ 
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leurs propribtes caractAristiques, et de constater l’identitf: 
nbcessaire des methodes qui en dkrivent. Commencons par 
<celle de Leibnitz. 

Elle consiste, comme on sait, si introduire dans le calcul, 
pour faciliter 1’8tablissement des Bquations, les BlBments 
infiniment petits dont on considere comme compos8es les 
quantit6s entre lesquelles on cherche des relations. Ces 
Bkments ou diff&t*entielles auront, entre eux des relations 
constamment et iiticessairement plus simples et plus faciles 

decouvrir que celles des quantiths primitives, et d’aprbs 
lesquelles on pourrait ensuito, par un calcul special ayant 
pour destination propre 1’8limination de ces infinitdsimales‘ 
auxiliaires, remonter aux Bquations cherchkes, qu’il eQt 6th 
le plus souvent impossible d’obtenir directement. Celte 

I analyse indirecte pourra I’etre B des degrBs divers ; car. si on 
trouve quelquefois trop de difficult6 i~ former immediatement 
1’6quation entre les diffhrentielles memes des grandeurs que 
Yon considbre, il faudra, par un emploi redouble du meme 
artifice g6n6ra1, traiter, si leur tour, ces diff6rentielles 
comme de nouvelles quantitbs primitives, et chercher la 
relation entre leurs hlkments infiniment petits, qui, par 
rapport aux objets d6finitiIs de la question, seront les diftren- 
fielles secoiides ; et ainsi de suite, la meme transformation 
pouvant &re repetbe un nombre quelconque defois, a la 
condition toujours d’dliminer finalement le nombre de plus en 
plus grand des quantitks infinit6simales introduites comme 
auxiliaires. 

Un esprit encore &ranger & ces consid6ratians n’apercoit 
pas sur-le-champ comment l’emploi de ces quantitks auxi- 
liaires peut faciliter la decouverte des lois anafytiques des 
ph6nomP:nes ; car les accroissements infiniment petits des 
grandeurs ProPosees 6tant de m6me esphce qu’elles, leurs 
relations ne paraissent pas devoir s’obtenir plus aishment, 
la valeur plus OLI moins petite d’une quantite ne pouvant, en 
effet, exercer aucune influence sur une recherche nkcessai- 
rement indtipendante, par sa nature, de toute idtie de valeur. 
hlais il est ais&, nkanmoins, de s’expliquer trbs netternent, et 
d’une manibre tout si fait gknkrale, que1 point, par un tel 
artifice, la question doit se trouver simplifitie. 11 faut, pour 
cela, commencer par distinguer les diffbrents ordres d’infini- 
ment petits, dont on peut se faire m e  idee fort prkcise, en 
considerant que ce sont ou les puissanoes successives d’un 

\ 
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meme infiniment petit primitif, ou des quantitks qu’on peut 
prksenler comme ayant avec ces puissances des rapports finis, 
en sorte que, par exemple, les din’drentielles seconde, troi- 
sibme, etc., d’une m&me variable, sont classkes comme 
infiniment petits du second ordre, ciu troisikme, etc., parce 
qu’il est ais6 de montrer en elles de? multiples finis des 
puissances seconde, troisikine etc., d’une certaine diffBren- 
tielle premiere. Ces notions prkliminaires dtant posbes, l’es- 
prit de l’analyse infinitesimale consiste nkgliger constamment 
les quantit6s infiniment petites a l’egard des quantites finies, 
et, gknkralement, les infiniment petits d’un ordre quelconque 
vis-h-vis tous cenx d’un ordre infkrieur. On conCoit immddia- 
tement combien une telle facult6 doit faciliter la formation 
des Bquations entre les diffkrentielles des quantitks, puisque, 
au lieu de ces diffkrentielles, on pourra substituer tels autres 
klbments qu’on voudra, et qui seraient plus simples consi- 
d6rer, en se conformant Q cette seule condition que les nou- 
veaux Bldments ne diffbrent des pr6cEdents que de quantitks 
infiniment petites par rapport Q eux. C’est ainsi yu’il sera 
possible, en gkomktrie, de traiter les lignes courbes comme 
composees d’une infinite d’81Bments rectilignes, les surfaces 
courbes comme formkes d’B1bments plans ; et, en mkcanique, 
les mouvements varies comme une suite infinie de mouve- 
ments uniformes, se succkdant Q des intervalles de temps in. 
finiment petits. Vu l’importance dc cette conception admi. 
rable, je crois devoir ici, par l’indication sommaire de 
quelques exemples principaux, achever d’6claicir son carac- 
tkre fondamental. 

Qu’il s’agisse de dbterminer, en chaque point d’une courbe 
plane dont I’kquation est donnde, la direction de sa tangente, 
question dont la solution gknkrale a k tk  l’objet primitif 
yu’avaient en vue les inventeurs de l’analyse transcendante, 
On considerera la tangente comme une skcante qui joindrait 
deux points infiniment voisins ; et alors, en nommant dy et 
dx les diffdrences infiniment petites des coordonnkes de ees 
deux points, les premiers BIBments de la geometric fourni- 

ront immddiatement l’equation t = 2, pour la tangente tri- 

gonomelrique de l’angle qui fait avec l’axe des x la tangente 
cherchke, ce qui, dans un sgstbme de coord6nnees rectilignes, 
est la manjere la plus simple d’en fixer la position. Cettc 
Bquation, commune A loules lcs coiirbes, elant poshe, la ( r i ~  

dx 
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tion est rBduite A un simple problbme analytique, qui consis- 
tera A Bliminer les infinitksimales dx et dy, introduites 
comme auxiliaires, en dkterminant, dans chaque cas parti- 
culier, daprks 1’6yuation de la courbe proposh, !e rapport 
de dg A dx, ce qui se fera constamment par des prockd6s uni- 
formes et trbs simples. 

En second lieu, qu’on veuille connaitre la longueur de I’arc 
d‘une courbe quelconque, consicl6rk coimne une fonction des 
coordoniikes dc ses extr6mitBs. I1 serait impossiblc d’ktablir 
immkdiatement l’kquation entre cet arc s el ces coordonnkes, 
tandis qu’il est ais6 de trouver la relation correspondante 
entre les diff6rentielles de ces diverses grandeurs. Les plus 
simples thBorbmes de la gkom6krie 616mcnlaire donneront, 
en effel, sur le champ, en considerant l’arc infinirnent petit 
ds comme une ligne droite, les Bquations 

d s 2 = d y 2 + d z 2 ,  o i i d s 2 = d x ~ + d y 2 + d i 2 ,  
suivant que la courbe sera plane et h double courbure. Dans 
l’un et l’aulre cas, la question est maintenant taut enliere du 
domaine de l’analyse, qui fera remonter, cl’aprks cette rela- 
tion, A celle qui existe entre les quantitks finics ellcs-m: ames 
que l’oii considbrc, par 1’6lirnination des difl’krcntielles, qui 
est l’objet propre du calcul des fonctions indirectes. 

I1 enserait de meme pour laquadrature des airescurviligncs. 
Si la courbe est plane et rapporlke A des coordonnees rccti- 
lignes, on concevra l‘aire A comprise entre clle, l’axe des x, 
et deux coordonnkes extremes, comme augmentant d’une 
quantitB inlinimcnl petite dA, en rBsultat d’un accroisseinent 
analogue de l’abcisse. Alors la relation entre ces cleus diff6- 
rentielles pourra s’obtenir immkdiatement arec la plus grandc 
facilit0, en substituant A 1’618menl curviligne de l’aire pro- 
poshe le rectangle form6 par l’ordonnke extreme ct 1’616ment 
de l’abcisse, dont il ne diffbre thidemment que d’une yuan- 
tit6 infiniment petite du second ordre, ce qui fournira aus- 
sitat, quelle que soit la courbe, I’kyuation diffkrentielle trks 
simple 

dA = ydx, 
#oh le calcul des fonclions indirectes, yuand la courbc sera 
dbfinie, apprcndra A dBduire 1’Bquation finie, objet immkdiat 
du probkme. 

Pareillement, en dgnamique, quand on voudra comaitre 
Texpression de la vitcsse acquise ii chaque instant par un 

‘1.-C. - i. 0 
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carps anim6 d’un mouvernent variesuivant une loi quelconque, 
on considkrera le mouvement comme uniforme pendant la 
d u d e  d’un Blbment infiniment petit du temps f ,  et on formera 
ainsi immkdiatement I’kquation dif‘l‘krentielle de = v d f ,  v db- 
signant la vitesse acquise quand le corps a parcouru l’es- 
pace e, et de 18 il sera facile de conclure, par de simples 
procedes analytiques invariahles, la formule qui donnerait 
la vitesse dans chaque mouvement particulier, d’aprks la 
relation correspondante entre le temps et l’espace ; ou, r6ci- 
proquement, quelle serait cette relation si le mode de varia- 
tion de la vitesse Btait supposk connu, soit par rapport il 
l’espace, soit par rapport au temps. 

Enfin, pour indiquer une autre nature de questions, c’est 
par m e  marche semblable que, dans 1’8tudes des phknomhnes 
thermologiques, comme l’a si heureusement corque M. Fou- 
rier, on peut former trks simplement, ainsi que nous le verrons 
plus tard, l’kquation diffbrentielle gknkrale qui exprime la 
repartition variable de la chaleur dans un corps quelconquu 
A quelques influences qu’on le suppose soumis, d’aprbs la 
seule relation, fort a i d e  9 obtenir, qui reprksente la distri. 
bution uniforrne de la chaleur dans un parallelepipkde reo 
tangle, en considbrant gkomktriquement tout autre corps 
codme dkcomposk en bkmerits infiniment petits; d’une telle 
forme, et thermologiquement le flux de chaleur comme cons 
tant pendant un temps infiniment petit. Dbs lors, loutes ICS 
questions que peut presenter la thermologia abstraite st 
trouveront rhduites, comme pour la gkomktrie et la mha 
nique, ia de purets difficullbs d’analyse, qui consisteront top 
jours dans 1’8limination des diffbrentielles introduites comme 
auxiliaires pour faciliter l’btablissement des 6quations. 

Des exemples de nature aussi diverse sont plus que SU~.  
fisants pour faire nettement comprendre en general l’imrnense 
portee de la conception fondamentale de I’analyse transcen 
dante, telle que Leibnitz l’a i‘ormhe, e t  qui constitue sans 
aucun doute la plus haute penske h laquelle I’esprit humain 
se soit jamai.; eleve jusqu’Q pr8sent. 

On voit que cette conception etait indispensable pour 
achever de loiider la science mathkmatique, en permeltan1 
d’htablir d’une manibre large et fbconde la relation du COP 
cret Q l’abstrait. Sous ce rapport, elle doit &re envisaght 
comme le complement nkcessaire de la grande idke-rnbredt 
Descartes, sur la reprksentation analytique generale de? 
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nomhes naturels, idee qui n’a commencd h &re dignement 
apprbciee et convenahleinent exploitke que depuis la forma- 
tion de l’analyse infinitesiniale, sans laquelk elle ne pouvait 
encore produire, m&me en geomktrie, de rbsultats irks im- 
portants ( I ) .  

Quoique j’aie cru devoir, dans les considerations pr6c8- 
dentes, insister particulikremen( sur l’admirable facilitk que 
presente par sa nature I’analyse transcendante pour la recher- 
che des lois mathbmatiques de tous les phknombnes, je  ne  
dois pas nbgligcr de  faire ressortir une seconde proprietb 
fondamentale, peut-&re aussi importante que la premikre, et 
qui ne h i  est pas moins inherente : j e  veux parler de l’ex- 
tr6me generalit6 des formules diffbrentielles, qui expriment 
en une seule equation chaque phknombne determind, quelque 
varies que puissent &re les sujets dans lesquels on le consi- 
dkre. Ainsi, sous le point de vue de l’analyse infinithsimale, 
on voit, dans les exemples qui preckdent, une seule Bquation 
diffbrentielle donner les tangentes A toutes les courbes, une 
autre leurs rectifications, une troisikme leurs qiiadratures ; 
et de meme, une formule invariable exprimer la loi math& 
matique de tout mouvement varie ; enfin une equation unique 
representer constamment la repartition de la chaleur dans 
un corps et pour un cas quelconques. Cette gPneralit6 si bmi- 
nemmcnt remarquable, et qui est pour les geornktres la base 
des considerations les plus Blevees, est une heureuse cons6- 
quence necessaire et presque immediate de l’esprit meme de 
l’analyse transcendante, surtout dans la conception de Leib- 
nitz. Elle resulte de ce que, en suhstituant aux k l h e n t s  infi- 
niment petits des grandeurs considkrkes, d‘autres infinitAsi- 
males plus simples, qui seules entrent dans les kquations 
diffbrentielles, ces infinitbsimales se trouvent, par leur nature, 

(1) I1 e 
tal aienl 
Deecartc 
Chit n& 
Science 
I‘analysf 
ment el 
obtenus 
Les esp 
ei8 jusq 
phique, 
imrn4dil 

:st bien remarquable, en  effet, que des homines tels que Pas- 
t fait aussi peu d’attention la conception fondamcntale de  
?s, sans pressentir nullement la rkvolution gBn6raIe qu’ellc 
:essairement destinbe B produire dans le systkme entier dc la 
mathbmatique. Cela est venu de ce que, sans fe secours de  

? transcendante, cette admirable methode ne pouvail r6elle- 
icore conduire A des rbsultats essentiels, qui ne pussent &re  
presque aussi bien par la mkthode gkomktrique des  anciens. 

rits m6me les plus 6minents ont toujours bien moinq appr6- 
u’ici les mktbodes g h h r a l e s  par leur simpIe caractere philoso- 
que par les connaissances effectives qu’elles pouvaient procurer 
ateraenb. 
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&re constamment les memes pour chaque classe totale de 
questions, yuels que soient les objets divers du phhombne 
ktudik. Ainsi, par esemple, toute courbe, qiiclle qu’elle soit, 
&ant toujours dkcomposke cn 6li:ments rectilignes, on conGoit 
&priori que la relation entre ces klknients uniformes doit 
nkcessairement 6tre la m&me pour un m h e  phknombne 
gkomhtrique quelconque, quoique l’kquation finie corres. 
pondante h cette loi diffkrenticlle doive varier d’une courhe 
A une autre. I1 en est kvidemment de m6me dans tout autre 
cas cpelconque. L’analysc infinithimale n’a donc pas seule 
ment fourni un prockdb gdnkral pour former indirecternenl 
des Bquations qu’il efit Btk impossible de dkcouvrir d’une 
manikre directe ; elle a pcrmis en outre de considkrer, pour 
l’ktude mathkmatique des phknombnes naturels, un ordre 
nouveau de lois plus g6n6rales et nkanmoins offrant une 
signification Claire et prkcise A tout esprit habitui: Qleur 
interprktation. Ces lois sont constaminent les m h e s  pour 
chaque phknombne, dans quelques objeis yu’on I’ktudie, et 
ne changent qu’en passant d’un phknombne Q un autre ; d‘oi 
l’on a pu d’ailleurs, en comparant ccs variations, s’blever 
quelquefois, par une vue encore plus ghnkralc, des rappro 
chements positifs entre diverses classes de phknomknes toul 
h fait divers, d’aprks les analog+ prksentdes par les expret 
sions diff6rentielles de leurs lois math6matiques. Dans I’dtude 
philosophique de la mathkrnatique concrbte, je m’attacherai i 
faire exactement apprbcier cette seconde propriktb caract& 
ristique de l’analyse transcendanle, non moins admirable que 
la premikre, e t  en vertu de laquelle le s y s t h e  entier d u n e  
science immense, comme la gkomktric ou la mkcanique, apu 
se trouver condensb en un petit nombre de formules ana$ 
tiyues, d o h  l’espril humain peut dbduire, par des rbgles 
certaines et invariables, la solution de ~ O U S  les problkmts 
particuliers. 

Pour terminer l’exposition g6nkrale de la conception de 
Leibnitz, il me reste maintenant a considkrer en ellerm~mela 
dkmonstration du prockdk logique .auquel elle conduit, co 
qui coiistitue malheureusernent la partie la plus imparfaife 
de cette belle mkthode. 

Dans les premiers temps de I’analyse infinitksimale, le! 
gbomktres les plus cblbbres, tels que les deux illustres frirer 
Jean et Jacques Bernouilli at,tachbrent, avec raison, him 
plus d’iniportance h btendre, en la dhcloppant, l’il’? 
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telle dbcouverte de Leibnitz, et Q en multiplier les applica- 
tions, qu’h Btablir rigoureusenient les bases logiyues sur les- 
quelles reposaient les procfid6s de ce nouveau calcul ( I ) .  11s 
se conleiilkrent pendant longtenips de repoiidre par la solu- 
tion inespBr6e des problemes ICs plus difficiles Q l’opposition 
pronoiicec de la plupart des geometrcs du second ordre 
contre les principes de la nouvelle analyse, persuades sans 
doiite, contrairement aux hahitiides ordinaires, que dans la 
science niathkmatique bien plus que dans aucune autre, on 
peut accueillir avec liardiesse les noiiveaux nioyens, mkme 
quand leur rationalit6 est imparkite, pourvu qu’ils soient 
fhonds, puisque, les verifications Btant bien plus faciles et 
plus multiplikes, l’errciir ne saurail demeurer loiiglemps ina- 
perque. Nkanmoins, a p r h  le premier Blan, il Btait impossible 
d’en rester 18 ; et il fallait revenir nkcessairement sur les fon- 
dements memcs de l’anolyse leibnitzieniie pour constater 
gkneralement l’cxactitucle rigoureuse des prockd6s employ&, 
malgr6 lesinfractions apparentesqu’on s’ypermettaitauxrkgles 
ordinaires du raisonnement. Leibnitz, press6 de rkpondre, 
avait lui-mkme prBsmtB une explication tout A fait erronee, en 
disant qu’il traitait les infiniinent petits comme des incompa- 
rubles, et qu’il les negligeait vis-&-vis des quaiitit& finies 
camme des  grains d e  sab le  par  rapport u la mer, considhra- 
tion qu i  efit complkteinent dBnatur6 son analyse, en la rddui- 
sant n’6tre plus qu’un simple calcul d’approximation, qui, 
sous ce rapport, serait radicalemcnt vicieux, puisqu’il serait 
impossible de prBvoir, cn thBsc g6nbrale, A que1 point les 
operations successives peuvent grossir ces erreurs premibres, 
dont l’accroissement pourrait m6me eridemment devenir ainsi 
quelconque. Leibnitz n’avait donc entrevu que d’une manibre 
extr6mement confuse les reritables fondcnicnts rationnels de 
l’analyse qu’il avait cr66e. Ses premiers successcurs se bor- 
nkrent d’abord 51 en vfirifier l’exactitude par la conformite de 
ces rCsultats, clans certains usages particuliers, avec ceux 
que fournissait l’algkbre ordinaire ou la ghom6triedesanciens, 

(1) On ne peut contempler, sans un profond int6r&t, le naif enthou- 
+3Srne de l’illustre Huyghens, au  sujcl de cette admirable crkation, 
Woique son Age avance ne lui perniil point d’en faire hi-m6me aucun 
usage important, et qu’il se Cut d6,ji eleve sans ce puissant secours 
des dkcouvertes capitales. ,Je vois auec surprise et auec admirafion, &xi- 
Wt-11, en 1692, au marquis de L’HOpital, l‘dtendue ef In fdconditd de  
re1 art ; de quelque cote‘ q a e  j e  tourne la vue, f e n  aperCois de nouveuux 
ittages; enfin, j ’y conFois un progres et une spdculafion infinis, 

t 
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en reproduisant, autant qu’ils le pouvaient, d’aprhs les 
anciennes mkthodes, les solutions de quelques problkmes, une 
fois qu’elles avaienl kt6 obtenues par la mkthode nouvelle, 
seule capable primitivement de les faire dkcouvrir. Quand 
cette grande question a ktk  considkrke d’une manikre plus 
gknkrale, les gkomktres, au lieu d’aborder directement la 
difficult&, ont pr6f6rk 1’6luder en quelque sorte, comme I’onl 
fait Euler et d’hlembert, par exemple, en d6montrant abs, 
traitement la conformite nkcessaire et constante de la con. 
ception de Leibnitz, envisagee dans tous ses usages quelcon. 
ques, avec d’autres conceptions fondamentales de l’analyse 
transcendante, celle de Newton surtout, dont l’exactitude 
6tait B l’abri de toute objection. Une telle vkrification gt5nl- 
rale est sans doute strictement suffisantc pour dissiper toute 
incertitude sur I’emploi legitime de l’analyse leibnitzienne, 
Mais la m6thode infinit6simalc est tellement importante, elk 
prescnte encore, dans presque toutes Ics applications, une 
telle suphiorit6 effective sur les autres conceptions gknt5rales 
succesuivemenk proposkes, qu’il y aurait vkritablement imper. 
fcction dam le caraeti.rc pliilosophique de la science a ne  
pouvoir la justifier en elle-m6me, et h la fonder logiquemenl 
sur des considerations d’un autre ordre, qu’on cesserait ensuite 
d’employer efficncement. I1 Btait donc cl’une importance 
rkelle d’ktablir directeinent et d’une manikre ghbrale la 
rationalit6 necessaire de la mkthode infinitesimale. A p ~ h  
diverses tentatives plus ou moins imparfailes pour y parvenir, 
les travaux philosophiques de Lagrange ayant fortemenl 
reporte, vers la fin tlu sikcle dernier, l’attention des g h d *  
tres sur la thkorie g6nBrale de l’analyse infinit6simale, un 
gkomktre trks recommandable, Carnot, prksenta enfin la 
veritable explication logique direcle de la methode de Leib 
nitz, en la montrant comme fondee sur le principe delacoa 
pensation nkccssaire des erreurs, ce qui est vraisemblable 
ment, en effet, la manifestation precise et lumineuse dece 
que Leibnitz avait vaguement et confuskment apert,u, en C O ~  
cevanl les bases rationnelles de son analyse Carnot a rend1 
ainsi la science un service essentiel ( I ) ,  et dont I’importance 

(1) Voyez l’ouvrage remarquable qu’il a publie sous le titre de’  
Riflexions sur  la Md‘taphysique d u  calcul infinitdsimal, et dans lequelon 
trouve d’ailleurs une exposition elaire e t  utile, quoique trop PfY 
approfondio, de tous les divers points de vue sous lesquels 2 
consu le systbme g6n8ral du calcul des fonctions indireetes 
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me semble n’btre pas encore suffisamment apprCci&e, quoi- 
que, comme nous le verrons h la fin de cette leGon, tout cet 
dchafaudage logique de la m6thode infinit6simale propre- 
ment dite ne soit susceptible tresvraisemblablement que d’une 
existence provisoire, en tant que radicalement vicieux par sa 
nature. Je n’en crois pas moins, cependant, devoir considhrer 
ici, afin de complkter cette importante exposition, le raison- 
nement general proposB par Carnot, pour lbgitimer directe- 
ment l’analyse de Leibnitz. Voici en quoi il consiste essen- 
tiellemen t . 

Lorsqu’on btablit l’dquation diffdrentielle d’un ph6nom&ne, 
on substitue aux BlBments inimbdiats des diverses quantitbs 
consid6rBes, d’autres infinitdsimales plus simples qui en dif- 
ferent infiniment peu par rapport, ti AUX, et cette substitution 
constitue le principal artifice de la mBthode de Leibnitz qui, 
sans cela, n’ofyrirait aucune facilitd r6elle pour la formation 
des Bquations. Carnot regarde une telle hypothese comme 
produisant vBritablemcnt une erreur dans 1’8yuation ainsi 
obtenue, et que, pour cette raison, il appelle imparfaife ; 
seulement, il est clair que cette errenr ne peut 6tre qu’infini- 
ment petite. Or, d’un anlre c6t6, tous les procBdksanalytiques, 
soit de diffbrenciation, soit d’intbgration, qu’on applique A 
ces Bquations diffkrentiellcs pour s’Blever aux Bquations 
finies en eliminant toutes les infinithsimales introduites comme 
auxiliaires, produisent aussi constamment, par leur nature, 
ainsi qu’il est ais6 de le voir, d’autres erreurs analogues, en 
sorte qu’il a pu s’opbrer une exacte compensation, et que les 
Bquations ddfinitives peuvent, suivant l’expression de Carnot, 
&e devenues parfaifes. Carnot considere comme un symp- 
tame certain et invariable de I’Btablissement effectif de cette 
compensation nhcessaire l‘klimination complkte des diverses 
quantitds infiniment petites, qui est constamment, en effet, le 
bul dkfinitif de toutes les op&at,ions de I‘analyse transcen- 
dante. Car, si on n’a jamais commis d’autres infractions aux 
rbgles generales du raisonnement que celles ainsi exigbes par 
la nature m6me de la mbthode infinitBsirnale, les erreurs 
infiniment petites prodnites de cette manibre n’ayant jamais 
PU engendrer que des erreurs infiniment petites dans toutes 
les Bquations, les relations sont nkcessairement d’une exacti- 
tude rigoureuse aussitat yu’elles n’ont plus lieu qu’entre des 
quantites finies, puisqu’il ne saurait Bvidemment exister alors 
que des erreurs finies, tandis qu’il n’a pu en survenir aucune 
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de ce genre. Tout ce raisonnemcnt g6n6ral est fond8 sur  la 
notion des quantitks infinitksimales, conGues comme indkfi- 
niment dBcroissantes, lorsque celles doni elles ddrivent sont 
envisagkes comme fixes. 

Ainsi, pour Bclaircir cette exposition abstraite par un sed 
exemple, reprenons la question dcs tangentes, qui est la plus 
facile h analyser complktement. On regardera 1’6quation f = 

9 obtenue ci-dessus comme affectbe d’une erreur infiniment 
dx: 
petite, puisqu’elle ne serait tout & fait rigoureuse que pour 
la sdcante. Maintenant, on achevera la solution en cherchant, 
d’aprh 1’6quation de chaque courbe, le rapport entre les diffh- 
rentielles des coordonnkes. Si cette kquation est, j e  suppose, 
y = a x  *, on aura Bvidemment 

dy = 2 ax dx + dx2.  
Dans cette formule, on devra nkgliger le terme dx2comme 

infinimcr,t petit du second ordre. L)&s lors, la combinaison 
des deux Bquations impai-faites 

suffisant pour Bliminer entieremen1 les infinitksimales, le 
rksultat fini t = 2ax sera necessairement rigoureux par 
l’effet de la compensation exacte des deux erreurs commises, 
puisyu’il ne pourrait, par sa nature, Btre affect6 d’une erreur 
infiniment petite, la seule ndanmoins qu’il pfit y avoir, d’aprks 
I’esprit des procBd6s qui ont 6td suivis. 

I1 serait ais6 de reproduire uniformkment le meme raisob 
nenient par rapport a toutes les autres applications gdnb 
rales de l’analyse de  Leibnitz. 

Celle ingenieuse thkorie est, sans doute, plus subtile que 
solide quand on cherche a l’approfondir. Mais elle n’a cepen. 
dant, en rPalil6, d’autre vice logique radical que celui de I! 
mkthode infinitbsimale ellc-meme, dont elle est, ce me semble, 
le ddveloplm~ent nature1 et l’explication gdn6rale, en sorb 
qu’elie dail &trc adopt& aussi longtemps qu’on jugera conw 
nable d’employer directcment cette m6thode. 

Je passe maintenant a l’exposition g6nBrale des dea 
autres conceptions fondamentales de l’analyse transcendanb 
en me bornanl pour chacune l’idde principale, le caracthe 
philosophique de cette analyse ayant Btk, du reste, suffic.. 
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merd determine ci-Jessus, d’aprks la conception de Leibnitz, 
21 laqielle j’ai dii sphcialement m’allacher parse qu’elle per- 
met de le saisir plus aiskmcnt dans son ensemble, et de le 
d6crire avec plus de rapiditd. 

Newton a present6 successivcment, sous plnsieurs formes 
diffkrentes, sa manihre propre de concevoir l’analyse trans- 
cendante. Celle qui esl aujourd’hui le plus coinniunPment 
adoptee, du moins parmi les g4omktres du continent, a Bt6 
ddsignke par New ton, tanli3t sous le nom de me‘thode des pre- 
’ miires et dernidres raisons, tantBt sous celui de me‘thode des 

lirnifes, qu’on emploie plus frkqucmment. 
Sous ce point de vue, l‘esprit gkn6ral de l’analyse trans- 

cendante consiste h introduire comme auxiliaires, B la place 
des quantitks primitives ou concurremmcnt avec elles, pour 
faciliter l’ktablissement des Bquations, les limites des rapports 
des accroissements simullanksde ces quantitks, ou, en d’autres 
termes, ies dernikrcs raisons de ces accroissements, limites 
ou dernibres raisons qu’on peut aishnent montrer comme 
ayant une valeur dkterminke et  finie. Un calcul spkcial, qui 
est 1’Bquivalent du calcul infinit8sima1, est ensuite deslink A 
s’6lever de ces Bquations entre ces liinites aux equations 
correspondantes entre les quanlitks primitives elles-mkmes. 

La facult6 que prdsente une telle analyse pour exprimer 
plus aisement les lois ma thha t iyues  des phknonihnes tient, 
en gknkral, A ce que le calcul portant, noli sur les accrois- 
sements mkmes des quantitks proposkes, mais sur les limites 
des rapports de ces accroissements, on pourrn toujours sub- 
stituer A chaque accroissement toute autre grandeur plus 
simple A considhrer, pourvu que leur dernibre raison soit la 
raison d’6galit8 011, en d’autres termes, quc la limite de leur 
rapport soit l’unitk. I1 est clair, en eBet, que le calcul des 
limites ne saurait Btre nullement affect6 de cctte substitution. 
En partant de ce principe, on retrouve A peu pres 1’6quivalent 
des facilitks oflertes par l’analyse de Leibnitz, qui sont seu- 
lement conCues alors sous un autre point de vue. Ainsi, les 
courbes seront envisagkes cornme les limites d’une suite de 
polygones rectilignes, les mouvements varies cornme les 
limites d’un ensemble de mouvements uniformes de plus en 
plus rapproch6s, etc. 

Qu’on veuille, par exemple, dkterniiner la direction de la 
tangente B une courbe, on la regardera comme la limite vers 
laquelle tendrait une s6cante qui tournerait autour du point 
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donn6, de maraiere que son second point d’intersection SP 
rapprochat inddfiniment du premier. En nommant A y et h 2, 
les difftircnces des coordonn8es de deux points, on aurait, Q 
chaque instant, pour la tangente trigonomktriqne de l’angle 

que fait la skcante avec l’axe des abcisses, t = -; d’oh, en 

prenant les limites, on dtiduira, relativement A la tangente 
elle-meme, cette formule gdndrale d’analyse transcendante 

AY 
Ax 

d’aprbs laquelle le calcul des fonctions indirectes cnseignera 
dans chaque cas particulier, quaiid I’Bquation de la courbe 
sera donncie, & dkduire la relation entre t e t  x, en Bliminant 
les quantitbs auxiliaires introduites. Si, pour achever la solu- 
tion, on suppose que y = a x2 soit 1’8quation de la courbc 
proposke, on aura Bvidemment, 

Ay = 2azAz + ( A E ) ~ ;  
d’oh l’on conclura 

Or, il est clair que la limite vers laquelle tend le second 
membre, B mesure que Ax diminue, est 2ax. On trouvera 
donc par cette mkthode, t = 2a2, comme nous l’avions 
obtenu ci-dessus pour le meme cas, d’aprbs l’analyse de 
Leibni tz. 

Pareillemeat, quant on cherche la rectification d’une 
courbe, il faut substituer A l’accroissement de l’arc s la corde 
de cet accroissement, qui est Bvidemment avec lui dans une 
relation telle que la limite de leur rapport est l’unit6, et alorL: 
on trouve, en suivant d’ailleurs la m&me marche yu’avec 1: 
m8thode de Leibnitz, cette Bquation gBiidrale des rectifica 
tions 

ou 

(1) J’emploie la caracttkistique L pour designer la lirnite. 



\ MATEC~ATIQUE 139 

_ _ _ _  
tera, d 
Cquatic 
dkduiri 
fluente 
aux C O I  

grande 
venabll 
autres. 

I1 es’ 

selon que la courbe est plane ow B doubie courbure. I1 faudra 
maintenant, pour chaque courbe particulibre, passer de cette 
Bquation 9 celle entre l’arc et l’abcisse, ce qui depend du 
calcul transcendant proprement dit. 

On reprendrait avec la m6me facilit6, d’aprhs la methode 
des limites, toutes les autres questions generales, dont la 
solution a 6th indiquee ci-dessus, suivant la inethode infini- 
tesimale. 

Telle est, essentiellement, la conception que Newton s’etait 
formhe, pour I’analyse transcendante, ou, plus exactement, 
celle que Maclaurin et d’hlembert ont presentee comme la 
base la plus rationnelle de cette analyse, en cherchant A fixer 
et B coordonner les idees dc Ncwton A ce sujet. 

Je dois, nPanmoins, avant de proceder 9 I’exposition de la 
conception de Lagrange, signaler ici une autre forme dis- 
tincte sous laquelle Newton a present6 cette m6me mBthode 
et qui nikrite de fixer particulibrement notre attention, tant 
par son ingknieuse clarte clans quelques cas, que comme 
ayant fourni la notation la mieux appropriee it cette manihre 
d’envisager l’analyse transcendante, et, enfin, comme &ant 
encore aujourd’hui la forme spdciale du calcul des fonctions 
indirectes communement adoptee par les geomhtres anglais. 
Je veux parler du calcul des fluxions et des fluentes, fond6 
sur la notion genkrale des vitesses. 

Pour en faire concevoir l’idee-mbre avec plus de facilitd, 
considkrons toute courbe comme engendrbe par un point 
anime d’un mouvement varib suivant une loi quelconque. Les 
diverses quantites que la courbe peut offrir, I’abcisse, l’ordon- 
d e ,  l’arc, l’aire, etc., seront envisagees comme simultank- 
ment produites par degres successifs pendant ce mouvement. 
La vifesse avec laquelle chacune aura kt6 dbcrite sera dite la 
fluxion de cetle quantite, qui, en sens inverse, en serait 
nnmmAe la fluenfe. DBs lors, l’analyse transcendante consis- 

lans cette conception, A former immkdiatement les 
Ins entre les fluxions des quantitBs proposkes pour en 
3 ensuite, par un calcul spBcial, les Bquations entre les 
s elles-m6mes. Ce que je viens d’dnoncer relativemeut 
urbes peut d’ailleurs Bvidemment se transporter 9 des 
:urs quelconques, envisagees, B I’aide d’une image con- 
e, comme produites par le mouvement les unes des 

t ais6 de comprendre I’identitB g6ndrale et ndcossaire 
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de cette methode avec celle des limiles, compliqu6e de l’idt5e 
6trangBre du mouvement. En effet, reprenant le cas de la 
courbe, si l’on suppose, comme on peut Bvidemment tou<jours 
le faire, que le mouvement du point ddcrivant est uniforme 
suivant une certaine direction, par exemple, dans le sens de 
l’abcisse, alors la fluxion de l’abcisse sera constante, comme 
1’616ment du temps. Pour toutes lcs autres cIuantit6s engeil- 
drhes, le mouvement ne pourrait &tre c o n p  comme uniform 
que pendant un temps iniinimeiit petit. Ccla posh, la vitesse 
6tant ghnkralement, d’aprbs sa notion mkcanique, le rapport 
de chaque espace au temps employe B le parcourir, et ce 
temps &ant ’ici proportionnel B l’accroissement de l’abcisse, 
il s’ensuit que la fluxion de l’ordonnke, de I’arc, de l’aire, etc., 
ne sonl veritablement autre chose, en faisant disparaitre la  
considhration intermkdiairc du temps, que les dernieres rai- 
sons des accroissemcnts de ces diverses quantitks comparis B 
celui de I’abcisse. Cctte mhthode des fluxions et des fluentee 
n’est donc en rbalitk qu’une maniere de se representer, 
daprks une comparaison mkcanique, la methode des pre- 
mieres et dernieres raisons, qui seule est r6ductible en calcul, 
Elle comporte donc nhcessaircment les mkmes avantages 
g6n6raux dans les diverses applications principales de l’ana- 
lyse transcendante, sans que iious ayons bcsoin de le consta. 
ter specialement . 

Je  considere enfin la conception de Lagrange. 
Elle consiste, dans son admir:.ble simplicitt5, ii se repr8. 

senter l’analyse transcenchte comme un grand artifice alg8- 
brique, d’aprbs lequel, pour faciliter I’htablisscment des 
Bquations, on introduit, au lieu defonctions primitives ou avec 
elles, leurs fonctions de‘riueks, c’est-i-dire, suivant la ddfinia 
tion de Lagrange, IC coefficient du premier termc de l’accrois- 
sement de chaque fonction, ordonne selon les puissances 
ascendantes de l’accroissemenl de sa variable. L,e calcul des 
fonctions indirectes proprement, dit est toujours doslini, ainsi 
que dans les conceptions de Leibnitz et de Newton,A Bli- 
miner ces d&t*iue‘es employkes comme auxiliaires, pour ddduire 
de leurs relations les 6quations correspondantes entre Ies gran. 
deurs primitives. 

L’analyse transcendante n’est alors aulre chose qu’une 
simple extonsion trks consid6rable de l’analyse ordinaire. 
C‘Btait d6ja depuis longtemps un prochdb farnilier aux gko-  
mktres, que d’introduire, dans Ies considhrations analytiquec. 
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au lieu des grandeurs m6mes qu’ils avaient 5 Btudier, leurs 
diverses puissances, ou leurs logarithmes, ou leurs sinus, etc., 
afin ’de simplifier les Bquations, et ni6me de les oblenir plus 
aisBment. La cle%untion successive est un artifice general de 
la meme nature, qui prCsente seulement heaucoup plus 
d’ktenduc, et procure, en consBquence, pour ce but commun, 
des ressources bicn plus importantcs. 

Mais, quoiqu’on concoive sans douie h priori que la consi- 
deration auxiliaire de ces d6ri.\-ks peut facilitev 1’BtabIissement 
des Bquations, il rr’est pas ais6 d’expliquer pourquoi cela doif 
etre nBcessairement d’aprBs le mode de d6rivalion adopt6 
plutdt que suivant lout autre translorination. Tel est le cdt6 
faible de la grande pcnske de Lagrange. On n’est point, en 
effet, rkellement parvenu jusqu’ici h saisir en gBnkral d’une 
manibre abstraitc, et’sans rentrer dans les aulres conceptions 
de l’analyse transcendante, les avantagcs prBcis que doit 
constamment prksenter, par sa nature, celte analyse ainsi 
conSue, pour la recherche des lois math6matiques des phB-  
noinhes. 11 est seulement possilde de Ics conslater, en con- 
siderant sbparkment chaque cpcsiion principale, et cette v6ri- 
fication dcvient m&me pknible quand on choisit une question 
compliyuBc. 

Pour indiquer sommairemcnt comment cctte inanibre de 
concevoir l’analyse transcendante peut s’adapter effectivement 
Q la solution des problbmes mathkmatiques, j e  me bornerai A 
reprendrc sous ce point de vue le probkme le plus simple de 
tous ceux ci-dessus examinks, celui des tangentes. 

h u  lieu de concevoir la tang-ente comme le prolongement 
de 1’81kment iniiniment petit de la courbe, suivant la notion 
de Leibnitz; ou cornme la limite des skcantes, suivant les idkes 
de Newton, Lagrange la considkre d’aprBs ce simple caractkc 
gbomBtrique, analogue aux definitions des anciens, d’6tre 
une droite telle yu’entre elle et la courbe il ne peut passer, 
par le point de contact, aucune autre droite. DBs lors, pour 
en dkterminer la direction, il faut chercher l’cxpression ghk-  
rale de sa distance a la courbe, dans un sens quelconque, 
dans celui de l’ordonnhe, par exemple, en un second point 
distinct du premier, et disposer de la constante arbitraire 
relative h l’inclinaison de la droite, qui entrera ndcessaire- 
ment dans cette expression, de inanikre h diminuer cet Bcar- 
tement le plus possibi;., Or, cette distance Btant Bvidemment 
Bgale Q la diffkrence des deux ordonnhes de la courbe et de 
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la droite qui correspondent 
51: + h,  sera representee par la formule 

( f “ ( z )  - t )  12 i- qha + rhq + etc., 

oh t designe, comme ci-dessus, la tangente trigonometrique 
inconnue de I’angle que fait avec l’axe des x la droite cher- 
chde, et f (x) la fonction dkrivke de l’ordonnbc f (51: ) .  Cela post5 
il est ais6 de voir qu’en disposant de f de fason B annuler le 
premier terme de la formule pi%cedente, on aura rendu l’in- 
tervalle des deux lignes le plus petit possible, tellement que 
tout autre droite pour laquelle t n’aurait point la valeur ainsi 
determinee s’bcarterait necessairement davantage de la courbe 
proposde. On a donc, pour la dire6tion de la tangente cher- 
chbe, l’expression gknbrale t == f (z), r6sultat exactement 
Bquivalent 9 ceux que fournissent la methode infinitbsimale et 
la methode des limites. El restera maintenant, dans chaque 
courbe particulibre, h trouver f‘ [z), ce qui est une pure ques- 
tion d’analyse, tout B fait identique avec celles que prescri- 
vent alors les autres mbthodes. 

Aprbs avoir suifisamment consider6 dans leur enseinble 
les principales conceptions generales successiwement pro- 
duites jusqu’ici pour I’analyse transcendante, je ne dois pas 
m’arr6ter Q I’examen de yuelques autres theories proposkes, 
telles que le calcul des e‘vanouissants d’Euler, qui ne sont reel- 
lement quc des modifications plus ou moins importantes, et 
dailleurs inusitbes, des m6thodes prbcedentes. I1 me reste 
maintenant, afin de complCter cct ensemble de considbrations, 
& Btablir la comparaison et I’appr6eiation de ces trois me- 
thodes fondamentales. Je  dois prkalablement constater d’une 
manihre generale leus conformit6 parfaite et necessaire. 

11 est d’abord evident, par ce qui prkcbde, qu’9 considkree 
ces trois rnkthodes quant 9 leur destination effective, ind6 
pendamment des idees prkliminaires, elles consistent touted 
en un m6me artifice logique gbndral, que j’ai caractdrisk dans 
la quakribme leson, savoir : l’introduction d’un certain system6 
de grandeurs auxiliaires, uniformkment corrhlatives B celles 
qui sont I’objet propre de la question, et qu’on leur subst 
expressement pour faciliter I’expression analytique des 
mathdmatiques des phhombnes, quoiqu’elles doivent final& 
ment &re bliminkes, B I’aide d’un calcul spbcial. C’est oe qui 
m’a dhtermine B d6finir r6gulibremerrt l’analyse transcendanh 
le calcul des fonctions indirecfes, afin de marquer son vrai 

une meme n o u v e h  abcisse 
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cural‘ctdre philosophique, en Bcartant toute discussion sur la 
manikre la plus convenable de la concevoir et de I’appliquer. 
L’efYet gBnBral de cette analyse, quelle que soit la mBthode 
employke, est donc de faire rentrer beaucoup plus prompte- 
ment chaque question mathematique dans le domaine du 
calcul, et de diminuer ainsi considBrablement la difficult6 
capitale que prBsente ordinairement le passage du concret il 

l’abstrait. Quoi qu’on fasse, on ne peut espBrer que le calcul 
s’empare jamais de chaque question de philosophie naturelle, 
gBomBtrique ou mdcanique, ou thermologique, etc., imm6- 
diatenient A sa naissance, ce qui serait Bvidemment contra- 
dictoire. I1 y aura constamment, dans tout problkme, uncertain 
travail preliminaire A effectuer sans que le calcul puisse 6tre 
d’aucun secours, et qui ne saurait &re, par sa nature, assujetti 
a des rhgles abstraites et invariables ; c’est celui qui a pour 
objet propre 1’8tablissemen t des kquafions, qui sont le point 
de depart indispensable de toutes les recherches analytiques, 
Mais cette blaboration prbalable aktk singuliBrement simplifide 
par la creation de l’analyse transcendante, qui a ainsi hat6 
1’Bpoque oh la solution coniporte l’application miforme et 
precise de procBd8s gBn6raux et abstraits ; en rkduisant, clans 
chaque cas, ce travail special A la recherche des Bquations 
entre les grandeurs auxiliaires, d’oh le calcul conduit ensuite 
aux Bquations directement relatives aux grandeurs proposees, 
qu’il fallait, avant cette admirable conception, Btablir imm6- 
diatement. Quc ces equations indirectes soient des Bquations 
diffe?enEielLes, suivant la pensBe de Leibnilz ; ou des Bquations 
azrx liinifes, conCorm6ment aux idees de Newton ; ou enfin 
des Bquations cldriue‘es, d’aprks la th8orie de Lagrange, ,le 
procBde gBnCral est Bvidemment toujours le meme. 

hlais la co‘inciclence de ces trois mkthodes principales ne se 
borne pas l’effet commun qu’elles produisent ; e l k  existe, 
en outre, dans la manibre m6me de l’obtenir. En effet, non 
seulement toutes trois considhrent, B la place des-grandeurs 
primitives, certaines grandeurs auxiliaires ; de plus, Ief quan- 
tit& ainsi introduites subsidiairement sont exactement iden- 
tiques dans les trois methodes, qui ne diffhrent, par cons6- 
quent, que par la manikre de les envisager. C’est ce qu’on 
peut aiskment constater, en prenant pour terme g6nBral de 
cornparaison une quelconque des trois conceptions, celle de 
Lagrange surtout, la plus propre A servir de type, comme 
&ant la plus ddgagee de consid6rations ktrangbrss, ”est-il 
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pas evident, par la seule definition des fonclions de‘rive‘es, 
qu’elles ne sont autre chose que ce que Leibnitz appelle les 
coefficienis dife’i*entieIs, ou les rapports de la diffbrentielle 
de chaque fonction A celle de la variable correspondante, 
puisque, en determinant la premiere diff6rentielle7 on devra, 
par la nature meme de la mbthode infinithimale, se borner 
B prcndre le s e d  terme de l’accroissement de la fonction qui 
contient la premiere puissance dc l’accroissement infiniment 
petit de la variable? De meme, la fonction dbrivke n’est-elle pas 
aussi, par sa nature, la iimife nbcessaire vers laquelle tend le 
rapport entre l’accroissement de la fonction primitive et celui 
de sa variable, A mesure que ce dernier diminue indt?finiment, 
puisqu’el-le exprime Bvidemment ce que devient ce rapport, en 
supposant nul l’accroissement de la variable. Ce qu’on dB- 
signe par dY - dans la methode de Leibnitz, ce qu’on devrait 

noter L- AY dans celle de Newton, et ce que Lagrange a 
dx 

A x  
indiqut? par f (z), est toujours une meme fonction, envisagee 
sous trois points de vue differents; les considQations de 
Leibnitz et de Newton, consistant proprement A faire con- 
naltre deux propri6tes gknerales n6cessaires de la fonction 
d6riv6e. L’analyse transcendante, examinCe abstrailement, et 
dans son principe, est donc toujours la meme, quelle que soit 
la conception qu’on adopte : les proc8d6s du calcul dcs 
fonctions indirectes sont ndcessairement identiques dans ces 
cliverses m6thodes qui, pareillement, doivent, pour une appli- 
cation quelconque, conduire constamnient 51 des r6sultatr 
rigoureusement conformcs. 

Si maintenant nous cherchons B apprBcier la valeur relativ 
de ces trois conceptions hquivalentes, nous trouverons dani 
chacune des avantages et des inconvhients qui h i  son1 
propres, et qui empechent encore les gEomktres de s’er 
tenir strictement B une scule d’entre d e s ,  considt?rt?e commt 
dEfini tive. 

La conception de Leibnitz prksente, incontestahlement 
clans l’ensemble des applications, une supkriorite trBs pro 
nonche, en conduisant d’une maniBre beaucoup ,plus rapide, 
et avec bien moins d’efforts intellectuels, a la formation des 
equations entre les grandeurs auxiliaires. C’est B son usagc 
que nous devons la haute perfection qu’ont enfin acquicc 
toutes les theories gbn6rales de la geometric et de la mkca 

I 
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nique. Quelles que soient les diverses opinions spkculatives 
des g8ornblres sur la mkthode infinitksimale, envisagee abs- 
traitement, tous s’accordent tacitement A l’employer de prk- 
fkrence, aussitat qu’ils ont a traiter une question nouveIIe, 
afin de ne point compliquer la difficult8 ndcessaire par cet 
obstacle purement artificiel, provenant d’une obstination 
d6placCe 51 voiiloir suivre une marche moins expbditive. 
Lagrange lui-mkme, apres avoir reconstruit sur de nouvelles 
bases I’analyse transcendante, a rendu, avec cette haute 
franchise qui convenait si bien h son gdnie, un hommage 
Bclatant et ddcisif aux propri6tBs caractkristiques de la con- 
ception de Leibnitz, en la suivant exclusivement dans le sgs- 
terne entier de la nie‘canique annlyfique. Un tel fait nous dis- 
pense, A ce sujet, de toute autre r8flexion. 

Mais quand on considere en elk-mkme, et sous le rapport 
logiyue, la conception de Leibnitz. on ne peut s’cmpecher 
de reconnailre avec J,agrange qu’elle est radicalement vi- 
cieuse, en ce que, suivant ses propres expressions, la notion 
des infiniment petits est une ide‘e fausse, qu’il est impossible, 
en effet, de se representer nettement, quoiqu’on se fassc 
pelquefois illusion & cet Bgard. L’analyse transcendante, 
ainsi consue, prksente, A mes yeus, cette grande imperfec- 
tion philosophique, de se trouver encore essentiellement 
fondde sur ces principes mktaphysiques, dont l’esprit humain 
a eu tant de peine Q ddgager toutes ses thkories’positives. 
Sous ce rapport, on peut dire que la mbthode infinitksimalc 
porte vraiment I’empreinte caractkristique de 1’8poque de sa 
fondation, et du genie propre de son €ondateur. On peut 
bien, il est vrai, par l’ingdnieuse idee de la compensation 
des erreurs, s’expliquer d’une maiiikre gknerale, comme 

I nous I’avons fait ci-dessus, I’exactitude ndcessaire des pro- 
cBd6s g6nAraux qui composent la methode infinitksimale. 
Mais cela s e d  n’est-il pas un inconvdnient radical, que d’etre 
oblige de distinguer, en mathhmatique, deux classes de rai- 
sonnements, ceux qui sont parfaitement rigoureux, et ceux 
dans lesquels on commet 51 dessein des erreurs qui du nvront 
se compenser plus tard ? Une conception qui conduit 51 des 
condquences aussi dtranges est, sans doule, rationnellement, 
bien peu satisfaisante. 

Ce serait dvidemment kluder la difficult& sans la rdsoudre, 
que de dire, comme on 1% fait yuelquefois, qu’il est possible, 
par rapport chaque question, de faire rentrer la mkthode 

A . 4 .  - I. 10 

I 
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infinitbsimale proprement dite dans celle des limites, dont 
le caractbre logique eat irrkprochable. D’ailleurs, une telle 
transformation enI&ve presque entikrement A la conception 
de Leibnitz les avantagcs essentiels qui la recommandent si 
Bmincmment, quant It la facilite et h la rapidit4 des opkra- 
tions intellectuelles. 

Enfin n’eiit-on m h e  aucun Bgard aux importantes cons!- 
dkrations qui prdckdent, la mkthode iniinitdsimale n’en pr6- 
senterait pas moina dvidemment, par sa nature, ce d6faut 
capital de rompre l’unit6 de la mathematique abstraite, en 
cr6an‘k un calcul transcendant fond6 sur  des principes si 
diffkrents de ceux qui servent de base h l’analyse ordinairti 
Ce partage de l’analyse en deux mondes presque ind6pendants 
tend It empecher la formation des conceptions analytiques 
vhritablement gBn6ralcs. Pour en bien apprecier les cons& 
quences, il faudrait se reporter, par la pensde, 4 1’8tat dans 
leyuel se trouvait la science, avant que Lagrange eat Btabli 
entre ces deux grandes sections une harmonie gdn6rale et 
ddfinitivc. 

Passant B la conception de Newton, il est Bvident que,par 
sa nature, elle se trouve 4 I’abri des objections logiques fon- 
damentales que provoque la m4thode de Leibnitz. La notion 
des liinifes est, en clTet, remarquable par sa netlet6 el par sa 
justeise. Dnns l’analyse transcendante presentee de cette 
manikrc, les (?qualions sont envisagbes comme exactes dPs 
l’origine, et les rhgles gh6rales  du raisonnement sont aussi 
conslamment observdes que dans l’analyse ordinaire. Mais, 
d’un autre cBt6, elle est bien loin d’offrir, pour la solution 
des probibnics, d’aussi puissantes ressources que la m6thode 
inbinil8sirnale. Cette obligation qu’elle impose de ne cons:, 
dBrcr Samais les accroissements des grandeurs sBparBment et 
en eux-m&mes, ni seulement dans leurs rapports, mais uni. 
qucmeo t dans les liniites de cea rapports, ralcntit considha. 
hlernent la marche de l’intelligence pour la formation des 
Pclualions anxiliaires. On peut memc dire qu’elle @ne beau. 
coup les transformations purement analytiques. Aussi le 
calcul transcendant, considBr6 skparhment deses applicatians, 
es l - i l  loin d’offrir, dnns cette mhlhode, I’etendue et la ghd- 
raM6 cine lui a imprimhes la conception de Leibnitz. C’esttrh 
pi.niblemcnt, par eseniple, yu’on parvient ii Blendre la thborir 
de Newton aux l‘onctions de plusieiirs variables indkpen. 
da. 1 tcs Quoi qu’il en soil, c’est surtout par rapport auxapol; 
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cations que l’infkrioritb relative de celte th6orie se trouve 
marquee. 

Je ne dois pas n6gliger 8 ce sujet (le faire observer que 
plusieurs gkomktres du continent, en adoptant, comme plus 
rationnelle, la mhthode de Newton pous servir de hase & 
l’analyse transccndante, ont dkguisk en partie cetle infBriorit6 
par une grave inconskquence, qui consiste h appliquer h cette 
mktliode la notation imaginBe par Leibnitz pour la mkthode 
infinitksimale et qui n’est rkellement psopre qu’h elle. En desi- 

gnant par -L ce que, rationnellement, il faudrait, dans la dY 
dx 

est pas 
une idi 
pas se 

Cettc 
abstrai 
haut dl 
que 18. 

dhatic 
dante 

I classe 

plus pl 

s’est n 

AY thkorie des limites, noter, L - et en Btendant h toutes les 
AX 

autres notions analytiyues ce dkplacement de signes, onTe 
propose, sans doute, de combiner les avantages spkciaux des 
deux mkthodes ; mais on ne parvient, en realite, yu’a Btablir 
entre elles une confusion vicieuse, dont l’habitude tend h 
empecher de se former des idkes nettes et exactes de l’une ou 
de l’autre. I1 serait, sans doute, ktrange, & considkrer cet 
usage en lui-meme, clue, par le seul moycn des signes, 011 
pot effectuer une veritable combinaison entre deux th6ories 
gh6rales aussi distinctes. 

Enfin, la mdthode des limites pr6sente aussi, quoiqu’8 un 
moindra degr8, I’inconvbnienL majenr que j’ai signal6 ci- 
dessus, dans la mkthode infinitksimale, d’k1 ablir uno skpara- 
tion totale entre l’analyse ordinaire e l  l’analyse transcen- 
dante. Car l’id6e des iimiles, yuoique nette et rigoureuse, n’en 

; moins, par elle-m&me, comme Lagrange l’a remarque, 
ie Btrangkse dont les thBories analytiques ne devraient 
trouver d6pendantes. 
B unite parfaite de l’analyse, ce caractere purement 
t de ses notions fondamentales, se trouvent au plus 
egrk d a m  la conception de Lagrange, et ne se trouvent 
Elle est, pour cette raison, la plus rationnelle et la 

2ilosophique de toutes. h a r t a n t  avec soin toute consi- 
)n h6t6rogbne, Lagrange a rdduit l’analyse transcen- 
Q 6on vkritable caractbre propre, celui d’offrir une 
trbs Btendue de transformations analytiques, h l’aide 
9les on facilite singulikrement l’expression des condi- 
ies divers probkmes. En meme temps, cette analyse 
Bcessairement presentee par 18 cornme une simple ex- 
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tensionde l’analyse ordinaire ; elle n’a plus Btk qu’une algBbre 
supkrieure. Toutes les diverses parties, jusqu’alors si incohk- 
rentes, de la math6malique abstraite, ont pu &tre conGues, 
d k s  ce moment, comme formant un systkme unique. 

Malhcureusement, une conception douke, indkpendamment 
de la notion si simple et si Iucide qui lui correspond, de pro- 
prikt8s aussi fondamentales, et qui est, sans doute, destide 

devenir la theorie definitive de l’analyse transcendante, 
cause de sa hautesup6rioritkphilosophique surtoutes lesautres 
mkthodes proposkes, prksente, dans son &at actuel, trop de 
difficult&, q u m t  aux applications, lorsyu’on la compare A la 
conception de Newlon, et surtout B celle de Leihnitz, pour 
pouvoir &re encore exclusivement adoptke. Lagrange hi- 
meme n’est parvenu que tres pkniblemcnt retrouver, d’aprki 
sa mkthode, Ics rfisullats principaux dkjB obtenus par la m6 
thode infinitkimale pour la solution des questions g8n6rales 
de gBom6trie et de mkcanique ; on peut juger par 1B combien 
on trouverait d’obstacles h traiter, de la meme manikre, des 
questions vraiment nouvelles et de quelque importance. II 
est vrai que Lagrange, en plusieurs occasions, a montrh que 
les difficult&, m&mc artificielles, dkterminent, dans le? 
hommes de gknic, des eirorts supkrieurs, susceptibles de 
conduire B des rksultats plus ktendus. C’est ainsi qu’en ten- 
tant d’adapter sa m6thode h 1’8tude de la courbure des lignes, 
qui paraissait si peu pouvoir en comporter l’application, il 
s’est Blevk i5 cette belle thkorie des contacts qui a tant perfec- 
tionnk cette partic importante de la g6omktrie. Mais, malgrt! 
ces heureuses exceptions, la conception de Lagrange n’en 
est pas moins jusqu’ici demeurke, dans son ensemble, essen- 
tiellement impropre aux applications. 

Le rhsultat final de la comparaison gknerale que je viens 
d’esquisser, et qui exigeraj t de plus amples d&eloppements, 
est donc, comme je l’avais avanc6 en commenCant cettelecon 
que, pour connaitre rkellemcnt l’analyse transcendante, il 
faut non seulcment la consid6rer, dans son principe, d’aprks 
les trois conceptions fondamcntales distinctcs, produites par 
Leibnitz, par Newton et par Lagrange, mais, en outre, s’habi- 
tuer B suivre prcsque indiffkremment d’aprks ces trois rnB 
thsdes principales, et surtout d’aprbs les deux extrkmes, la 
solution de toutes les questions importantes, soit du calcul 
des fonctions indirectes en hi-meme, soit de ses applications. 
C’est une marche que j e  ne saurais trop forternent recom- 
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mander 5t tous ceux qui desirent juger philosophiquement 
cette admirable crbation de l’esprit humain, comme i~ ceux 
qui veulent essentiellement apprendre se servir avec succks 
et avec facilith de ce puissant instrument. Dans toules les 
autres parties de la science math6matique, la considkration 
de diverses m6thodes pour une seule classe de questions pcut 
6tre utile, meme ind6pendamment de l’int6r6t historique 
qu’elle presente ; mais elle n’est point indispensable : ici, an 
contraire, elle est strictement nkcessairc. 

hyant determine avec precision, dans cette leion, le ca- 
ractkre philosophicpc du calcul des fondions indirectes, 
d’aprks les principales conceptions fondamentales dont il est 
susceptible, il me reste maintenant h considkrer, dans la 
lecon suivante, la division rationnelle ct la composition g6n6- 
rale de ce calcul. 
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Tableau gkne’ral du calcul des fonctions indirectes. 

Par  suite des considkrations exposees d a m  Ia leCon pr6ck- 
dente, on conGoit que le calcul des fonctions indirectessedivise 
ntkessairement en deux p wties, ou, pour mieux dire, se dBcom 
pose en deux calculs tout & fait distincis, quoique, par leur 
nature, intiinement lids ; suivant qu’on se propose de trouver 
les relations entre les grandeurs auxiliaired, don1 l’introduc- 
tion constitue l’esprit gBn4ral de ce calcul, d’aprhs les relations 
entre les grandeurs primitives correspondantes ; ou yu’on 
cherche, en sens inverse, & d6couvrir ces 6quations directes 
d’aprh les Bquations iiidirectes &tablies immkdiatement. Tel 
est, en eaet, le double ol~jei  ([don a continuellement en vue 
dans l’analyse transcendante. 

Ces deux calculs ont r c ~ u  difT6rcnts noms, sclon le pointde 
vue sous lequel a 616 envisage I’ensemhle de celte analyse. 
La mBthode infinit6simale proprcment dile &ant jusqu’ici la 
plus usitBe, par les raisons que j’ai discut6es, presque tousles 
gBombtres du continent emploient habituellement, pour dksi- 
p e r  ces deux calculs, les ddnominations de culcul diffe‘renfiel 
et de calcul inte‘gral, 6tablies par Leibnitz, et qu i  sont,cen 
effet, des consBquences trks rationnclles de sa conception, 
Newton, d’apr8s sa mkthode, a nomm6 le premier le caIcd 
des fluxions, et le second le calcul des fluenfes, expressions 
commun6ment adopt6es en Angleterre. Enfin, en suivant la 
th6orie Bminemment philosophique fondke par Lagrange, on 
appellerait l’un le culcul des fonclions dr%iuPes, et I’autre IC 
calcul des foncfions prirnitiues. Jc continuerai Q me servir des 
termes de Leibnitz, comnie plus propres, d a m  notre langue, 
?i la formation des expressions secondaires, quoique je doivp 
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d’aprhsles explications contenues dans la le(;on prkchdenle, 
employer concurremment toutes les diyerses conceptions, en 
me rapprochant, autant que possible, de celie de Lagrange. 

Le calcul diff4rentiel est Bvideniment la base rationnelle 
du calcul integral. Car nous ne savons ct ne pouvons savoir 
intbgrer immBtliatement que les expressions diil’BrenLielles 
produites par la diffkrentiation des diverses forictions simples 
qui constituent le5 k l h e n t s  gbnbraux de notre analyse. L’art 
de l’inlbgration consiste ensuite essentiellcrnent a ramener 
autant que possible, tous les autres cas ii ne dbpendre, h a -  
lement yue de ce petit noinhre d’intkgrations fondamentales. 

En considerant I’ensemble de l’analyse transccndante, tcl 
que je l’ai caractBrisB dam la IeSon pr6c&lentc, on ne voit pas 
d’abord qu’elle peut etrc I’utilitB propre du calcul diffhrenticl, 
indbpendamment de cette relation nitcessaire avec le calcul 
intdgral, qui semble devoir etre, par lui-meme, le s e d  dircc- 
tement indispensable. En effel, l’dimination des infinithi- 
males ou des dbrivdes, in troduites comme amiliaires pour 
faciliter 1’Btablissemeht des Bquations, constituant, d’apres ce 
que nous avons vu, I’objet definitifet invariable du calcul des 
fonctions indirecles, il est nature1 de penser que le calcul qui 
enseigne B clkduire des Bquations entre ces grandeurs ami-  
liaires, celles qui ont lieu entre les grandeurs priiniti\eb eiles- 
In&mes, doit strictemcnt suflire aux besoins g6n6raux de 
l’analyse transccndante, sans 1p’0n apersoii e, au preniier 
COUP cl’ceil, quclle part sp6ciale e l  couatanle pcat avoir, d h l ~  
une telle analyse, la solution de la qnestion i:iverse. Ce serait 
abusivemenb que, suivant l’usage ordinaire, pour expliquer 
l’influence directe et nkcessaire propre au calcul diflbrentiel, 
on h i  assignerait la destination de former Ics Bquations difl6- 
reniielles, d’oh le calcul integral fait psrvenir ensuite aux 
equations finies. Car la formation primitive des dquations 
diffhentielles n’est, et ne peut &re, t+ propreinent parlrr, 
I’objet d’aucun calcul, puisyu’elle constitue, au contraire: par 
sa nature, le point de clkpart indispensable de tout calcul 
quelconque. Comment, en particulier, le calcul difi’brmtiel 
qui, par Iui-m+me, se rkduit $1 enseigner les moyens clc di/j‘d- 
renfzer les diverscs equations, pourrait-il Atre un prockd6 
general pour en ktablir ? Ce qui, dans toule application de 
l’analyse transcendante, facilite en effet In formation cles 
Bquations, c’est la nze‘thode infinitksimale, et non le calcul 
infinitdsimal, qui en est parfaitement distinct, quoiqu’en 
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&ant le compldment indjspensable. Une telle considdration 
donncrail clonc une fausse id6e de la destination spdciale qui 
caractkrise le calcul diffkrentiel dans le systkme genBral de 
I’analyse transcendante. 

Nais cc serait, nkanmoins, concevoir bien imparfaitemeut 
la veritable importance propre de cetle premiere b r a n c h  du 
calcul des fonctions indirectes, que d’y voir seulement un 
simple travail prklimiuaire, n’ayant d’autre objet gdiiBral 
et essentiel que de prkparer au calcul inttigral des foildements 
indispensables. Coinme les id6es sont ordinairement confuses 
B cet Bgard, j e  crois devoir expliquer somariaircment ici cette 
importante relation, telle quc je la conCois, et montrer que, 
dans cliaquc application yuelcoiique de I’analyse transcen- 
dante, une premiere-part directe et necessaire est constam- 
ment assignke au calcul diffkrentiel. 

En forinant les Byuations diff6rcntielles d’un phBnomkne 
quelconque, il est bien rare qu’on se borne B introduire dif% 
renticllement. les seules grandeurs dont on cherche les rela- 
tions. §’imposer cett e condition, ce serait diminuer inutile- 
menl Ies ressources yuc prBsente I‘analyse transcendante 
pour l’expression des lois math6matiques des phenomhes. Le 
plus souvent on fait entrer aussi par leurs dilr%renliclles, dam 
ces dquations preniikres, d’autres grandeurs, dont la relation 
est ddjA connue ou supposBe I’etre, e l  sans la consicleration 
desquelles il serait frBcpcmmen t, impossible d’ktablir le4 
Bquations. C’est ainsi, par exemple, que dans le probkme 
general de la rectification des courbes, 1’Bquation diffdren- 
tielle 

ds2 = dy2 + dz2, ou d s 2  = d x 2  + d!j2 + d 9 ,  

n’cst pas seulement Btablie entre la fonction cherchde s et la 
variable indkpendante z A laquelle on veut la rapporter; mais 
on a introduit en meme temps, eomme irilermBdiaires indis- 
pensables, les diiT6renlielles d’une ou deux autres fonctions y 
et z ,  qui  sont au nombre des donnkes du problbme ; il n’edtpas 
B t B  possible de former imm6dialeinent I’equation entre ds et 
dz ,  qui serait d’ailleurs particdiere A chaquc courbe consi- 
dkr6e. I1 en est de meme pour la plupart des questions. Or, 
dans ces cas, ilest Bvident que 1’8quation diffBrentielle n’estpas 
iinmOdiatement propre B I’inLBgration. I1 faut, auparavant, 
que les diff Brentielles des fonctions supposBes connues, qui 
ont BtB employdes comme intermkdiaires, soient entierement 
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BliminCes, afin que les Bquations se trouvent Btablies entre les 
diffhrentiellcs des seules fonctions cherchkes et celles des 
variables rdelleinent indbpendantes, aprbs qiioi la question 
ne depend plus eflectivement que du calcul int6gral. Or, 
cette 6limination prkparatoire de cerlaines diffkrentielles, afin 
de reduire les infinitkimales au plus petit nombre possible, 
est simplenient du ressort du calcul diffkrentiel. Car elle doit 
ae faire, Bvidemment, e n  dbterminant, d’aprks les Brpations 
entre les fonctions supposkes connues prises pour intermb- 
diaires, les relations de leurs cliff6rentielles, ce qui n’est 
qu’une question de ditT6rentiation. hinsi, par cxemple, dans 
le cas des rectifications, il faudrn d’abord calculer dy ou dg 
et dz, en diffbrenliant l’kquation ou les 8qualions de chaque 
courbe proposke ; et ti’aprbs ces expressions, la formule 
diffkrentielle gi.iii:rale 6nonci:e ci-clessus ne contiendra plus 
que ds et dx; parvenue B ce point, l’bliminalion des infinitBsi- 
males ne peut plus &Ire achevCe que par le calcul intkgral. 

Tel est donc l’office gknkral necessairement propre au cal- 
CUI differentiel dans la solution totale des questions qui exi- 
gent l’emploi de l’analyse transcendante : prkparer, autant 
que possible, l’klimination des infinitdsimales, c’cst-B-dire 
rkduire, dans chaque cas, les Bquations differentielles primi- 
tives ne plus contenir que les diffkrentielles des variables 
rbellement indhpendantes e t cellesdes fonctions cherchdes, en 
faisant disparaitre, par la diff8r.en1iation7 les diEf6rentielles de 
toutes les autres fonctions connues qui ont pu c‘tre prises pour 
intermediaires lors de la formation des dyuations diffkrentielles 
du probkme. 

Pour certaines questions, qui, yuoique en pelit nombre, 
n’en ont pas moins, ainsi que nous le verrons plus tard, une 
trCs grande importance, les grandeurs cherchkes se trouvent 
meme entrer directement, e t  non par leurs cliffkrentielles, 
dans les Bquations diffBrentie!les primitives, qui ne con- 
tiennent alors diffBrentiellement que les diverse5 fonctions 
connues, employees comme intermediaires d’aprbs l’expli- 
cation prkckdente. Ces cas soni, de lous, ICs  plus favorubles, 
car il est evident que le calcul diff6rentiel suffil alors entie- 
rement A 1’8limination complhte des infinitksimales, sans 
clue la question puisse doniier lieu B aucune intkgration. 
Clest ce qui arrive, par exemple, dans le p r o b l h e  des 
tangentes, en g6ombtrie ; dans celui des vitesses en m6ca- 
nique, etc, 
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Enfin, plusiaurs autres questions, dont Ae nombre est 
aussi fort petit, mais dont l’importance n’est pas moins grande, 
prisentent un second cas d’exception, qui est, par sa nature, 
exactement l’inverse du prkchdent. Ce sonl. celles oh 10s 
Bquations diffirentielles se trouvent 6tre immediaternent 
propres A l’in tegration, parce qu’elles ne contiennent, d8s 
leur premiere formation, que les infinitisimales relatives aux 
fonctions cherchees ou aux variables riellement indkpen: 
dan tes, sans qu’on ait 816 oblige d’introduire diffkrentielletnent 
d’autres fonctions comme intermkdiaires. Si, dans ces now 
veaux cas, on a eflectivement employ6 ces dernikres fonctions, 
comme par hypothese, elles entreront directement et non par 
leurs diflirentielles, l’algkbre ordinaire suffira pour les hli. 
miner’, et rBduire la question A ne plus dependre que du 
calcul intbgral. Le calcul differentiel n’aura donc alors aucun8 
part speciale B la solution complhte du probleme, qui sera 
tout entiere du ressort du calcul intigral. La question gOnC. 
rale des quadratures en offre un exemplc imporlant, car. 
1’Bquation diffkrentielle Btanl alors, dA =- yds ,  deviendra im 
mkdiatementpropre A l’intbgration aussitbt yu’on aura8limin6, 
d’aprhs 1’6quation de la courbe proposbe, la fonction inter? 
mediaire y, qui n’y entre point diiY6rentiellement: la m6me 
circonstance a lieu pour le prohleme des cubatures, et pdr 
quelques autres aussi essenliels. 

En rksullat geniral des consiclkralions prkckdenteg, il f a d  
donc partager en trois classes les questions matheimatiqued 
qui exigent l’emploi de I’analyse transcendante : la premiere 
classe comprend les problemes susceplibles d’6tre entikrement 
reisolus au moyen du Feu1 calcul diffkrentiel, sans aucun 
besoin du calcul integral ; la seconde, ceux qui sont, au con. 
traire, entikrement du ressort dn calcul intkgral, sans que 16 
calcul differentiel ait aucune part A leur solution; enfin,dans 
la troisikme et la plus Btcndue, qui constitue le cas normal, 
les deux autres n’ktant que d’exception, les deux calculs on1 
successivement une part distincte et necessaire A la 
Iution complkte du problkme, le calcul diflkrentiel faisan1 
subir aux Bquations diffhrentielles primitives une preparation 
indispensable l’application du calcul int6gral. Telh 
son t esactement les relations gknkrales de ces deux calculg, 
dont on se forme commundment des idees troppeuprb-1 
cises. 

Jetons maintcnant un coup d’ceil general sur la compoci’; ‘ 
I 



rationnelle de chacun d’eux, en commenc,ant, comme il con- 
vient Bvidemment, par le calcul diffdrentiel. 

Dan5 l’exposition de I’analyse Iranscendante, on a I’habitude 
de meler A la partie purement analytique, qui se rdduit au 
trait6 abstrait de la diB6rentiation et de l’intkgration, I’dtude 
de ses diverses applications principales, surtout de celles qui 
concernent la geoniktrie. Cette confusion d‘idkes, qui est u m  
suite du mode effectif suivant lequel la science s’est d6ve- 
loppBe, prBsente, sous le rapport dogmatiyue, de graves 
inconvbnients en ce qu‘elle empechc de concevoir convena- 
blement, soit I’analyse, soit la gBom6trie. Dcvant considerer 
ici la coordination la plus rationnelle possible, je ne compren- 
drai, dans le tableau suivant, que le calcul des fonctions 
indirectes proprement dit, reservant, pour la portion de ce 
volume relative it 1’8tude philosophique de la mathematique 
concrkte, l’examen genkral de ces grandes applications gko- 
metriques et mkcaniques ( I ) .  

La division fondamentale du calcul diffkrentiel pur, ou du 
trait6 general de la diffkrentiation, consiste B distinguer deux 
cas, suivant que les Eonctions analytiques qu’il s?agit de diff8- 
rentier sont explicifes ou implicites ; d’ou deux parties ordinai- 
rement designees par les noms de diffkrentiation des fornzules 
et diffhrentiation des e‘quations. 11 est ais6 de concevoir ci 
priori l’importance de cette classification. Ea  effet, une tclle 

‘distinction serait i h s o i r e  si l’analyse ordinaire Btait parfaite, 
c’est-A-dire, si l’on savait rGsoudre algkbriquement toutes les 
Bquations ; car alors il serait possible de rendre explicite toute 
fonction implicite ; et, en ne la diffdrentiant que dans cet 
Btat, la seconde partie du calcul diffbrentiel rentrerait imm8- 
diatement dans la premikre, sans donner lieu A aucune nou- 
%velle difficult6. Mais la resolution algebrique des Bquations 
Btant, comme nous l’avons vu, encore presque dans l‘enfance, 
et ignorBe jusqu’d present pour le plus grand nombre des cas, 
on comprend qu’il en doit &re lout autrement ; puisqu’il 
s’agit, des lors, d proprement parler, de diffkreiitier une fonc- 
lion sans la connaftre, bien qu’elle soit dkterminde. La diffb- 

(1) J’ai I 

de l‘analg 
professei 
leque1 je 
son tour: 

itabli depuis longtemps, dam rnon enseignement ordinaire 
rse transcendante, l’ordre que j e  vais expofier. Un nouveau 
ir d’analyse transcendante A 1’Ecole Polytechnique, avec 
me fklicite de m’@tre rencontrk, M. Mathieu, a adopt& dans 
5 de cette anlike, une inarche essentiellemcnt ccml~lnhlc. 
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renliation des fonctions implicites constitue donc, par s; 
nature, une question vraimenl dislincte de celle que prQen 
tent les fonctions impiiciks, e l  nkcessairement plus compli 
quke. hinsi c’est, kvidemcnt par la din‘krentiation des formuk 
qu’il faut commencer, et on porvirnt ensuite ti. ramenei 
gknkraleinent 5 ce premier cas la diffbrentiation des kquations 
par certaines considkrations analyliques invariables q u e  je nr 
dois pas mentionner ici. 

Ces deux cas gknbraur: de la diffkrenliation sont encon 
distincts sous un autre rapport kgalement nkcessaire, et trol 
important po:ir que je nbglige de IC signaler. La relatior 
obtenue entre les diffhnt ie l lcs  est constamnieiit plus indi 
recte. par rapport h celle des quantitks finies, dans la diffb 
rentiation des fonctions implicites que dans celle des fone 
tions explicites. On sait, en effet, d’aprks Ies consideration 
prbsentkes par Lagrange sur  la formation gknhrale de 
Bquations dif‘fkrentielles, que, d’une part, la m&me Bqua 
tion primitive peut donner lieu ti. un plus ou moins granr 
nombre d’kquations dBrivkes de formes trks diverses, quoique 
au  fond, Equivalentes, suivaiit celles des constantes arbitraire 
que l’on Blimine, ce qui n’a pas lieu dans la diffkrentiatiol 
des formules explicites ; et que, d’une autre part, le systkmi 
infini d’kquations primitives diffkrentes qui correspondent i 
tine ’meme Bqualion dBrivBe :prksente une variBtk analytiqur 
bien plus profonde que celle des diverses fonctions suscep 
tibles d’une m&me diffbrentielle explicite, e l  qui ne se dis 
tinguent les unes des autres que par un terme constant. Le 
fonctions implicites doivent gtre envisagbes comme Btan 
reellement encore plus modifikes par la diffkrentiation qut 
les fonctions explicites. Nous retrouverons tout A I’heurt 
cette considbration relativement au calcul intkgral, ob ellt 
acquiert une importance prkpondhrante. 

Chacune des deux parties fondamentales du calcul diffh 
rentiel se subdivise elle-m&me en deux theories tres dis 
tinctes, suivant qu’il s’agit de diff6rentier des fonctions i u n c  
seule variable, ou des fonctions ti. plusieurs variables indC 
pendantes. Ce second cas est, par sa nature, touthfail 
distinct du premier, et prksente Bvidemment plus de corn 
plication, mbme en ne considbrant que Ies tonctions expli. 
cites, et 5 plus forte raison pour les fonctions implicites, Du 
reste, l’un se dBduit g6nBralement de l’autre, I’aide d’unprini 
cipe invariable fort simple, qui consiste 4 regarder la rlFL 
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rentielle totale d'une fonction en vertu des accroissernents 
simultanbs des diverses variables indbpendantes qu'elle con- 
tient, comme la somme des diffkrentielles partielles que pro- 
duirait l'accroissement sdpard de chaque variable successive- 
ment, si toutes les autres ktaient constantes. I1 faut, d'ailleurs, 
soigneusement remaryuer B ce sujet une notion nouvelle 
qu'introduit, dans le systkme de I'analyse transcendante, la 
dislinction des fonctions Q une seule variable e l  h plusieurs : 
c'est la consiclkration de ces diverses fonctions dbrivkes 
sp6ciales, relatives A chaque variable isolkment, et dont le 

^nombre croit de plus en plus B iiiesure que l'ordre de la 
derivation s'klkve, et aussi quand les variables sont plus 
multiplikes. I1 en rdsulte que les relations dilfkrenlielles 
propres aux lonctions de plusieurs variables son{, par leur 
nature, ct bien plus indircctes, et surtout heaucoup plus 
indktermindes que celles relatives aux fonctions d'une seule 
variable. Cela est principalemen t sensible pour les fonctions 
implicites ou, au lieu des simples constantes arbitraires que 
l'klimination fait disparaitre quand on forme les kquations 
diffkrentielles propres aux fonctions d'une seule variable, ce 
sont des fonctions arbitmires des variables p r o p o s h  qui se 
trouvent kliminkes, d'ou doiveiit rksulter, lors des intkgra- 
tions, des diffkultks spdciales. 

Enfin, ponr complkter ce tableau sommaire des diverses 
parties essentielles du calcul diffdrenticl propremelit dit, 
j e  dois ajouter que, dans la diffkrentiation des fonctions 
implicites, soit A une seule variable, soit h plusieurs, il faut 
encore distinguer le cas ob il s'agit de diflkrentier B la fois 
diverses fonctions de ce genre, m616es dans cerlaines 6qua- 
tions primitives, de celui o h  toutes ces fonctions sont 
skpar6es. 

Les fonctions sont Evidemment, en effet, encore plus im- 
plicites clans le premier cas que dans Ie second, si l'on con- 
sidere que la meme imperfection de l'analyse ordinaire, qui 
empeche de convertir t ou le  fonction implicile en une fonc- 
tion explicite 6quivalente, ne pcrmet pas davantage tie 
skparer les fonctions qui entrent simultankment clans un 
systkme quelconque d'dquations ; il s'agit alors de difl'd- 
rentier, non seulement sans savoir rksoudre les bquations 
primitives, mais meme sans pouvoir effectuer entre elles les 
Climinations convenahles, ce qui constitue une nouvelle 
4 i Tfku I t6. 
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Tels sont donc l’enchaineinent nature1 et la  distribution 
rationnelle des diverses theories principales dont se compose 
le trait6 gknkral de la diffkrcntiation. On voit que, la diffh- 
rentiation des fonctions implicites se dkduisant de celles des 
fonctions explicites par un seul principe constant, et la dif- 
fkrentiation des fonctions h plusieurs variables se ranienant, 
par un autre principe fixe, ,i ceIIc dcs fonctions A une seule 
variable, tout le calcul diflkrentiel se Lrouve reposer, en der- 
nikre analysc, sur  la diffkrentiation des fonctions explicites i 
une seule variable, la seule qui s’exkcute jamais directement. 
Or, il est ais6 de concevoir que cette premiere thdorie, 
base nkcessaire du systkme entier, consiste simplement dans 
la dflkrentiation des dix fonctions simples, qui sont les 818- 
ments uniformes de toutes nos combinaisons, analytiques, 
et dont j’ai prksentk le tableau (4” lec,on, page 91,). Carla 
diffkrentiation des fonctions composkes sc dbduit dvideinmenl, 
d’une manikre immbdiate et nkcessaire, de celle des fonctions 
simples qui les constitnent. C’est donc h la connaissance de 
ces dix diffkrentielles fondamentales, et ?I celle des deux 
principes gdnkraux, ci-dessus mentionnks,. qui y tambent 
tous les antres cas possibles, que se rkduit, & propremknt 
parler, tout le trait4 de la difl‘krentiation. On voit, par la 
combinaison de ces diverses considdralfons, combien est B la 
fois simple et parfait le systkme entier du calcul diffkrentiel 
proprement dit. I1 constitue certainement, sous le rapport 
logique, le spectacle le plus intkressant que l’analyse math& 
matique puisse presenter A notre intelligence. 

Le tableau gknkral que je  viens d’esquisser sommairement 
offrirait, nkanmoins, une lacune essentielle, si je n’indiquaig 
ici distinctement une dernikre thkorie, qui forme, parsanature, 
le complkment indispensable du trait6 de la difftirentiatiad. 
C’est celle qui a pour objet la transformation constante des 
fonctions dkrivkes, en resultat des changements dbterminks 
de variables indkpendantes, d’oh rksulte la possibilit6 de rap. 
porter A de nouvelles variables toutes les formules diffdren. 
tielles generales ktablies primitivement pour d’autres. Cette 
question est maintenant rksolue de la manihre la plus corn- 
plkte et la plus simple, comme toutes celles dont se compose 
le calcul difykrentiel. On conpoit aiskment l’importance ghnk- 
rale qu’elle doit avoir dans les applications quelconques de 
l’analyse transcendante, dont elle peut &re considkrhe cornme 
augmentant les rcssources fondamentales, en permettant (1’ 
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choisir, pour former d’abord p l p  ais6ment les Bquations 
diffkrentielles, le systbme de variables independantes qui 
paraltra le plus avantageux, bien qu’il ne doive pas &re main- 
tenu plus tard. C’est ainsi, par exemple, que la pliipart des 
questions principales de la gkom6trie se resolvent beaucoup 
plus aisemeiit en rapportant les lignes et les surfaces 9 des 
coordonn6es rectilignes, et qu’on peut neanmoins etre conduit 
A les appliquer h des formes exprim6es analytiquement a 
l’aide de coordonndes p l a i r e s ,  ou de toute autre manibre. On 
pourra commencer alors la solution diffkrentielle du probkme 
en employant toujours le systhme rectiligne, mais seulement 
comme un interm6diairq d’aprks lequel, par la thkorie g6nk- 
rale que nous avoiis en vue ici: on passera au systbme ddfi- 
nitif, qu’il eOt BtO quelquefois impossible de considPrer direc- 
tament. 

Dans la classification rationnelle que j e  viens d’exposer 
pour l’ensemble du calcul dill’&-entiel, on serbit naturellement 
tent6 de signaler une omission grave, puisque j e  n’ai pas 
sous-divisti chacuue des quatre parties essentielles d’aprB9 
une autre consid6ration gdn6rale, qui semble d’ahord fort 
importanle en elle-meme, celle de I’ordre plus ou moins 
Blev6 de la diffkrentiation. RIais il est ais6 de comprendre 
que cette distinction n’a aucune influence rkelle dans le 
calcul diffkrentiel, en ce qu’elle n’y donne lieu 9 aucune diffi- 
cult6 nouvelle.En effet,si le calcul difl6renliel n’titait pas rigou- 
reusemeni, complet, c’est-b-dire. si on ne savait point differen- 
tier indistinctement toute fonction yuelconyue, la diffkrentia- 
tion au second ordre, ou nn ordre supkrieur, de chayue fonc- 
tion dkterminke, pourrail engendrer des difficult& spkciales. 
Mais la parfaite universalit6 du calcul diffbrentiel donne h i -  
deinment I’assurance de pouvoir diffkreiitier 9 un ordre 
quelconque toutes les fonctions analyticlues connues, la yues- 
tion se rkduisant sons cesse B une differentiation au premier 
ordre, successivcment redouhlke. Ainsi, la considhation 
des divers ordres de diffkrentielles peut bien donner nais- 
sance A de nouvelles remarques plus ou moins impor- 
tantes, surtout en ce qui concerne la formation des equations 
diff6rentielles, et les d6riv6es partielles successives des fonc- 
Lions h plusieurs variables. Rlais elle ne saurait, Bvidemmenl, 
constituer aucun nouveau problkme g4nBral dans le trait6 de 
la diffkrentiation. Nous verrons tout B l’heure que cette dis- 
tinction, qui n’a, pour ainsi dire, aucune importance dans le 
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calcul diffBrentie1, en acquiert, au contraire, une trks graiide 
dans le calcul inlBgral, en vertu dc l’extrome imperfection de 
ce dcrnier calcul. 

Enfin, quoique j’aie cru, en thbse gBnBrale, ne devoir nul 
leincnt cnvisagcr en ce moment les diverses applications prin- 
c ip l e s  du calcul diffkreiitid, il convient nkanmoins de faire 
une exception pour celles qui consistent dans la solution de 
questions piirement analytiques, qui doivcnt, en effet, &tee 
rationnellement plackes & la suite du trait6 de la diffkrentia. 
tion proprement dite, & cause de l’homog6nBitk Bvidente des 
considdrations.Ces questions peuvent se rkduire Q trois essen. 
tielles : io  le dbveloppernent en series des fonctions & une 
seule ou & plusieurs variables, ou, plns g6nkralement, la 
transformation dcs fonctions, qui constitue la plus belle et la 
plus importante application du calcul dil‘fkrenticl h l’analyse 
gdnkrale, ct qui comprend, outre la skrie fondamentale 
dbcouverte par Taylor, les sk i e s  si remarquables trouvhes 
par Maclaurin, par Jean Bernouilli, par Lagrangc, etc. ; 2@ la 
thkorie ghnkrale dcs valeurs masima et minima pour les 
fonctions quelconques 5 une seule ou 5 plusieurs variables, 
un des plus intkressants problkmcs que puisse presenter l’ana. 
lyse, quelque Blhentaire qu’il soit devenu aujourd’hui, et 
la solution complete duquel le calcul difl6rentiel s’applique 
trks naturellement; 30 c n h ,  la dktermination g8n6rale de la 
vraie valeur des fonctions qni se prksentent sous une appa. 
rence indkterminde pour certaines hypotiidses faites sur les 
valeurs des variablos corrcspondantes, cc qui est le pro. 
bkme le moins Blendu et le moins important des trois, quoi. 
qu’il inkrite d’&tre not6 ici. La prcinikre question est, sans 
contredit, la principale sous tous les rapports: elle est aussi 
la plus susceptiblc d’acqu6rir dans la suite une extension 
nouvclle, surtout cn concevant, d’une manikre plus large 
qu’on ne l’a fait jusyu’ici, l’emploi du calcul diffkrentiel pout’ 
la transformation dcs fonclions, au sujet de laquclle Lagrangc 
a laissh quelques indications prhcieuses, qui n‘ont encore 
Bt6 ni g6nBraliskcs ni suivies. 

Je  regrette beaucoup d’&tre obligd, par les limites ndces. 
saires dc cet ouvrage, de me borner h des considerations 
sommaires aussi insuffisantcs sur tous les divers sujets que 
je  viens de passer en rcvuc, et qui comporteraient, par leur 
nature, des d6veloppements bcaucoup plus Btendus, en con., 
tinuaiit toujours nkanmoins h rester dam les gCn6raliiCq (11’ 
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sont le sujet propre de ce cours. Je passe maintenant B l’expo- 
sition Bgalement rapide du tableau systematique du calcul 
intCgral proprement dit, c’est-&dire du trait6 abstrait de l’in- 
tbgration. I 

La division fondamentale du calcul integral est fondbe sur  
le meme principe que celle ci-dessus exposee pour le calcul 
difl‘Brentie1, en distinguant I’intBgration des formules d i f fb  
rentielles explicites, et I’intBgration des diff6rentielles impli- 
cites, ou des Bqualions diffirentielles. La separation de ces 
deux cas est meme bien plus profonde relativement a l’int6- 
gration, que sous le simple rapport de la diffdrentiation. Dans 
le calcul differentiel, en effet, cette distinction ne repose, 
comme nous l’avons vu, que sur l’extrbme imperfection de 
l’analyse ordinaire. Mais, au contraire, il est ais6 de voir que, 
quancl m6me toutes les Bquations seraient rksolues algdbri- 
quement, les Bquations diffBrentielles n’en constitueraient pas 
moins un cas d’integration lout & fait distinct de celui que 
prksentent les formules diffBrentielles explicites. Car, en se 
bornant, par exemple, au premier ordre et & uue fonction 
unique y d’une seule variable 5, pour plus de simplicitd, si 

Yon suppose rdsolue, par rapport A 9 une Bquation diffhren- 

tielle quelconque entre x, y et -, l’expression de la fonction 

dkrivke se trouvant alors contenir gBn6ralement la fonction 
primitive elle-meme qui est l’objet de la recherche, la question 
d‘intkgration n’aurait nullement change de nature, et la solu- 
lion n’aurait fait rdellement d’autre progres que d’avoir amend 
1’8quation diffkrentielle proposBe A ne plus &re que du premier 
degrk relativement la fonction dbrivhe, ce qui est, en soi, 
de peu &importance. La diffbrentielle n’en serait donc pas 
moins d6terminke d’une maniere ti. peu pres aussi irnplicife 
pu’auparavant, sous le rapport de I’integration, qui conti- 
nuerait 4 presenter essentiellement la m6me difficult6 carac- 
lkristique. La resolution algbbrique des equations ne pourrait 
faire rentrer le cas que nous considdrons dans la simple int6- 
vation, des difTBrentielles explicites, que dans les occasions 
\ r6s particulihres oh 1’Bquation diffbrentielle proposBe ne  
rontiendrait point la fonction primitive elle-meme, ce qui 

dY permettrait, par consdquent, en la rdsolvant, de trouver - dx 

dx’ 
dY 
dX 

A X .  - I .  11 
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en fonction de 2 seulement, et de rBduire ainsi la question 
aux quadratures. 

La considiiration que je  viens d‘indiquer pour les Bquatiohn 
diffhrenlielles les plus simples aurail Bvideinmenl encore phi 
d’importance pour celles des ordres supkrieurs ou qui con 
tiendraicnt sirnultaiibment diverses fonctioris clc plusieur 
variables indkpendantes. Ainsi, 1’inLEgra lion des diffBrentielle 
qui ne sont dktermiiiCes qu’implicihnenl conslitue par s 
nature, e l  sans aucun Bgard B l’klat de l’algkbre, un cas en 
tikrement dislinct de celui relatif aux difl‘drentielles expll 
citenienl exprimees en fonction des variables indbpendanter 
L’iniegralion des Bqualions diffBrentielles est, done ndcessa 
remenS plus compliqude que celle des differentielles expl 
cites, par 1’8laboraLion desquelles le calcul intbgral a pr 
naissance, e l  clont ensuile on s’est efl’orck de faire, autai 
que possiblc, d8pendre les aulres. TOUS les divers prochd 
analyliques proposes jusqu’ici pour inthgrer les kquatioi 
difT8rcillielles, soil la skparalion des variables, soit la m 
thode des niulliplicaleurs, etc., on1 en effel pour bu l  de 2 

iiiener ces intkgra tions B celles des formules diffkrentiellf 
la seule qui, parsa nature, puisse etre cntreprise directemer 
l\laaIlicureusenienl, yuelqu’imparfaile que soit jusqu’ici cei 
base n6cessaire de tout le calcnl integral, l’art d’y rddui 
l’iniiigraiion des Bqualions difikrentielles esl encore hi 
moins auanck. 

Gliacune de ces deux branches fondanlentales du calc 
inlegral se sous-divise ensuile en deux autres, cornrrie da 
le calcul diffkrentiel, e l  par des motifs exaclemenl analogu 
(que je me ciispenserai, par consiiqucnt, de reproduire), 51 
vant que ~ ’ G I I  considhre des f‘onclions B une variable ofi I 
fonclions B plusieurs variables indiipendantes. J E  ferai Sf 
lemenil obser.1 er que cetlc distinction est, comme la prki 
dente, encore/ plus imporlanle pour l’intiigration que pour 
diffkrcntiation. Cela esi surtout remarquable, relativemt 
aux kyualions dii‘i~rcnliclles. En eflet, celles qui sc rapport( 
h plusieurs variables indtSpendantes peuvctit 6viclemmc 
prhsenter cellc difficullt! caracliirislique, el d’un ordre bi 
plus 6lev8, clue la fonclion cherchke soit d68nie diffkrerd 
leixeut par une simple relation entre ses diverses d&ivr 
spkciales relatives aux diffhrentes variables prises skpardrne 
De lh rdsulle la branclie la plus difficile, et aussi lap1 

due d i i  calcul int4gra1, ce p ’ o n  nomme osdiiiairv~ 
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le calcul intkgral aub: difl&rences par’fielles, cr& par d‘Alem- 
bert, et dans lequel, suivant la juste apprkciation de Lagrange, 
les gkomktres auraient dQ voir rkellement un calcul nouvaau, 
dont le caractere philosophiquen’est pasassez exactemen t j ug6. 
Une difference trks saillante entre ce cas e l  celui des Bqua- 
tions B une seule variable independante consiste, comme je 
l’ai observe ci-dessus, dans les fonctions arbitraires qui 
remplacent les simples constantes arbitraires pour donner 
aux intbgrales correspondantes toute la gkneralit6 conve- 
nable. 

A peine ai-je besoin de dire que cette branche sup6rieure 
de l’analyse transcendante est encore entieremen t dans l’en- 
fance, puisque, sealement dans le cas le plus simple, celui 
d’une kquation du premier ordre entre les dkriv6es partielles 
d‘une seule fonction B deux variables indkpendantes, on ne 
sait point meme jusqu’ici complbt>ement ramener l’intkgra- 
tion B celle des Bynations difl’hrenliclies ordinaires. L’intdgra- 

\ tion relativo aux lonctioiis de plusieurs variables est beau- 
coup plus avanckc, dans le caq, infiniment plus simple, B la 
vbritk, oii il ne s’agit que dcs formules diffkrentielles expli- 
cites. On sait alors, en effet, quand ces formules remplissent 
les conditions convenables d’in tkgrabililk, rkduire constain- 
ment leur intkgration aux quadratures. 

Une nouvelle distinction gknerale, applicable comme sous- 
division, Q I’int6gration des diffi‘6rentielles explicites ou impli- 
cites, h. une seule variable ou plusieurs, se tire de l’ordrc 
plus ou moins Blevk des diffhrentiations, qui ne donne lieu Q 
aucune question spkciale daiis le calcul diffkrentiel, ainsi que 
nous I’avons remarqub. 

Relatirement aux difi6rentielles cxplicitcs, soit Q m e  
variable, soit h plusieurs, la necessitk de distinguer Ieurs 
divers ordres ne tient qu’h l’exlreme imperfection du calcul 
inkgral. En effet, si l’on savait constammcnt intkgrer toute 
fortnule diff6rentielle du premier ordre, l’integrution d’une 
formule du second ordre ou de tout autre ne constitQerait 
point, Bvidemment, une question nouvelle, puisyu’en l’in tB- 
grant d‘abord au premier ordre, an parviendrait B l’expression 
diff6tetltielle de l’ordre immddiatement prkckdent , d’ou, par 
une suite convenahle d’intkgrations analogues, on serait cer- 
tain de romonter finalement $I la fonction primitive, objet 
propre d’un tel travail. Mais le peu de connaissances que 
Il’)L13 pt~st5duns bur les intkgrations prernikres fait yll’il n’en 
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est point ainsi et que l’ordre plus ou moins 61evB des cliff& 
rentielles engendre des difficultds nouvelles. Car, ayant des 
formules diffkrentielles d’un ordre quelconque supdrieur 
au premier, il peut arriver qu’on sache les integrer une pre- 
miere fois ou plusicurs fois de suite, et que, ndanmoins, on 
ne  puisse remonter ainsi aux fonctions primitives, si ces tra- 
vaux prkliminaires ont produit, pour les diffdrentielles d‘un 
ordre infbrieur, des expressions dont les intdgrales ne sont 
pas connues. Cette circonstance doit se presenter d’autant 
plus frkquemment, le nombre des intbgrales connues Btant 
encore fort petit, que ces intdgrales successives sont gdn6- 
d e m e n t ,  comme on sait, des fonctions trks differentes des 
ddrivkes qui les ont engendrkes. 

Par  rapport aux diffkrentielles implicites, la distinction des 
ordres est encore plus impartante ; car, outre le motif pr6c8- 
dent, dont l’influence est Bvidemment ici analogue, et meme 
A un plus haut degr8, il est ais6 de sentir que l’ordre supdrieur 
des equations diffkrentielles donne lieu nkcessairement des 
questions d’une nature nouvelle. En efret, sat-on m&me 
intkgrer indistinctement toute Bquation du premier ordre 
relative B une fonction unique, cela ne suffirait point pour 
faire obtenir I’inthgrale definitive d’une Bquation d’un ordrc 
quelconque, toute Bquation differentielle n’6tant pas rPlduc- 
tible A celle d’un ordre immddiatement infdrieur. Si I’ona, 
par exemple, pour determiner une fonction y de la variable 

x, une relation quelconque entre x, y, - et on d e l i  

pourra point deduire immkdiatement, en effectuant une prP- 
miere integration, la relation differentielle correspondanle 

dY entre x, y, et - d’oiq par une seconde intdgration, on remon 
dX’ 

terait h 1’Equation primitive. Ceia n’aurait lieu nkcessaire. 
ment, du mains% sans introduire de nouvelles fonctioni 
auxiliaires, que si l’dquation du second ordre propos6e ne 
contenait point la fonction clierchee y, concurremment avec 
ses ddrivkes. En these gknBrale, les Bquations diE6rentielles 
devront donc reellement &re envisagees comme prdsentaiil 
des cas d’autant plus implicifes que leur ordre est plus bled, 
et qui ne pourront rentrer les uns dans les autres que par des 
methodes spdciales, dont la recherche constitue, par cons6 
quent, une nouvelle classe de questions & I’dgard desaeo”i 

dy d2y 
dx dxz’ 
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on ne sait jusqu’ici presque rien, ini.me pour Ies fonctions 
d’une seule variable (1). 

Au reste, quand on examine, d’une manikre trks approfonke, 
cette distinction des divers ordres d’6quations diffkrenrielles, 
on trouve qu’elle pourrait rentrer constamment dans une der- 
iiibre distinction gknkrale, relative aux itquations diffkren- 
tielles, que j’ai encore B signaler. En en’et, les Bquations 
dif‘fhentielles B une seule ou A plusieurs variables ind6pen- 
dantes peuvent ne contenir simplement qu‘une seule fonc- 
tion ou bien, dans un cas kvidemment plus compliquh ct 
plus implicite qui correspond a la diffBreniiation des fonctions 
implicites simuItanPes, on peut avoir 9 d6lerminer en meme 
temps plusieurs fonctions d’aprks des Bquations diffkrentielles 
oh elles se trolivent melhes, concurremment, avec leurs 
diverses ddrivkes. I1 est clair qu’un tel ktat dc la question 
prBsenle nkcessairement UP: nouvelle difficult6 spkciale, celle 
d’ktablir la skparation des diff’6rentes fonctions cherchkes, en 
formant pour chacune, d’aprh les Bqnalions difft5renlielles 
propost5es, une Bquation difi’kren tielle isolt5e qui ne contienne 
plus les autres fonctions ni leurs d6rivkes. Ce travail prdli- 
minaire, qui est l’analogue de I’klimination en algbbre, est 
Bvidemment indispensable avant de tenter aucune inl6gration 
direcle, piiisqu’on ne peut entreprendre gkn6ralement, h moins 
d’artifices spkciaux trks rarement applicables, de dkterminer 
iinmkdialement A la fois plusieurs fonctions dislinctes. Or, il 
est ais6 d’6tablir la cohcidence exacte ct n6cessaire de cette 
nouvelle distinction avec la prkchdente, relative h l’ordre des 
Bquations diffkrentielles. On sail, en effet, que la m6thode 
gknkrale pour isoler les fonctions dans les Bquations diffkren- 
tielles simultan6es consiste essentielkment a former des 
Bquations diffkrentielles, skparknient relatives A chaque fonc- 
tion, et dont l’ordre est dgal h la somme de tous ceux des 
diverses kyuations proposPes. Cette transformation peut 
s’effectuer constamment. D’un autre catit, toute &pation 
diffhrentielle d’un ordre quelconque relative h une seule 
fonction pourrait Bvidemnient se ramener toujours au pre- 
mierordre, en introduisant un nombre conveiiable d’6quaLions 

(1) Le s e d  cas important de ce genre qui nit 6tB complbtement 
trait6 jusqu’ici est  I’intkgration gknkrale des Bquntions lindaires cl’un 
ordre quelconque, ii coefficients constants. Encore se trouve-t-elk 
dependre finalement de la rBsolution algkbrique des  Bquations d‘un 
depr6 Cgal A l’ordre de  la rliffkrentiation. 
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differentielles auxiliaires, contenant simultandment les di- 
vcrses dBrivCes antkrieures considkr6es comme nouvelles 
fonc tions A dbterminer. Ce procbdk a meme B t k  quelquefois 
employe avkc S U C C ~ S ,  quoiyue, en gBnkra1, il ne soit pas 
normal. Ce sont donc deux genres de conditions nkcessaire- 
ment equivalents, dans la theorie gBn6rale des Bquations 
diffBrenLielles, que la simultanBit6 d’un plus ou moins grand 
nombre de €onctions, et l’ordre de difl’krentiation plus ou 
moins dlevB d’une fonction unique. En augmentant l’ordre 
des Bquations diffkrentiellcs, on peut isoler toutes les fonc- 
tions ; et, en multipliant artificiellement le nombre des fonc- 
tions, on peut rainener toules les Bquations au premier ordre. 
I1 n’y a, par conskquent, dans l’un et l’autre cas, qu’une meme 
difficult&, envisagke sous deux poinls de vue dit3Fbrents. Mais, 
de quelque manibre qu’on la coiiGoive, cette nouvelle diffi- 
cult6 commune n’en est pas moins rkelle et n’en constitue 
pas moins, par sa naiure, une separation {ranchhe entre 
l’intdgration des kquations du premier ordre et celle des 
Bquations d’un ordre superieur. J e  prBf6re indiquer la distincq 
tion sous cettc dernibre forme, comme plus simple, plus 
gknBrale et plus rationnelle. 

D’aprbs les diverses considdrabions indiqudes ci-dessus sur 
l’enchainement rationnel des diffkrentes parties principales 
du calcul inthgral, on voit que l’intkgration des formules 
difYBrentielles explicites du premier ordre unc seule variable 
est la base n6cessairc de toutes les autres intbgrations qu’on 
ne parvient jamais effectuer qu’autant qu’on p e d  les faire 
rentrer dans ce cas ki&mentaire, le seui tividemmcnt qui, par 
sa naturc, soit susceptible d’etre trait6 directement. Cette 
intdgration simple et  iondamenlale est souvent ddsignCe par 
l’expression commode de quadratures, attendu que toute 
intBgrale de ce genreJf (s) da, peut, en effet, &re envisagee 
cornme reprksentant l’aire d’une courbe dont 1’8quation en 
coordonndes rectilignes serait y = f (z). Une telle classe de 
questions correspond, dans le calcul diffkrentiel, au cas 816- 
menlaire de la di1TBrentiation des fonctions explicites B unt: 
seule variable. Mais la question intdgrale est, par sa nature, 
bien aulrement compliyu6e et surtout beaucoup plus Atendue 
que la question diffbrentiellc. Cellc-ci se rhduit n6cessaii-e- 
ment, en efyet, coinme nous l‘avons vu, A la diKt5rentiation des 
dix fonctions simples, kldments de toutes celles que l ’ a n d ~ ~ p  
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considbre. Au contrairc, l’intbgration des fonctions compoqkes 
ne se dbduit point nkcessaircment de celles des fonctions 
simples, dont chaquc nouvelle comhinaison doit prksenter, 
sous le rapport du calcul intkgral, des difficult& sp6cialcs. 
De 18, 1’6tendue naturellemcnt indkfinie et la complication 
si varibe de la question des quadratures, sur layuelle, tnalgrh 
tous les efforts des analystes, on possbde encore si pcu de 
connaissances compktes. 

En dkomposant cette question, comme il est nature1 de le 
faire, suivant les diverses formes que peut aflectcr la fonction 
dbrivke, on distingue d’abord le cas des fonctions alg6bri- 
ques, et ensuite celui des fouctions transcendantes. L’int6- 
gration vraiment analytique dc cc dernicr orclre d’eupressions 
est jusqu’ici fort peu avanche, soit pour I C s  fonctions expo- 
nentielles, soit pour les fonctions logarithmiyues, soit pour 
les fonctions circulaircs. On n’a trait6 encore qn’uu trbs petit 
nombre de cas de ces trois divers genres, en les clioisissant 
parmi les plus simpics, qui conduisent meme ordinairemcnt B 
des calculs extremenient pknibles. Cc que nous devons surtout 
remarquer a ce sujet sous le rapport philoeophique, c’cst que 
les divers procbdbs do quadrature ne tiennent B aucunc vue 
gknkrale sur l’intkgration, et consistenl en de simples artifices 
de calcul fort incohdrents entre CUX, ct dont I C  nombrc est tr& 
multiplib, h cause de 1’6tendhe tr&s bornPe de chacun d’eux. 
Je dois cependant signaler ici un de ces artifices qui, sans etre 
rkellement une mkthode d’integration, est n6anmoins remar- 
quable par sa gknbralitk : c‘est le procc~db invent6 par Jean 
Bernouilli, et connu sous It nom de l’iritigrafiorz par padies ,  
d’aprhs lequel toute intbgrale peut atre ramenke h une autrc:, 
qui se trouve quelqucfois efrc plus facile A obtenir. Gette ing6- 
nieuse relation mdrite d’ktrc notde sous un autrc rapport, 
comme ayant offert la premibre idkc de cette transformation 
les unes dans les autrcs des int6gralcs encore inconnues, qui 
a recu dans ces derniers temps une plus grande extension, et 
dont M. Fourier surtout a fait u n  usage si nouveau et si im- 
portant pour les questions analytiqucs cngcndrbes par la 
thkorie de la chaleur. 

Quant h l’intkgration des fonctions algr‘bricyues, elle est 
plus avancke. Cependant, on ne sait encore p r e s c p  r i m  
rclativement aux fonctions irrationnclles, dont les int6grales 
n’ont Btk obtenues que dans des cas extremement bornks, et 
surtout en les rendant rationnellea. L’intbgration des fonctions 
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rationnelles est jusqu’ici la seule thBorie du calcul inthgral 
qui ait pu. 6tre traitee d’une manikre vraiment complete: 
sous le rapport logique, elle en constitue donc la partie la 
plus satisfaisante, mais peut-&tre aussi la moins importante. 
I1 est m&me essentiel de remarquer, pour avoir unc justeidke 
de l’extrgme imperfection clu calcul intkgral, que ce cas si 
peu 6tendu n’est entikrement rBsolu que pour ce qu i  conceriie 
proprement I’intkgration, envisagee d’une manikre abstraite; 
car, dans l’exBcution, la thdorie se trouve le plus souvent, 
independamment de la complication des calculs, tout Q fait 
arretde par l’imperfection de l’analyse ordinaire, attendu 
qu’elle fait dbpendre finalement l’intdgration de la r6solntion 
algkbrique des Bquations, ce qui en lirnite singulikrement 
l’usage. 

Pour saisir, d’une manikre gbnBrale, l’esprit des divers 
procBd6s d’aprks lesquels on procede aux quadratures, nous 
devons reconnaltre d’ailleurs que, par sa nature, ils ne peu- 
vent 6tre fond& primitivement que sur la differentiation des 
dix fonctions simples, dont les rksultats, considdr6s sous le 
point de vue inverse, etablissent autant de thkorkmes immC- 
diats de calcul intkgral, les seuls qui puissent etre connus 
directement, tout l’art de l’intbgration consistant ensuite, 
comme j e  l’ai exprime en commenGant cette IeSon, h faire 
rentrer, autant que possible, toutes les autres quadrature4 
dans ce petit nombre de quadratures 618mentaires, ce qui mal- 
heureusement nous est encore le plus souvent inconnu. 

Dans cette BnumBration raisonnde des diverses parties 
essentielles du calcul integral suivant leurs relations logiques, 
j’ai nkgligk dessein, pour ne pas interrompre l’enchalne- 
ment, de considerer distinctement une thkorie fort importante 
qui forme implicitement une portion de la thBorie gBnhrale de 
l’intdgration des Bquations diffkrentielles, mais que je dois ici 
signaler shparkment, comme &ant, pour ainsi dire, en dehon , 
du calcul intBgral, et offrant neanmoins le plus ’grand int6r&t, I 
soit par sa perfection rationnelle, soit par 1’Btendue de ses 1 
applications. Je  veux parler de ce qu’on appelle les solutions 
singuli2res des bqualions diffkrentielles, dites yuelquefois, 
mais h tort, solutions purticulibes, qui ont ktd le sujet de 
travaux trks remarquables de la part d’Euler et de LapIace, 
et dont Lagrange surtout a prdsentk une si belle et si simple 
thBorie gknkrale. On sait que Clairaut qui, le premier, eut 
occasion d’en remarquer l’existence, y vit un paradoxe (le 

I 
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calcul integral, puisyue ces solutions ont  pour caractkre 
propre de satisfaire aux Bquations diffkrentielles sans &tre 
nkanmoins comprises dans les intkgrales genBrales correspon- 
dantes. Lagrange a, depuis, expliquB ce paradoxe de la 
manikre la plus ingenieuse et la plus satisfaisante, en mon- 
trant comment de telles solutions deriverit toujours de l’int6- 
grale gknBrale par la variation des constantes arbitraires. I1 a 
aussi, le premier, convenablement apprkcie l’importance de  
cette thkorie, et c’est avec raison qu’il lui ;I consacre, dans 
ses leporzs sur le calcul des foncfions,  un si grand developpe- 
ment. Sous le point de vue rationnel, cette thkorie merite en 
effet toutt: notre altention, par le caractere de parfaite gknB- 
ralitB qu’elle comporte, puisque Lagrange a expose des pro- 
cCdBs invariables e t  fort simples pour trouver la solution 
singuliire de toute equation diffkrentielle quelconque qui en 
est susceptible; et, ce qui n’est pas moins remarquable, ces 
prockdes n’exigent aucune integration consistant seulement 
dans les diffkrentiations, et par 19 meme toujours applicables. 
La diffkrentiation est ainsi devenue, par un heureux artifice, 
un moyen de supplBer dans certaines circonstances A l’imper- 
fection du calcul intBgra1. En effet, certains problemes exi- 
gent surtout, par leur nature, la connaissance de ces solutions 
singuligres. Telles sont, par exemple, en gkombtrie, toutes 
les questions oh il s’agit de dBterminer une courbe d’aprks 
une propriCt6 quelconque de sa tangente ou de son cercle 
osculateur. Dans tous les cas de ce genre, apres avoir exprim6 
cette propri6tB par une Bquation diffkrentielle, ce sera, sous 
le rapport analytique, l’kquation singulibre qui constituera 
l’objet le plus important de la recherche, puisqu’elle seule 
reprksentera la courbe demanrlee, l’intdgrale genkrale qui 
devient d8s lors inutile h connaitre, ne devant dhsigner autre 
chose que le systeme des tangentes ou des cercles osculateurs 
de cette courbe. On consoit aisement, d’aprbs cela, toutc I’im- 
portance de cette thkorie, qui me semble n’ktre pas encore 
suffisamment apprkciee par la plupart des gdomktres. 

Enfin, pour achever de signalerle vaste ensemble de recher- 
ches analytiyuesdont se compose le calcul integral propremen t 
dit, il me reste 9 mentionner une theorie fort importante dans 
toutes les applications de l’analyse transcendante, que j’ai dQ 
hisser en dehors du systkme comme n’dtant pas rkellement 
destinbe 9 une veritable integration, et se proposant au  con- 
haire de remplacer la connaissance des integrales vraiment 
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analytiques, yui sont le plus souvent ignorees. On voit qu’iI 
s’agit de la determination des iniigrales de‘finies. 

L‘expression, toujonrs possible, des intkgrales en sbrieg 
indkfinies, peut d‘abord &re envisagee comme un heureur 
moyen genkral de conipenser souvent l’extrkme imperfectioii 
dn calcul intkgral. Alais I’emploi de telles shries, 8 cause de 
leur complication et cle la difficulfe de decouvrir la loi dg 
leurs termes, est ordinairement d’une mediocre uiilite sout 
le rapport algkbriyue, bien qu’on en ait dBduit quelquefois 
des relations fort essentielles. C’est surtout sous le rapporl 
arithmetiyue que ce proc6dB acquiert une grande importance, 
comme moyen de calculer ce qu’on appelle les intBgraIe8 
dkfinies, c’est-h-dire, les valeurs des fonctions cherchdee 
pour certaines valeurs determinees des variables correspon. 
dantes. 

Une recherche de cette nature correspond exactement 
dans I’analyse transcendante, B la resolution num6rique der 
Bquations, dans l‘analyse ordinaire. Ne pouvant obtenir I( 
plus soult.ent la vbrilable intkgrale, celle yu’on nomme pal 
opposition 1’intBgrale gdnirale ou inde‘finie, c’est-&-dire la 
fonction qui, diflkrentikc, a produit la formule diffbrentielh 
proposke, les analystes ont dO s’attacher .?I ddterminer, dv 
moins, sans connaltre une telle fonction, les valeurs nume 
riques particuliQes qu’elle prendrait en assignant aux va, 
riables des valeurs dksignees. C’est Bvidemment rksoudre la 
question arithmktiquc, sans avoir prealablement resolu Is 
question algkbrique correspondante, qui, le plus souvent, ed 
precisement la plus importante, Une telle analyse est donc, 
par sa nature, anssi imparfaite que nous avons vu I’BtPe la 
resolution numerique des Bquations. Elle prksente, comme 
celle-ci, une confusion vicieuse du point de vue arithm&ique 
avec le point de vue algbbrique ; d’oh rksultent, soit sous le 
rapport purement logique, soit relativement aux applications, 
des iriconvhients analogues. Je puis donc mc dispenser ds 
reproduire ici les considbrations indiqukes dans la cinquikme’ 
leson au sujet de l’algkbre. On consoil nhanmoins que, dans 
l’impossihiliti. ob nous sommes presque toujours de connaltre 
les v6ritables inlegrales, il est de la plus haute importance 
d‘avoir pu obtenir au moins cette solution incomplbte et 
necessairement insuffisante. Or, c’est 8 quoi on est heureu 
sement parvenu aujourd’hui pour tous les cas, Yevaluation 
des integraleo dkfinies ayant BtB ramen6e A des rn8thd~ 
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. entihrement gbnerales, qui ne laisserit B dksirer, dans un 
grand nombre d’occasions, qu’une moindre complication 
des calculs, but vers lequel se dirigent aujourd’hui toutes les 
transformations spkciales des analystes. Regardant mainte- 
nant comme parfaite cette sorle d’arithme‘tiqne transcen- 
danfe,  la difficulte, dans IAS applications, se r6duit essentiel- 
meqt h ne faire dependre finalement la recherche proposbe 
que d’une simple dblermination d’inlegralcs dkfinies, ce qui, 
Bvidemment, ne saurait etre toujours possible, quelque hahi- 
let6 analytique qu’on puisse employer h effectuer une trans- 
formation aussi forcbe. 

Par l’ensemhle des considhitions indiqukes dans cette 
leGon, on voit que, si le calcul diffhentiel conslitue, de SR 

nature, un systPme limit6 et parfait auquel il ne reste plus 
ajouter rien d’essentiel, le calcul integral proprement dit, ou 
le simple trait6 de I’int6gration, presente nkcessairement un 
champ inkpuisable h l’activitb de l’esprit humain, indkpen- 
damment dcs applications indefinies dont l’analyse transcen- 
dante est kvidemment susceptihlc. Les motifs gknkraux par 
lesquols j’ai tiich6 de faire sentir, dans la cinquikme leqon, 
l’impossibilitk de dbcouvrir jamais la r6solution alg6brique 
des BquaIions d’un degrk et  d’une forme quelconques, ont 
sans aucun doute infiniment plus de force encore relativement 
!I la recherche d’un proc8d6 unique d’intbgration, invariable- 
ment applicable B tous les cas. C’esf,  dit Lagrange, un de 
cesproblbmes don€ on ne saiimit  espr‘rer de solution gtiikrale. 
Plus on mkditera sur ce sujet, plus on sera co1ivaincu, j e  ne 
crains pas de l’affirmer, qu’une telle recherche est totalement 
chimhrique, comme ktant beaucoup lrop supkrieure A la 
faible portke de notre intelligence, bien que les travaux des 
RBombtres doivent certainernent augmenter dans la suite 
I‘ensemble de nos connaissances acquises sur l’intkgration, 
et creer aussi des procEd6s d’une plus grande g6nbralit8. 
L‘analyse transcendante est encore trop pres de sa naissance, 
i l y  a surtout trop peu de temps qu’elle est conSue d’une 
manibre vraiment rationnelle, pour que nous puissions nous 
faire une juste idee dc ce qu’elle ponrra devenir un jour. 
Vais, quelles que doivent elre nos lbgitimes esptkances, 
n’oublions pas de considkrer avant lout les limites imposkes 
par notre constitution intellectuelle, el qui, pour n’6tre pas 
Guuceptibles d’une determination prbcise, n’en ont pas mains 
une n5alitt5 incontestable. 

- 
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Au lieu de tendre A imprimer au calcul des fonctions in& 
rectes, tel que nous le concevons aujourd’hui, une perfection 
chimhriyue, j e  suis port6 A penser que, lorsque les gt5omktres 
auront Bpuise les applications les plus importantes de notre 
analyse transcendante actuelle, ils se creeront plutat de nou- 
velles ressources, en changeant le mode de derivation des 
quantitCs auxiliaires introdui leu pour faciliter 1’6tablissernenl 
des Bquations, et dont la formation pourrait suivre une infi- 
nite d’autres lois que la relation trks simple qui a 6th choi 
sie, d’aprks une conception que j’ai dejja indiquee dans la 
quatrikme 1ec;on. Les moyens de cette nature me paraissent 
susceptibles, en eux-memes, d’une plus grande fecondith que 
ceux qui consisteraient seulement pousser plus loin notre 
calcul actuel des fonctions indirectes. C’est une  pensee que 
j e  soumets aux gBomBtres dont les meditations se sont tour. 
ndes vers Ia philosophie genkrnle de I’analyse. 

Du reste, quoique j’aie do, dans l’exposition sommaire qui 
Btait l’objet propre de  cette IeGon, rendre sensible l’8tat 
d’extreme imperfection oh se trouve encore le calcul inthgral, 
on aurait une faiisse idee des ressources generales de I’ana 
lyse transcendante, si on accordait A cette considbration une 
trop grande importance. I1 en est ici, en cffet, comme dans 
l’analyse ordinaire oh l’on est parvenu 5 utiliser, 4 un degd 
immense, un trks petit nombre de connaissances fondamen 
tales sur  la rbsolution des Bquations. Quelyue peu avands 
qu’ils soient reellement jusqu’ici dans la science des inthgra- 
tions, les gdomktres n’en ont pas moins tirk, de notions 
abstraites aussi peu multiplikes, la solution d’une multitude 
de questions de premiere importance en gBomdtrie, en mica. 

ique, en thermologie, etc. L’explication philosophique de 
ce double fait general rBsulte de l’importance et de la portkt 
necessnirement preponderantes des connaissances abstraites, 
dont la moindre se trouve naturellement correspondre !! une 
foule de recherches concrktes, I’homme n’ayan 1 d’autres res. 
sources pour l’extension successive de ses moyens inteliee 
tuels, que dans la considhation d’iddes de plus en plus 
abstraites et neanmoins positives. 

Pour achever de faire connaitre, dans toute son Btendue, 
le caractkre philosophiyue de l’analyse transcendante, il me 
reste A considher une dernikre conception par laquelle I’h 
mortel Lagrange, que nous retrouvons sur  toutes les grandel 
voies de la science mathhmatique, a rendu cette analT,‘ 



encore plus propre $I faciliter 1’8tablissement des Bquations 
dans les probkmes les plus difficiles, en considbant une 
classe d’6quations encore plus indirecfes que les dyuations 
diff6rentielles propremeiit dites. C’est le cafcul ou plut6t la 
mdfhode des variations, dont l’apprt5ciation gdnkrale sera 
l’objet de la lecon suivante. 
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Considerations generales sur le calcul des variations. 

Rfin de saisir avec plus de facilit6 le caracthe philosophique 
de la rnethode des variations, il convient d’abord de con& 
ddrer somniairemenl la nature speciale des problkines don1 
la rbsolution gknkrale a n6cessilk la  formation de cette 
analyse hypertranscendante. Ce calcuI e s l  encore trop pres 
de son origine, les applications en ont 6t6 jusyu’ici trop peu 
varihes, pour qu’on pat en concevoir une idee gkr16rale suffi. 
samment Claire, si j e  me bornais a une exposition purement 
abstraite de sa thdorie londamenlale, bien qu’une telle expo, 
sition doive etre ensuite, sans aucun doute, l’objet principal 
e t  dkfinitif de cette l e p n .  

Les questions mathkmatiqucs qui ont donne naissance au 
calcul des uariations consistent, en ghndral, daiis la recherche 
des maxima et  des minima de certaines formules intdgrales 
indkterminkes, qui expriment la loi analytique de tel ou tel 
phdnomkne gkom6trique ou mkcanique, considhe inddpen. 
damment d’aucun sujet particulier. Les geom6tres ont ddsignk 
pendant longtemps toutes I C s  questions de ce genre parle 
nom de problkmes des isopei.imktres, qui ne convient cepen. 
dant qu’au plus petit nombre d’entre elles. 

Dans la thkorie ordinaire des maxima et  minima, on se 
propose de ddcouvrir, relativement A une fonction donnde 
d’une seule ou de plusieurs variables, quelles valeurs parli- 
culikres il faut assigner a ces variables pour que la valeur 
correspondante de la fonction proposh  soit un maximum 011 
un minimrrm, par rapport a cellcs qui pr6cBdent et qui suivent 
imm6diatement, c’est-&-dire cp’on cherche, h proprement 
parler, h que1 instant la fonction eesse de croitre pour corn- 
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mencer B ddcroPtl ?, ou rkciproquement. Le calcul diffdrentiel 
suffit pleinernent, comme on sait, A la rksolution gknkrale de 
cette classe de questions, en montrant que les valeurs des 
diverses variables qui conviennent, soit au maximum, soit au  
minimum, doivent toujours rendre nulles les diffkrentes 
derivdes du premier ordre de la fonction donnke, prises 
sBpar6meni par rapport B chayue variable indkpendante ; et 
en indiquant de plus un caractere propre B distinguer le 
niazimum du minimum qui consiste, clans le cas d’unc fonc- 
tion d’une seule variable, par exemple, en ce que la fonction 
dkrivke du second ordre doit prendre une valeur ndgative pour 
le maximum, et positive pour le minimum. Telles bont, du 
moins, les conditions fondamentales qui se rapportent an 
plus grand noinbre de cas ; les modifications qu’elles doivent 
subir pour que la thborie soit complbtement applicable A 
Gertaines questions son1 d’ailleurs 6galcment assujetties A 
des rbgles abstraitcs aussi iii*ariubIes, quoique plus corn- 
pliqudes. 

La construction de cei tc thborie g6nBrale aynnt fa& dispa- 
rattre nkessairement le principal intBr6t que les questions 
de ce genre pouvaient inspiper aux gkomktres, ils se sont 
Clev6s presyue aussitbt h la consideration d’un nousel ordre 
de prablbmes, A la fois beaucoup plus importauts et cl’une 
difficult6 bien supkrieure, ceux des isope‘rirnklpes. Ce ne sont 
plus alors les valeurs des variables propres au mciximum ou 
au minimum d’une certaine int6gralc d&finie, seulement in- 
diqude, qui depend de cctte fonction. 

La plus ancienne question de cette nature est cellc du 
Bolide de moindre resistance, traiCCe par Newton, dans le 
second livrc des Principes, oh il determine quclle doit &tre 
la courbe mbridienne cl’un solide de rkvolulion, p o u ~  que la 
resistance BprouvBe par ce corps dans le sens de son axe, en 
Lraversant avec une vitessc quelconque un fluide immobile, 
soit la plus petite possible. Xlais la niarche suivie par Newton 
n’avait point un caracthre assez simple, assez general et sur- 
but assez analytiyue, par la nature de sa mdlhode spdciale 
d’analyse transcendante, pour qu’une td le  s o h  tion pfit suffire 
4 entrainer les gdoniktres vers ce nouvel orclrc de problhmes. 
L‘impulsion vraimcnt dbcisive a cct Qard ne pourait guere 
partit. que de l’un des gbom&tres occupks sur le continent B 
/!laborer et h appliyuer la m6Lhode infiniiesimale proprrment 
dile. C’est ce que fit, en i6y5, Jean Beinouilli, en proposant 
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le problbme celkbre de la brachystochrone, qui suggdra 
depuis une si longue suite de questions analogues. I1 consiste 
B determiner la courbe qu’un corps pesant doit suivre pour 
descendre d’un point A un autre dans le temps le plus a6urta 
En se bornant A la simple chute dans le vide, seul cas qu’on 
ait d’abord considere, on trouve assez facilement que la 
courbe cherchke doit &tre une cyc!o‘ide renverske, 3 base 
horizontale, ayant son origine au point le plus eleve. Mais la 
question peut Btre singulikrement compliqude, soit en ayant 
Bgard B la resistance du milieu, soit en tenant compte du 
changement d’intensite de la pesanteur. 

Quoique cette nouvelle classe de p r o b l h e s  ait 6th primi- 
tivement fournie par la m6canique, c’cst nkanmoins dans la 
g6omktrie qu’on a puis6 plus tard les sujets des principales 
recherches. Rinsi, on s’est propos6 de dkcouvrir, parmi toutes 
les courbes de m&me contour t r a c k  entre deux points 
donnbs, quelle est celle dont I’aire est un maximum ou un 
minimum, d’oli est venu propremcnt le nom de probldme des 
isope‘rimttres ; ou bien on a demand6 qne le maximum et le 
minimum eussent lieu pour la surface engendr6e par la r h  
lution de la courbe cherchee aulour d’un axe, ou pour]! 
volume correspondant ; dans d’autres cas, c’6tait la hauteur 
verticale clu centre de gravite de la courhe inconnue, ou de 
la surface et du volume yu’elle pouvait engendrer, q u i  devail 
devenir un maximum ou un minimum, etc. Enfin, ces pro. 
bkmes ont BtB successivement varies e t  compliqubs, pour 
ainsi dire A I’infini, par les Bernouilli, par Taylor, et surtout 
par Euler, avant que Lagrange en ebt. assujetti la solution 
B unc mkthode abstraite et entihrement gendrale, dont la 
decouverte a fait cesser l’empressement des g6omhtres pour 
un tel ordre de recherches. I1 ne s’agit point ici de tracer, 
m&me sommairement, I’histoire de cette partie superieure 
des mathkmatiyues, quelque intdressante qu’elle fQt. Je n’ai 
fait 1’6num6ration de certaines questions principales choisies 
parmi les plus simples, qu’afin de rendre sensible la destina. 
tion gbnbrale qu’avait essentiellement, 51. son origine, la mi- 
thode des variations. 

On voit que, consid6res sous le point de  vue analytiqne, 
tous ces problkmes consistent, par leur nature, h determiner 
quelle forme doit avoir une certaine fonction inconnue d’une 
ou de plusieurs variables, pour que telle ou telte-intdgrale 
dependante de  cette fonction se trouve avoir, entre desli1~~;’ 
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assigndes, une valeur qui soit un maximrrm ou un ininimum, 
relativement ja toutes celles qu’elle prendrait si la fonction 
cherchke avait une autre forme quelconque. Ainsi, par 
exemple, dans le problknie de la brachystochrone, on sail 
que si y = f (z), x = ~ ( z ) ,  sont les Bquations rectilignes de 
la courbe cherch&e, en supposant les axes des x et des y 
horizontaux, et l’axc des z vertical, le temps et la chute d’un 
corps pesant le long de cette courbe, depuis le point dont 
l‘ordonnke est 2, jusyu’h celui dont l‘ordonnhe est z, est ghnk- 
ralement exprim6 par 1’intCgrale dkfinie ( I ) .  1114 I f f ’  fizT Q (2)’ dz 

I1 faut donc lrouver qielles doivent &re les deux fonctions 
inconnues f et y pour que cette intkgrale soit un minimum. 
De meme, demander yuelle est, parmi toutes les courbes 
planes isopbimktres, celle qui renferme la plus grande aire, 
c’est proposer de trouver, parmi toutes les fonctions f (x) qui 
peuvent donner ja I’intkgrale 

une 
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certaine valeur constante, celle qui rend un maximum 
:gale J f ( x )  dz, prise entre les m&mes limites. 11 en est 
3mment toujours ainsi dans toutes les autres questions 
e genre. 
ins les solutions que les gkombtres donnaient de ces pro- 
ies avant Lagrange, on se proposait essentiellement de 
amener ti la thborie ordinaire des maxima et minima. 
i les moyens employ& pour effectuer cette transformation 
istaient en de simples artifices particuliers, propres B 
Iue cas, et dont la dkcouverte ne comportait point de 
es invariables et certaines, en sorle que toute question 
ment nouvelle reproduisait constamment des difficultks 
ogues, sans que les solutions dkjja obtenues pussent &re 

J’emploie la notation simple et  lumineuse proposbe par M. Fou- 
l s ~ ~ ,  pour designer les intbgrales dkfinics, en mcntionnant distincte- 
ment leurs limites. 

A . 4 .  - I .  12 
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r6eliemenl d’aucun secours essentiel, autrement que par les 
habitudes qu’elles avaient fait conlracter & l’intelligence. En 
un mot, cette l ~ r a n c h ~  des malh6matiques prdsentait alors 
l’imperfection nhcessaire qui existe constamment tant qu’on 
n’est point parvenu A saisir distinctement pour la trailer d’une 
manikrc abstraite et, dks  lors; gdnerale, la partie commune 

touks les questions d’une m&me classe. 
En cherchant h rbduire tous les divers problkmes des iso- 

pdrimktres B ddpendre d’unc analyse commune, organisde 
abstrailemen1 d’un calcul distinct, Lagrange a Btk conduit B 
concevoir une nouvelle nature de diffkrenIiations auxquelles 
il a appliquE la caraclkristique 6, en reservant la caractdris- 
tiyue d pour-kes simples diK6rentielles ordinaires. Ces diffk. 
rentielles d’une espkce nouvelle, qu’il a ddsignkes sous le‘ 
nom de variations, consistent dans les accroissements infini- 
ment petits que recoivent les int@rales, lion en vertu d’ac- 
croissements analogues de la part dcs variables correspon- 
dantes, comme pour l’analyse transcendante ordinaire; mais, 
en supposant que la forme de la fonction placBe sous le signe 
d’intkgrationvienne changerinfiniment peu. Cette distinction 
se conc,oit, par exemple, avec facilitk, relativement aux courbes 
oh l’on voit l’ordonndc ou loute autre variable de la courbe, 
coinporter deux sortes de diffBrentielles Evidemment trks diff& 
renles, suivant que Yon passe d’un point un autre iniiniment 
voisin sur la m&mc courbe, ou bien au  point correspondantde 
la courbe infiniment voisinc produite par une certaine modi. 
fication dkkrminde de la premiere ( I ) .  I1 est clair, du reste, 
que, par leur nature, les variations relatives de diverses grgn- 
dours likes entre elles par des lois quelconques, se calculept, 
B la caracteristiquc pres, exactement de la meme manihre que 
les diffi:rentielles. Enfin, on d6duit Bgalement de la notion 
g6ndrale des uariatioizs les principes Eondamentaux de l’algp; 
rithme propre h cette mkthode, et qui consistent simplement 
dans la facult6 Bvidente de pouvoir transposer ?I valontt5 le$ 
caracthristiques spkcialement affect& aux variations avant 
ou aprks celles qui correspondent aux diff6rentielles ordinaires. 

( l j  Leibnitz a m i t  dkjja consider6 la comparaison d’unc courbe A une 
autre infiniment voisinc; c’est ce qu’il appelait differenfialio de eurud 
in curuurn. Mais cette comparaison n’avait aucune analogie avecla COP 
ceplion dc  Lagrange, les courbes dc Leibnitz 6tant renfetmees dans 
une rnBmc equation gknkrale, doh e l k s  se dkduisent par le simple 
changement d’une coilstante ark‘trairc. 
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etre nbg; 
Ainsi, pa 
on aura, 
1‘Bquatic 

Cebte conception abstraitc une fois formde, Lagrange a pu 
rbduire aiskment, de la manikre la plus gknb,rale, tous les 
problkmes des isopkrirnktres a la simple thborie ordinaire dcs 
maxima et des minima. Pour sc faire m e  idbe nette de cctte 
grande et lieureuse transformalion, il €aut prhalablcment con- 
siderer une distinction essentielle h layuelle donnent licu les 
diverses questions des isopkrimhtres. 

On ;doit, en eflet, partager ccs recherches en deux classcs 
gbnkrales, selon que les maxima et, minima demandks sont 
absolqs ou relafi fs ,  pour employer les expressions abrkgkes 
des g6QmPtres. Le premier cas est celui oh les intkgrales 
dbfinies indkterminkes dont on cherche le maxiinurn ou le 
minimum ne sont assujeltics, par la nature du problhmc, A 
aucune condition; cornme il arrive, par exemple, dans le 
problkme de la brachyslochrone, ou i i  s’agil de choisir entre 
toutes les courbes imaginablcs. Le second cas :i lieu quand, 
au contraire, les inthgralcs variables ne pcumnt changer que 
suivant certaines conditions, consistant ordinairemeilt en ce 
qued’autres intkgrales definies, dkpendanl bgalement des fonc- 
tions cherchkes, conservent constamment une meme valeur 
donnee ; commc, par exemple, dans toutes les questions 
gkomktriques concernant les figures isope‘pirndires propre- 
ment dites, et oh, par la nature du problkme, I’int6gralc rela- 
tive A la longueur de la courhe ou ii l’aire de la surfacc doit 
rester constante pendant le changement de celle qui est I’ob- 
jet de la recherche proposbe. 

Le calcul des variations donne imm6dialement la solulion 
gBp6rale des qucstions de la premiere cspke. Car il suit kvi- 
demment de la thkorie ordinaire des niaaima et minima que 
la relation cherchee doit rendre nulle la var*iafion dc l’intb- 
pale proposke par rapport A chaque variable indkpendante, 
ce qui donne la condition commune au maximum cl au mini- 
mum ; et, cornme caractbre propre A distinguer l’un de I’autre, 
nil* ID XTsriation du second ordre de la meme intbgrale doit 

itive pour le maximum et positive pour le minimum. 
ir exemple, dans IC problkme de la brachyslochrone, 
pour determiner la nature de la courbe cherchde: 
In de condition, 
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qui, se ddcomposant en deux, par rapport aux deux fonctions 
inconnues f et rp qui sont independantes l’une de l’autre, 
exprimera complktenient la dBfinition analytique de la courbe 
demandke. La seule difficult6 propre h cette nouvelle analyse 
consiste dans l’klimination de la caractkristique 6 ,  pour 
laquelle le calcul des variations fournit des rkgles invariables 
et complktes, fonddes en general sur le procede de 1’intBgra- 
tion par parties, dont Lagrange a su tirer un parti immense. 
Le but constant de cette premiere Blaboration analytique, 
dans l’exposition de laquelle je  ne dois nullement entrer ici, 
est de faire parvenir aux ciquations difF6rentielles proprement 
dites ce qui se peut toujours, et, par 18, la question rentre 
dans le domaine de l’analyse transcendante ordinaire, qui 
achkve la solution, du moins en la ramenant h l’algebre purel 
si on sait effectuer l’intdgration. La destination gknkrale, 
propre 31 la mkthode des variations, est d’opkrer cette trans- 
formation pour laquelle Lagrange a 6tabli des rkgles simples, 
invariables et d’un succks toujours assur6. 

J e  ne dois pas nkgliger, dans cette rapide indication gCn8. 
rale, de faire remarquer, comme un des plus grands avan- 
tages spkciaux de la mkthode des variations comparde au\ 
solutions isolkes qu’on avait auparavant des problkmes des 
isopdrimktres, l’importante considBration de ce que La- 
grange appelle les e‘quafions auz limifes, entikrement nhgli- 
gees avant lui, et sans lesquelles n6anmoins la plupart des 
solutions particulikres restaient nkcessairement incomplbtes. 
Quand les limites des intkgrales proposkes doivent &tre fixes, 
leurs variations dtanl nixlles, il n’y a pas lieu d’en tenir 
compte. Mais il n’en est plus ainsi quand ces limites, au lieu 
d’gtre rigoureusement invariables, sont assujetties seulement 
B certaines conditions ; comme, par exemple, si les deux 
points entre lesquels doit &re tracke la courhe cherchde ne 
sont pas fixes et doivent seulement rester sur des lignes ou 
des surfaces donnBes. Alors, il faut avoir 6gard aux varia. 
tions de leurs coordonndes, et etablir entre elles les relatioiii 
correspondantes aux kquations de ces lignes ou de ces sur- 
faces. 

Cette consid6ration essentielle n’est que le dernier complP 
ment d‘une consideration plus gendrale et plus importanli 
relative aux variations des diverses variables ind6pendantec 
Si ces variables sont rkellement indkpendantes les unes de 
autres, comme lorsqu’on compare loutes les courbes imv 
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, nables susceptibles d'etre trac6es entre deux points, il en sera 
de m&me de leurs variations, et par suite les termes relatifs B 

'chacune de ces variations devront 6tre sEpar6ment nuls dans 
1'6quation g6nerale qui exprime le maximum ou le minimum, 
Mais si, au contraire, on suppose les variables assujetties B 
de ccrlaines conditions quelconques, il faudra tenir compte 
de la relation qui en r6sulte entre leurs variations, de telle 
sorte que le nombre des Bquations dans lesquelles se decom- 
pose alors cette Bquation gBnBrale soit toujours Bgal h celui 
seulement des variations qui restent vraiment independantes. 
C'est ainsi, par exemple, qu'au lieu de chercher le plus court 
chemin pour aller d'un point Q un autre, en choisissant parmi 
tous les chemins possibles, on peut se proposer de  trouver 
seulement que1 est le plus court entre tous ceux qu'on peut 

, suivre sur une surface quelconque donnhe, question dont la 
solutiod g6nBrale constitue certainemeut une des plus belles 
applications de la mBthode des variations. 

Les problkmes oh l'on considere de telles conditions modi- 
ficatrices se rapprochent beaucoup, par leur nature, de la 
seconde classe g6nErale d'application de la m6thode des varia- 
tions, caracteriske ci-dessus comme consistant dans la  recher- 
che des maxima et minima relatifs. I1 y a nbanmoins, entre 
les deux cas, cette difference essentielle, que, dans ce dernier, 
la modification est exprimke par une intkgrale qui depend de 
la fonction cherchBe, tandis que, dans l'autre, elle se trouve 
designee par une Bquation finie qui est irnmkdiatement 
donnke. On conqoit par 18, que la recherhe des maxima et 
minima relatifs est toujours et necessaireinent plus compli- 
quee que celle des maxima et minima absolus. Heureusement, 
un th6orkme gkneral fort important, trouv6 avant l'invention 
du calcul des variations, e t  qui est une des plus belles decou- 
vertes dues au genie du grand Euler, donne un moyen uni- 
forme et trhs simple dc faire rentrer ces deux classes de ques- 
tions l'une dans l'autre. I1 consiste en ce que, si l'on ajoute B 
l'integrale qui doit &tre un maximum ou un minimum un 
multiple constant et indkterminh de celle qui doit rester 
constante par la nature du probkme, il suffira de chercher, 
suivant le prochdk general de Lagrange, ci-dessus indiquh, 
le maximum ou le minimum nbsolu de cette expression totale. 
On peut aisBment concevoir, en effet, que la partie de  la va- 
riation complete qui proviendrait de la dernikre intbgrale doit 
aussi bien &-e  nulle, Q cause de la constance de celle-ci, que 
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I$ pdttion due la premiere int6grale, qui s’ 
de 1’6tat maximum ou minimum. Ces deux conditions dis- 
tindes s’accosdent Bvidemment pourproduire, sods ce rapport, 
des effets exacteident scmblables. 

Telle est, par aperqu, la manihre gBn6raIe pant la mkthddb 
des variations s’applique .?I toutes Ies divcises questions yui 
composent ce qu’on appelait la thkorie des isopkrimktres. On 
auta sans doute rcmarquk, dans cette exposition sommaire, h 
que1 degrd s’est trouvBe utiliske par cette nouvelle analyse la 
seconde propriktk fondamentale de l’analyse transcendante, 
appr6cike dans la sixikme leqon, savoir : la gBnBralit6 des 
bxpressions infinitEsimales pour reprksenter un m&me pfi6iio- 
hhne gkom6tritpte ou mkcanique, en quelque corps qu’il soit 
considBr6. C’est, en effet, sur cette g4nkralitk quesont fondbes, 
par lcur nature, toutes les solutions dues B la mBthode des 
variations. Si une fopmule unique ne pouvait point exprimer 
la longueur ou I’aire de toute courbe quelconque, si on n’dvait 
point unc uniyue formule fixe pour designer le temps t ie la 
chute d’un corps pesant, suivant queIque Iigne qu’il des- 
cenile, etc., comment eat-il 6tt5 possible de r6soudre des qub 
tions qui exigent inkvitablement, par leur nature, la co;riddt- 
ration simultanBe de tous les cas que peuvent dkterihiner 
dans chaque pli8nomhe les divers sujels qui le manifestdnt? 

Qlielle que soit I’extrbme importance de Ta thkorii: des iso- 
pkrimktres, et quoique la methode des variations n’ait eu 
primitivement d’autre objet que la rksolution rationnelle et 
gknkrale de cet ordre de problkmes, on n’aurait.cepbridant 
qu’une idBe incomplc’te de cette belle analyse, si oh Normil 
18 sa destination. En efTet, la conception abstraite de dew 
hatures dislinctes de diffdrentiations est evidemmedt Sippli- 
cable non seuletnent aux cas pour lesquels idle a 616 dr&e 
mais awsi A lous ceux qui prdsentent, par queIque cdhse yur 
ccf‘soit, deux manikres diffdrentes de faire vasier fes m&rdei 
grandeurs. C’est ainsi que Lagrange lui-meme (i fait, d a p  
Mdccinique analyliqtie, une immense application capitale dc 
son calcul der variations, en l’employant A distingher lei 
deux sorles de changernents que pr6sentent si naturellehienl 
les questions de m6canique rationnelle pour les divers poinf. 
que l’on considkre, suivant que I’on compnre les position. 
successives qu’occupe, en vertu du mo , hn mtmr 
point de chaque corps dans deux instants tifs, ou 
Yon passe d’ua point du corps h an autre dam le ~tl&hc inL 
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tant. L‘une de ceS cofnparaisons produit lea diffbrehtielles 
ordinaires ; l’autre donne lieu aux variations, qui ne sont, IB  
comme partout, que des diflBrentielles prises sous un noukeau 
point de vue. C’est dans une telle acception gbnerale qu’il 
faut concevoir le calcul des variatiohs, pour apprkcier con- 
venablement l’importance de cet admirable instrument logi- 
que, le plus puissant que l’esprit humain ait construit jus- 
qu’ici . 

La m6thode des variations n’6tant qu’une immehse exten- 
sion de l’analyse transcendante gbnbrale, je n’ai pas besoin de 
constater spbcialement qu’elle est susceptible d’ktre envisagbe 
SOUS les divers poihts de vue londainentaux que comportc le 
calcul des fofictions indirectes, considkrh danq son ensenible. 
Lagrange a invent6 le calcul des caridtions d’aprks la con- 
ception infinitksimale proprement dite, et mEme bien avant 
d’avoir entrepris la reconstruction genkrale de l’analyse trans- 
tendante. Quand il eut exBcut6 cette importante rBformation, 
il montra aiskment comment elle pouvait aussi s’appliquer au 
calcul des variations, qu’il exposa avec tout le dBveloppement 
convenable, suivant sa thkorie des fonctions dbriv6es. Mais, 
plus l’emploi de la mBthode des variations est dilCficile pour 
l’intelligehce ti cause du degr6 d’abstraction supbrieur des 
idees considkrBes, plus il importe de mknager d a m  son ap- 
plication les forces de notre esprit, en adoptant la coxeption 
ahalytique la plus directe et la plus rapide ; c’est-&-dire, 
celle de Leibnitz. Aussi Lagrange lui-meme l’a-t-il constam - 
tnent pr6fbt.Ce dans l’impoetant tisage qu’il a fait du calcul 
des vdriations pour la micanique analylique. I1 n’existe pas, 
en effet, la rnoindre hesitation h cet Bgard parmi les gbo- 
mbtres. 

Afin d’kclaircir aussi compl&tement que possible le carac- 
b e  philosophiyue du calcul des variations, jc  crois devoi? 
terminer en indiqtmnt sommairement ici une consideratibn 
qui me semble importantc, et par laquelle je puis le rapprother 
de l’atialyse transcendante ordinaire il uh plus haut deqrk 
que Lagrange ne me parait l’avoir fait ( 1 ) .  

Nous aTons remarquk, d’aprirs Lagrange, dans la leqon 

(1) J6 me propose de developper plus tard cette considbration nou- 
yell% dans un travail special su r  le cctlcul clci variat ions,  qui a pour 
ol~let  de presenter l’ensemble de cette analysc hypcr-transcendante 
m 3  un nouveau point de vue, quc j c  c r o ~  propre h en &endre la 
i lw l k  g6ndrale, 
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prhcEdente, la formation du calcul aux diffkrences partielles, 
cr& par d’hlembert, coinme arant in troduit, dans I’analyse 
transcendante, uno nouvelle idee BlBmentaire, la notion de 
deux sortes d’accroissements distincts et indkpendants les 
uns des autres que peut recevoir une fonction de deux va- 
riables, en vcrtu du changement de chayue variable sBpar8- 
mont. C’est ainsi que l’ordonnke verticale d’une surface, ou 
touie autre grandeur qui s’y rapporte, varie de  deux manitires 
tout B fait distinctes et qui peuvent suivre les lois les plus 
diverses en faisant crottre tantat l’une, tant6t l’autre des deux 
coordonnbes horizontales. Or, une telle considkration me 
semble trhs rapprocMe, par sa nature, de celle qui sert de 
base gEnkrale B la mBthode des variations. Celle-ci, en effet, 
n’a rkcllement fait autre chose que transporter aux variables 
indbpendantes elles-m$mes la manikre de voir dkja adoptee 
pour les fonclions (io ces variables, ce qui en a singulikre- 
ment agrandi l’usage. Je  crois, d’aprbs cela, que sous le seul 
rapport des conceptions fondamentales, on peut envisager le 
calcul crkB par d’Alembert, comme ayant Btabli une transi- 
tion naturelle et nbcessaire entre le calcul inhitBsima1 ordi 
naire et le calcul des variations, dont une telle filiation me 
parait devoir Bclaircir et simplifier la notion gBn6rale. 

D’aprbs les diverses considkrations indiquBes dans cette 
lepon, la mBthode des variations se presente conime le plus 
haut clegrk de perrection connu jusqu’ici de l’analyse des 
fonctions inclirectes. Dans son &at primitif, cette dernibre 
analyse s’est presentee comrne un puissant moyen general de 
facililer l’ktude malhematique des phhombnes naturels, en 
introduisant, pour l’expression de leurs lois, la considdrath 
de grandeurs auxiliaires choisies de telle manibre que leurs 
relations soient nkcessairement plus simples et plus-aides a 
obtenir que celles des grandeurs directs.  Mais la formation 
de ces Bquations diffbentielles n’6tait point conpue comae 
pouvant comporter aucunes rkgles gknBrales et abstraites, 
Or, l’analyse des variations, considkrke sous le point de I Y ~ ’  
le plus philosophique, peut 6tre envisagee comme essentd. 
lement destinke, par sa nature, B faire rentrer, autant que,  
possible, dans le domaine du calcul, l’dtablissement fflhx; 
des kquations diffkrentielles, car tel est, pour un grand, 
nombre de questions importantes et difficiles, l’effet ghbd j 
des Bquations ua~ie‘es qui, encore plus indirecfes que 1s 
simples Bquations diffdrentielles par rapport aux objets nm- 
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pres de la recherche, sont aussi bien plus aisbes ZI former, et 
desquelles on peut ensuile, par des procbdBs analytiques 
invariables et complets, destines A Bliminer le nouvel ordre 
d’infinitdsimales auxiliaires introduit, ddduire ces kquations 
diffbrentielles ordinaires, qu’il eat  6th souvent impossible 
ddtablir immddiatement. La mBthodc des variations consti- 
tue done la partie la plus sublime de ce vaste systbme 
de l’analyse mathematique qui, partant des plus simples 616- 
menls de l’algbbre, organise, par une succession d’id6es non 
interrompue, des moyens gdn6raux de plus en plus puissants 
pour 1’8tude approfondie de la philosophie naturelle et qui, 
d a m  son ensemble, prbsente, sans aucune comparaison, le 
monument le plus imposant et le moins kcluivoque de la por- 
t6e de I’esprit humain. Mais il faut reconnaftre aussi que, les 
conceptions habituellement consid6r6es dans la m6thode des 
variations ktant, par leur nature, plus indirectes, plus gdnd- 
rales et surtout beaucoup plus abstraites que toutes les autres, 
I’emploi d’une telle m6thode exige n6cessaireme: t, et d’une 
manikre soutenue: le plus haut degr6 connu de contention 
intellectuelle, pour ne jamais perdre de vue l’objet precis de 
19 rnrh-che en suivant des raisonnements qui offrent A 

:s points d’appui aussi peu ddterminbs, et dans les- 
signes ne sont presque jamais d’aucun secours. On 
I doute, attribuer en grande partie.21 cette difficult6 
J le peu d’usage reel que les g6om&res, except6 
, ont fait jusqu’ici d’une conception aussi admirable, 
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Considbrations g6nbrales sur le calcul aux diffbrences finies. 

Les diverses considkrations fondahentales indiqubes daa 
les ciny legons prkc6dentes constituent rdellement toutes le? 
bases essentielles cl’une exposition coinpkte de l’analyse ma- 
thkmatique, envisagke sous la point de vue philosophique, 
Nbanmoins, pour ne nkgliger aucuhe conception genkrale 
vraiment importante relative B cette analyse, je  crois devoir, 
avant de passer A 1’6tudc philosophique de la mathbmatiqhe 
conckkte, expliquer trbs soinmairement le veritable caractere 
propre B un genre de calcul fort &tench et qui, bien que pen- 
trant au fond dans l’analyse ordinaire, est cependant encore 
regard6 conime &ant d’une nature essentiellement distincte’. 
I1 s’agit de ce qu’on appelle le calcul aux dife‘rences @et, 
qui sera le sujet spkcial de cette legon. 

Ce calcul, cred par Taylor dam son ctSlkbre ouvrage intituld 
Mefhodes incrementorurn, consiste essentiellement, comme on 
sait, dans la consicldration dcs accroissements finis que repi. 
vent les fonctions par suite d’accroissements analogues de la 
part des variables correspondantes. Ces accroissements ou 
difz‘rences, auxquels on applique la caractkristique A ,  pour 
les distinguer des dil‘frentielles ou accroissements infinimenl 
petits, peuvent &re, A leur tour, envisag6es comme de nou- 
velles fonctions, etdevenir le su<jet d’une seconde consid6raiion 
semblable, el’ainsi de suite, d’oh rdsulte la notion des dilTh 
rences des divers ordres successifs, analogues, au moins en 
apparence, aux ordres conskcutifs des diff6rentielles. Un {el 
calcul prdsente, kvidemment, comme le calcul des fonctions 
indirectes, deux classes gknkrales de questions : i o  determiner 
les diffkrences. successives de toutes les diverses fonrf; 
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P 

8naiy tiques b une ou h plusieurs variables, en rCsultat d’rtn 
mode d’accroissemement tlkfini des variabies inddpendantes, 
que I’on suppose, en g6nBra1, augmenter en progression ari th- 
rnktique ; 20 r6ciproquement, en partant de ces diffkrences 
ou, plus gBnkralement, d’bquations quelconques htablies 
entre elles, remonter aux fonctions primitives elles-mkmes, 
ou B leurs relations correspondantes. D’ou la dkcomposition 
de ct: calcul total en deux calculs dislincts, auxquels on 
donne ordinairement les noms de calcul direct aux diffe‘rences 
finies, et de calcul inverse aux diflehnces finies, ce dernier 
&ant aussi appelB quelquefois cdcul  inte‘grdl a u x  diflgrences 
finies. Chacun de ces deux calculs serait, d’aillenrs, dvidem- 
merit susceptible d’une distributiod ra t i o n d l e  sernblable B 
celle exposBe dans la septibme leqon pour le ealcdl dif‘Lkrentiel 
et le calcul imtkgral, ce qui me dispense d’en iaire une men- 
tion distincte. 

I1 n’est pas douteux que, par une telle conception, Taylor a 
cru fonder un calcul d’une nntdre entibrernetit nouvelle, absa 
lument distinct de l’analyse ordinaire, et plus gdnkral que le 
calcul de Leibnitz, quoique consistant dans une considkra- 
tion arialogue. C’est aussi de cette manikre yue‘presque tous 
les gkomhtres ont jug8 l’anwlyse de Taylor. Mais Lagrange, 
avec sa profondeur habituelle, a clairement apcrw que ces 
propri6t6s appartenaient bien plus aux iorrnes et aux nota- 
tions employ6es par Taylor qu’au fond meme de sa thborie. ’ En effet, ce qui fait le caractere propre de l’analyse de 
Leibnitz, et la constitiie en un calcul vraiment distinct et 
suphieur, c’est que les fonctions dkrivkes sont, en gCnBral, 
dune toute autre nature que les fonctions primitives, en 
sorte qu’elles peuvent donner lieu B des relations plus 
siiiibles et d’une formation plus facile, d’oh rksultent les 
adrnirables propriBtCs fondamentdles de l’analyse transceh- 
darlte, expliqu6es dans les leqons prhci5dentes. Mais il n’ea est 
nullement ainsi pour les difkrerices considkrhes par Taylor. 
Car ces diffgrences sont, par leur nature, des fonctions 
essentiellement semblables A celles qui les ont engendrbes, 
ce Qui Ies rend impi-opres h faciliter l’ktablissement des 
Bquations, et ne leur permet pas davantage de conduire h des 
.relations plus gbnbrales. Toute Bquation aux diffkrences 
hies est vraiment, au fond, une Bquation directement rela- 
tive aux grar1deui.s inkmes dant on corrlpare les Btats SUC- 

I cessifs. L’kchafaudage de nouveaux signes, qui fait illcl: 
i 
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sion sur le veritable caractere de ces Bquations, ne le dkguisl 
cependant que d’une manihre fort imparfaite, puisqu’oi 
pourrait toujours le mettre aiseinent en Bvidence el 

rernplaGant constamment les di/,Vmnces par lcs combi 
naisons kquivalentes des grandeurs primitives, dont elles ni 

sont rkellement autre chose que les diisignations abrEgBes 
Aussi, le calcul de Taylor n’a-t-il jamais offert et ne peut.i 
offrir, dans aucune question de g6om6trie ou de nikanique 
ce puissant secours gkndral que nous avons vu rhsulte 
necessairement de l’analyse de Leibnitz. Eagrange a, dail 
leurs, tres nettement 6tabli que la prktendueanalogie observdl 
entre le calcul aux differences et le calcul iniinit6simal Btai 
radicalement vicieuse, en ce sens que les formules propre 
au premier calcul ne peuvent nullement fournir, comme ea 
particuliers, celles qui conviennent au second, doni I 
nature est e3sentiellement distincte. 

D’aprks l’enscmble de considerations que je viens dindi  
quer, je  crois que le calcul aux differences finies est ordi 
nairement class6 d tort dans I’analysc transcendante pro 
prement dite, c’est-A-dire dans le calcul des fonctions indr 
rectes. Je  le conCois, au contraire, en adoptant pleinemen 
les importantes reflexions de Lagrange, qui ne sont pa 
encore suffisamment apprhcihes, comme &ant seulemeut un 
branche tres &endue et fort importante de I’analyse ordi 
naire , c’est-&-dire, de ce que j’ai nomm6 le calcul des font 
tions directes. Tel est, en effet, ce me semble, son vra 
caractere philosophique, que les Bquations qu’il considh 
sont toujours, malgre la notation, de simples Bquation 
direcfes. 

En prkcisant, autant que possible, l’explication preckdente 
on doit envisager le calcul de Taylor comme ayant con$ 
tamment pour veritable objet la thdorie g@nkrale des suites 
dont, avant cet illustre gBomblre, on n’avait encore coni 
d6r6 que les cas les plus simples. J’aurais dti, rigoureusb 
ment, mentionner cetle importante Iheorie en traitant, dan! 
la cinquihme legon, de l’alghbre propremknt dite, dont clie 
est une branche si &endue. Mais, a h  d’6viter tout double 
emploi, j’ai prefdrd ne la signaler qu’en consid6rant le 
calcul aux diffhrences finies, qui, reduit h sa plus simple 
expression generale, n’est autre chose, dans toute son &endue, 
qu’une Btude rationnelle complkte des q u e s t h s  relatives ai 
suites. 
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Toute suife, ou succession de nombres d6duits les uns des 
autres d’aprks uiie loi constanle quelconque, donne lieu 
nhcessairement 9 ces deux questions fondamentales: 10 la 
loi de la suite &ant supposee connue, trouver I’expression de 
son terme gdneral, de manibre h pouvoir calculer immbdia- 
tement un terme d’un rang quelconque, sans &re oblige de 
former successivement tous les prec6dents ; 20 dans les 
mbmes circonstances, d6t,erminer la somine d’un nombre 
quelconque de termes de la suite en fonctiori de leurs 
rangs, en sorte qu’on puisse la connaltre sans Ctre forc6 
d’ajouter continuellement ces termes les uns aux autres. Ces 
deux questions fondamentales htant supposhes rdsolues, on 
peut en outre se proposer reciprocpement de trouver la loi 
dune serie d’aprks la forme de son terme gdnkral, ou l’expres- 
sionde la somme. Chacun de ces divers problkmes com- 
porte d’autant plus d’etendue et de difficulte, que l’on peut 
concevoir un plus grand nombre de lois differentes pour les 
shies, suivant le noinbre de termes precedents dont chaque 
terine depend immediatement, e t  suivant la fonction qui 
exprime cette dependance. On peut meme considerer des 
shies h plusieurs indices variables, comme l’a fait Laplace 
dans la Thgorie analytique des pi-obabilite‘s, par l’analyse A 
laquelle il a donne le nom de The‘orie des fonctions gknki-a- 
trices, bien qu’elle ne soit rdellement yu’une hranche nou- 
velle et superieure du calcul aux diffdrences finies, ou de la 
thborie g6n6rale des suites. 

Les divers apercus generaux que je viens d’indiquer ne 
donnentmeme qu’une idee imparfaite de 1’8tendue et  de la 
vari6tB vraiment infinie des questions auxquelles les gbomhtres 
se sont Blevks d’apres cette seule consideration des shies ,  si 
simple en apparence, et si bornde 9 son origine. Elle prbsente 
nbcessairement autant de cas divers que la resolution algkbri- 
que des equations envisagde dans toute son dtendue : et  elle 
est, par sa nature, beaucoup plus compliquhe, tellement meme 
qu’elle en depend toujours, pour conduire h une solution com- 
pkte. C’est assez faire pressentir qu’elle doit 6tre encore son 
extrkme imperfection, malgre les travaux successifs de plu- 
sieurs gdomhtres du premier ordre. Nous ne possbdons, en 
effet, jusqu’ici que la solution totale et rationnelle des plus 
simples questions de cette naturs. 

I1 est maintenant ais6 de concevoir I’identit6 nbcessaire e t  
parfaite que j’ai annoncke ci-dessus, d’aprhs les indications 
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de Lagrangc, entre le calcul aux diffkrences finies, et la th6o 
rie des suites prise dans son ensemble. En effet, toute diffd 
rentiation A la pmnikre de Taylor rcvient kvidcmnient trou 
ver la loi de formation d’une suite A u11 ou b plusieurs indicel 
variables, d’aprks I’exprcssion de son termc gknkral; de meme 
toute intkgration analogue peut Etrc regardke comme agan 
pour objet la sonimatioii d’une suite, dont le tcrme ghnh 
serait exprim6 par la diffkrencc proposbe. Sous ce rapport 
les divers problkmes de calcul aux diffkrences, direct ou ip 
verse, rdsolus par Taylor :et par se.s successcurs, on1 rkelle 
men1 une trks grande valcur, comme traitant des question 
importantes rclativement aux suites. Mais il est fort douter 
que la forme et la notation introduitcs par  Taylor apporten 
rkellcrnent aucunc: facilit6 esscntielle dans la solution de 
questions de ce genre. 11 scrait pu t -8 t r e  plus avantageu 
pour la plupart des cas, et cerlaincment plus rationnal, d 
remplaccr les diffe‘imces par les termes m6mes dont $le 
dksignent certaincs combinaisons. Le calcul de Taylor n 
reposaiil pas sur UIIC penske fondamentale vraiment distincte 

,et n’apant de propre que son systkmc de signes, il ne saurai 
y avoir rdellemcnt, tlans la supposition m6mc la plus favo 
rablc, aucun avaatagciinportant 3 le concevoir comme detach 
de l’analyse ordinairc, dont il n’est, A vrai dire, qu’une bran 
chc immense. Ccf te considCraiion des difkrences, le plussou 
vent inutile qiiand ellc ne cornplique pas, me semble comer 
ver encore le cavactkrc d’une kpoqne oh les id4es analytique 
n’ktant pas aswz familibres a m  gkomktres, ils devaient natu 
rellemen t pr6fc:rer les rormes spkciales propres aux simple 
coinparaisons numkriques. 

Quoi qu’il cn soit, je ne dois pas terminer cetie apprhcia 
tion gknkrale du calcul aux diffkrcnces finies, sans sig 
m e  nouvelle notion h laqtiellc i l  a donn6 naissance, e 
qui a pris cnsuitc unc grantk importance. C’est la consid4 
ration de ces fonctions pe’riodirjues ou discoiiiinues; cQpser 
vant toujours la meme valeur pour une suite infinie dc 
valcurs asstijetties B une certaine loi dans les variables corres 
pondantes, e 1 qui doivent etrc ndcessairenent ajoutbes a111 
intdgrales des equations aux difykrences finies pour les rendrf 
suffisammenl g6n6rales, cornme on iljoutc de simples cons: 
tantes arbitraircs A toutes les quadratures afin d’en complhter 
la gdn6ralil6. Cctte idde, primitivement introduite par Euler, 
est dcvcnue, dans ces derniers temps, Ie sujet de travniiv 
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fort Btendus de la part de M. Fonrier, qui l’a transportbe 
dans le systkme g6nbral de I’analpse, et qui en a fait un usage 
tellement neuf et si essentiel pour la thdorie math6matique 
de la chaleur que cette conccplion, dans son &tat actuel, lui 
appartient vraiment d’une manikrc exclusive. 

Afin de signaler complktement le caracthe philosophique 
du d c u l  aux diffkrences finies, je ne dois pas nkgliger de 
mentionner ici rapidement les principalcs applications gBii6- 
rales qu’on en a faites jusqu’a prksent. 

I1 faudrait placer au premier rang, comme la plus Btendue 
et la plus importante, la solution des questions relatives aux 
suites, si, d’aprks les explications donnbes ci-dessus, la thko- 
rie gt5nerale des suites ne devait pas &Ire considbrt5e comme 
constituant, par sa nature, le fond m&me du calcul de Taylor. 
Cette grande classe de problkmes &ant donc Bcartbe, la plus 
essentielle des v6ritables applications de l’analyse de Taylor 
est sans doute, jusqu’ici, la mkthode gdnkrale des inferpola- 
!ions, si frkquemment et si utilement employ8o dans la re- 
cherche des lois empiriques des phknomknes naturels. La 
question consiste, comme on sait, h intercaler, entre certains 
nornbres donnds, d’autres nombres intermkdiaires assujettis 
4 la mkme loi que I’on suppose exister entre les premiers. 
On peut pleinement vBrifier, dans cetle application principale 
du calcul de Taylor, combien, aiusi que je l’ai expliqub PIUS 
haut, la considkratioii des diffkrences est vraiment Btrangkre 
et  souvent gknante, relativement aux yueslions qui dkpen- 
dent de cette analyse. En effet, Lagrange a remplack les 
formules d’interpolation dkduites de l’algorithme ordinaire 
du calcul aux diffbrences finies par des formules gBnbrales 
beaucoup plus simples, qui sont aujourd’hui presque toujours 
prkfkrees, et qui onl 6tb trouvBcs directement, sans faire 
jouer aucun rale h la notion superflue des diflkrences, qui ne 

i 
Une dernikre classe importantc cl’applications du calcul aux 

iliffkrences finies, qui m6rite d’etre distingube de la prbck- 
dente, consiste dans I’usage Bminemmenl utile qu’on en fait, 
cn ghomktrie, pour daterminer par approximation la longueur 
ell’aire de quelque courbe que ce soit, et, de m6me, la qua- 
drature et la cubature d’un corps ayant line forme quel- 
conque. Ce proc&l&, qui pcut, d’ailleurs, &tre conGu abstraite- 
ment comme dependant de la meme recherche analytique 
~e la question des interpdations, prksente souvent un SUP. 

Eaisaient que compliquer la question. 
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plCment prdcieux aux methodes gdomCtriques entihrement 
rationnelles, qui conduisent frequemment B des integrations 
qu’on ne sait point encore cffectuer, ou A des calculs d’une 
execution trks compliquee. 

Telles sont les diverses considerations principales que j’a, 
cru devoir indiquer relativement au calcul des diffkrence! 
finies. Cet examen complkte 1’8tude philosophique que jf 
m’6tais propose d’esquisser pour la mathematique abstraite 
Noixs devons maintcnant proceder a un travail scmblable su 
la mathCmatique concrkte, oh nous nous attacherons surtout: 
concevoir comment, en supposant parfaite la science general 
du calcul, on a pu, par des procedes invariables, rkduire A d  
pures questions d’analyse tous les problemes que peuver 
prdscnter la gkomktrie ct la mdcanique, et imprimer ainsi 
ces deux bases fondamentales de la philosophie naturelle u 
degre de precision et surtout d’unitC, en un mot, un caracth 
de haute perfection qu’une telle marche pouvait seule lei 
communiquer . 
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Vue g6n6rale de la ge’ome’trie. 

F’YV 11\ 

existe 1 
par les 
tifs qu 
etre fc 
necess 
Bgard 
prit mc 
a si 1 
logiqu 
men t , 

Voir n 
Plus g 

D’aprbs l’explication g6nBrale presentee dans. la troisibme 
leGon relativement au caractitre philosophique de la mathkma- 
tique concri?te, compare B celui de la mathkmatique abstraite, 
je n’ai pas besoin d’ktablir ici, d’une manibre spkciale, que la 
gkometrie doit &re considbree comme une veritable science 
naturelle, seulement bien plus simple, et par suite, beaucoup 
plus parfaite qu’aucune autre. Cette perfection nBcessaire de 
la gkomktrie, obtenue essentiellement par l’application, qu’elle 
comporte si Bminemment, de l’analyse mathkmatique, fait 
ordinairement illusion sur la nature rkelle de cette science 
fondamentale, que la plupart des esprits consoivent aujour- 
d‘hui comme une science purement rationnelle, tout A fait 
indkpendante de l’observalion. I1 est nBaninoins Bvident, pour 
quiconque examine avec attention le caractere des raisonne- 
ments gkometriques, m&me dans l’ktat actuel de la geornBtrie 
abstraite, que, si les faits qu’on y considere sont beaucoup 
nlllc 1% entre eux que ceux relatifs t~ toute autre science, il 

toujours cependant, par rapport A chaque corps 6tudi6 
g6orn&tres, un certain nombre de phknombnes primi- 

i, n’Ctant etablis par aucun raisonnement, ne peuvent 
md8s que sur l’observation, et constituent la base 
aire de toutes les dkductions. L’erreur commune Q cet 
doit &re regardCe cornme un reste d’influence de l’es- 
Staphysique, qui, m6me dans les ktudes geomktriques, 
ongtemps domind. Iiid6pendammcnt de sa gravit6 
e, cette faiisse maniere de voir prdsente continuelle 
dans les applications de la gdomktrie rationnelle, les 
rands inconvknients, en ce qu’elle empeche de conce- 
ettemeiit le passage du concret A l’abstrait. 
4. .- I, 13 A. 
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La supkriorith scientifique de la gBoinblrie tient, en g6n&al, 
B ce que les phenomknes qju’elle considere sont ndcessaire- 
ment les plus universcls ct les plus simples de lous. Nonseu- 
lement tousles corps de la nature peuvent Bvidemment donner 
lieu B des recherches mbcaniques, mais, de plus, les phkno. 
manes gkomdtriques subsisteraient encore quand mdme 
toutes les parties de l’univers seraient suppos6es immobiles. 
La gdomklrie est donc, par sa nature, plus g6ndrale quela 
mkcanique. En m&me temps, ses ph6nombiies sont plus sim- 
ples ; car ils sont Bvidemment indkpendants des phhomknes 
m&caniques, tandis que ceux-ci so compliquent toujours 
necessairement des premiers. I1 en est de meme, en cornpa. 
rant la gkornhtrie B la thermologie abstraite, qu’on peut con. 
cevoir ahjourd’hui depuis les trawux de M. Fourier, ainsi 
que je I’ai indiyu6 dans la troisikme leCon, comine une no* 
vellc branchc dc la mathBinatique concri:te. En efiet, les ph4- 
no niknes Ill crinolngiques, consicli.r6s m&ie i nd &peiidamment 
des eflets dynamiyues qui leu accompagnent presque cons- 
tammcnt, surtout d a m  les corps flnides, dkpendent necessai- 
rement des phbnomknes gdom&*iques, puisque la forma 
des co~*ps influe singuli8rement sur la repartition de la chai 
leur. 

C’est pour ces diverses raisons que nous avons dQ classer 
pr6c6clemment la geornktrie comme la premiere partie de la 
math6matique concrktc, cellc dont I’ktude, outre son impor- 
tance propre, sert de base indispensable B loutes les autre81 

Avant de considhrer directement 1’6tude philosophique des 
divers ordres de rechcrches qui constituent la g4ombtlie 
ac t id le ,  il faut se faire une id6e ncttc eE cxacte de la destina- 
tion g6nBralc de cette science, envisagee dans son ensemble, 
Tel est l’objet de cctte leqon. 

On dkfinit communkrnent la gkorn6trie d’une manibre trh 
vague et tout ,?. fail vicieuse, en se bornant B la presenter 
cornme la science de  l’e‘tendue. I1 conviendrail d’abord d’amb 
liorur crlte definition en disant, avec plus de prdcision, quela 
gi5omdtr.ic a pour objet la mesure de l’@teuduc\. Mais dne telle 
explication serail, par elk-merne, forl insuifisanie bien qat, 
au fun& clle soit exacte. Un aperCu aussi imparfait tie peut 
nullcmciil laire connaitre le veritable caractere ghn6rai de la 
science gkomhtrique. 

Pour y parvenir, je  crois devoir Bclaircir pr6alablemenl 
deux notions fondamentales, qili, trbs simples en elles-menlec 
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ont P;tB singulibrement ohscurcies par l’empIoi de8 considera- 
tions rnetaphysiques. 

La premiere est celle de l’espace, qui a donne lieu B tant de 
raisonnements sophistiyues, A des discussions si creuses et si 
pukriles de la part des metapliysiciens. Reduite A son accep- 
tion positive, cette conception consiste simplement en ce que, 
au lieu de coiisiderer l’etendue dans les corps eux-mkmes, 
nous l’cnvisageons dans un milieu indkfini, quc nous regar- 
dons comme contenant tous les corps de l’univers. Cette 
notion nous ebt naturellement sugg8ree par l’observation, 
quand nous pensons A l’empreinfe que laisserait un corps 
dans un fluide oh il serait placb, 11 esl clair, en effet, que, 
aous le rapport geom6trique, une telle empreinte peut ktre 
substituee au corps lui-meme sans que les raisonnements en 
soient allBr6s. Quant a la nature physique dc cet espace ind6- 
h i ,  nous devons spontankmcnt nous le reprksenter, pour p!us 
de facilite, comme analogue au milieu effectif dans leyuel 
nous vivons, tellement que si ce milieu &tail liquide, au lieu 
$&re gazeux, notre espace gbometrique serait, sans doute, 
conCuaussi comme liquide. Cette circonsiance n’est, d’ailleurs, 
Bvidemmenl que trks secondaire, I’objet essentiel d u n e  telle 
conception &ant seulement de nous faire envisager 1’8tendue 
sbparkment des corps qui nous la maniiestent. On comprend 
aisbment d priori l’importance de cette image fondamentale, 
puisyu’elle nous permet d’etudier les phhomenes geomktri- 
ques en eux-mkmes, abstraclion faite de tous les autres ph6- 
nomknes qui les accompagnent constamment dans les corps 
reels, sans cependant exercer sur eux adcune influence. 
L’ktablisscment regulier de cette abstraction genbrale doit &Ire 
regard6 comme le premier pas qui  ait kt6 fait dans 1’8tude ra- 
hne l l e  de la gPometrie, qui eiit kte impossible s’il avait fdlu 
continuer a considkrer avec la forme et la grandeur des corps 
l’ensemble de toutes les autres propridtes physiques. L’usage 
tune semblable hypothkse, qui est peut-ktre la plus ancienne 
conception philosophique cr6Be par l’esprit humain, nous est 
maintehant devenu si fainilier que nous n o n s  peine! & mesurer 
exactenlent son importance, en apfpreciant les consdquences 
qui r6sulteraient de sa suppression. 

t e s  sp6culations geometriques ayant pu ainsi devenir 
abstraites, e lks  ont acquis non seulenient plus de sirnplicit6, 
mais Bhcare plus de gkneralite. ??ant que 1’8tendue est conSi- 
dhbe dans les corps eux-memes, on ne peut prendre pour sujet 
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des recherches que les formes effeclivemen t r6aliskes dans 
la nature, ce qui restreindrait singulikrement le champ’de la 
g8omBtrie. Au contraire, en concevant 1’6tendue dans l’espace, 
l’esprit humain peut envisager toutes les formes quelconyues 
imaginables, ce qui est indispensable pour donner h la g b  
mBtrie un caractkre entieremelit rationnel. 

La seconde conception gkomktrique prkliminaire que nons 
devons examiner est celle des differentes sortes d’Btendue, 
designees par les mots de volume (r) ,  surface, ligne et m6me 
point, et dont l’explication ordinaire est si peu satisfaisante, 

Quoiqu’il soit kvidemment impossible de concevoir aucune 
Btendue absolument priv6e de l’une quelconque des trois 
dimensions fondamentales, il n’est pas moins incontestable 
que, dans une foule d’occasions, rneme d’une utilite immi 
diate, les questions gkom6triqnes ne dependent que de deun 
dimensions, considkrkes skpardment de la troisikme ou d’une 
seule dimension, considkrke sdpardment des deux autres, 
D’un autre c8t6, indkpendamment de ce motif direct, 1’8tudt 
de 1’Btendue h une seule dimension et ensuite 51 deux se prC 
sente clairement comme un prkliminaire indispensable pout 
faciliter 1’8tude des corps complets ou h trois dimensions 
dont la thBorie immediate serait trop compliquke. Tels son: 
les deux motifs gknkraux qui ohligent les gkometres A con 
sidkrer isolkment I’ktendue sous le rapport d’une ou de deiir 

dimensions, aussi bien que relativement 3 toutes les troi! 
ensemble. 

C’est afin de pouvoir penser, d’une manikre permanente, I 
l’dtendue dans deux sens ou dans un seul, que l’esprit humati 
se forme les notions gknkrales de surface, et de ligne.Le! 
expressions hyperboliques habituellement emplovkes par 
les gkomktres pour les dkfinir tendeiit A en faire concevoii 
une fausse idbe. Mais, examinkes en elles-memes, elles n’onl 

(1) M. Lacroix a critique avec raison l’expression de solide communi, 
rnent employkeparles gkombtrespour designer un uolurne. I1 est certain, 
en  effet, que lorsque nous voulons considkrer separkment une certaine 
portion de l’espacc indkfini, conGu cornme gazeux, nous en solidiBonj 
par la pensbe I’enceinte extkrieure, en sorte qu’une l iyne et une sur/utl 
sont habituellernent, pour notre esprit, tout aussi solides q u ’ u n u o h  
On peut merne rernarquer que, le plus souvcut, aiin que les corpssf 
pknktrent mutuellement avec plus ’de facilitk, nous sommes ob$$ 
de nous reprksenter cornrne creux l’intkrieur’ des uolumes, ce qui 1’‘. 

encore plus sensible l’impropriktb du mot policfer 
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d’autre destination que de nous permettre de raisonner avec 
facilitB sur ces deux genres d’ktendue, en faisant complb- 
tement abstraction de ce qui ne doit pas &re pris en consid6- 
ration. Or, il suffit, pour cela, de concevoir la dimension que 
lon veut kliminer comme devenue graduellement de plus 
en plus petite, les deux autres restant les m&mes, jusqu’h ce 
qu’elle soit parvenue un tel degr6 de tknuitk qu’elle ne 
puisse plus fixer l’attention. C’est ainsi qu’on acquiert natu- 
rellement l’idke rkelle d’une surface, et, par une seconde op6- 
ration analogue, 1’idBe d’une ligne, en renouvelant pour la 

\ largeur ce qu’on a dabord fait pour l’kpaisseur. Enfin, si 
!’on rkpbte encore le meme travail, on parvient h l’idBe d’un 
point, ou d’une Btendue considkrde uniquement par rapport 
4 son lieu, abstraction faite de toute grandeur, et destinke, 
par consBqurnt, B prkciser les positions. Les surfaces ont 
d’ailleurs Bvidemment la propriktk gdndrale de circonscrire 
exactement les volumes; et, de meme les lignes, h leur tour, 
circonscrivent les surfaces, et sont 1imitBes par les points. 
Mais cetle considkration, A laquelle on a donne souvent trop 
dimportance, n’est que secondaire. 

Les surfaces et les lignes sont donc rkellement toujours 
congues avec trois dimensions ; il serait, en effel, impossible 
de se reprksenter une surface autrement que comme une 
plaque extremeinentmince, et une ligne autrement que comme 
un fil infiniment d6li8. I1 est m&me Bvident que le degrk de 
tenuit6 attribu6 par chaque individu aux dimensions dont il 
veut faire abstraction n’est pas constamment identique, car 
il doit dhpendre du degr6 de finesse de ses observations gko- 
metriques habiluelles. Ce dkfaut d’uniformit6 n’a d’ailleurs 
aucun inconvknient rkel, puisqu’il suffit, pour que les idkes 
de surface et de ligne remplissent la condition essentielle de 
leur destination, que chacun se reprksente les dinlensions h 
negliger comme plus petites que toutes cclles dont ses exph- 
riences journalikres lui donnent occasion d‘apprkcier la  
grandeur. 

On doit sans doute regretter qu’il soit encore nbcessaire 
aujoiird’hui d’indiquer expresskment une explication aussi 
simple que la prkckdente, dans un ouvrage tel que celui-ci. 
Mais j’ai cru devoir signaler rapidement ces considBrations 

cause du nuage ontologique dont une fausse manibre de 
voir enveloppe ordinairement ces notions premikres. On voit 
par lit combien sont depourvues de toutc espkce de sens les 
I 
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discussions fantastiques des mktaphysiciens sur les fonde- 
ments de la gBom8trie. On doit aussi remarquer que ces idees 
primordiales sont habituellement presentees par les g b  
mbtres d’une maniere peu philosophique, puisqu’ils exposent, 
par exemple, les notions des differentes sortes d’ktendue danl 
un  ordre absolument inverse de leur enchainement nature], 
ce qui engendre souvent, pour l’enseignement Bl&mentaire, 
les plus graves jnconvknients. 

Cesprkliminaires Btant POSES, nous pouvons proceder dire0 
tement 5\ la dbfinition gknerale de  la gbomktrie, en con@ 
vant toujours cette science comme ayant pour but final 14 
mesure del’etendue. 

cet Bgard dana une 
explication approfondie, fondee sur la distinction des trois 
espkces d’ktendue, que la notion de mesure n’est pas exact6 
ment la  m&me par rapport aux surfaces et aux volumes que 
relativement aux lignes, cn sohe  que, sans cet examen, on se 
formerait uno fausse idee de  la nature des questions @om& 
triques. 

Si l’on prend le mot mesure dans son acception mathha. 
tique diiiecte et ghnkrale, qui signifie simplement 1’6valuation 
des rapporfs qu’ont entre elles des grandeurs homogknes que16 
conques, on doit considkrer, en g6orn&lrie, que la mesure 
des surfaces et des volumes, par opposition A celle des 
lignes, n’est jamais conque, m&me dans les cas les plus sim 
ples et les plus favorables, coinme s’effectuant immddiate- 
ment. On regarde comme directe la comparaison de deus 
lignes ; celle de deux surfaces ou de dcux volumes est,au 
contraire, constamment indirecte. En effet, on conqoit que 
deux lignes puissent Btre superposees ; mais la superposition 
de deux surfaces, ou, h plus forte raison, celle de deuq 
volumes est Bvidemment impossible Q ktablir dans le plus 
grand nombre des cas ; et, lors meme qu’elle devient rigou 
reusement pratioable, une telle comparaison n’cst jamais ni 
commode, ni susceptible d’exactitude. I1 est donc bien ndces. 
saire d’expliquer en quoi consiste proprement la mesurc 
vraiment gkomktrique d’une surface ou d’un volume. 

11 faut considher, pour cela, que. quelle que puisse &re la 
forme d’un corps, il existe toujours uii certain nombre de 
lignes, plus ou moins faciles 5\ assigner, dont la longueur 
suffit pour dbfinir exactcment la grandeur de sa surfaceou 
de son volume. La gbomdtrie, regardant ces lignes comvp 

11 est tellement nbcessaire d’entrer 
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aeules ausceptibles d’ktre mesurees immhdiatement, se pro- 
pose de deduire, de leur simple dktermination, le rapport de 
la surface ou du volume cherches, B l’unit6 de surface ou a 
l’cmit6 de volume. Ainsi l’objet g6nBral de la gkomktrie, rela- 
tivement aux surfaces et aux volumes, est proprement de 
ramener toutes les comparaisons de surfaces ou de volumes 
h de simples comparaisons de lignes. 

Outre la facilit6 immense que prksente Bvidemment une 
telle transformation pour la mesure des volumes et des sur- 
faces, il en resulte, en la considerant d’une manibre plus 
Btendue et  plus scientifiyue, la possibilitk gBnerale de rkduire 
4 des questions de lignes toutes les questions relatives aux 
volumes et  aux surfaces, envisages quant a leur grandeur. 
Tel est souvent l’usage le plus important des expressions 
g6ornBtriques qui dbterminent les surfaces et les volumes en 
fonction des lignes correspondantes. 

Ce n’est pas que les comparaisons immkdiates entre sur- 
faces ou entre volumes ne soient jamais employkes. Mais de 
telles mesures ne son1 pas regardkes comme gkometriques, 
et on ~ ’ y  voit qu’un supplement quelquefois necessairc, quoi- 
que trop rarement applicable, A l’insuffisance ou iI la diffi- 
cult6 des procedes vraiment rationnels. C’est ainsi quc 
souvent on determine le volume d’un corps, et, dans certains 
cas, sa surface, d’apres son poids. De m&nie, en d’autres 
occasions, yuand on peul subslituer au volume propose un 
volume liquide Bquivalent, on Btablit immkdiatement la 
cornparaison de deux volumes en profitant de la proprikte que 
prksentent les masses liyuides, de pouvoir prendre aishment 
toutes les formes qu’on veut leur donner. Mais tous Jes 
moyens de cette nature sont purement mkcaniques, et la 
gCom6trie rationnelle les rejette ndcessairement. 

Pour rendre plus sensible la difference de ces dktermina- 
tions ayec les vkritables mesures gdometriques, je citerai un 
seul exemple trbs remarquable, la manibre dont Galilee &a- 
lua le rapport de l’aire de la glycolde ordinaire iI celle du 
cercle g6nBrateur. La geometric de son temps &ant encore 
trap inferieure li la solution rationnelle d’un tel problkme, 
Galilee imagina de chercher ce rapport par une experience 
direote. Ayant pes6 le plus exactement possible deux lames 
de mbme matiere et d’cigale epaisseur, don1 l’unc avait la 
forme d’un cercle et l’autre celle de la cycloide engen- 
M e ,  il trouva le poids de celle-ci constamment triple de 
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celui de la premihre, d’oh il conclut que l’aire de la cycloiu 
est triple de celle du cercle gknerateur, resultat conforme 
la veritable solution obtenue plus tard par Pascal et Wallis 
Un tel succhs, sur lequel, d’ailleurs, Galilee n’avait pas pri 
IC change, tient Bvidemment Q l’extreme simplicit6 rhelle d 
rapport cherchk ; et on conGoit l’insuffisance nkcessaire d 
semblables expedients, meme lorsqu’ils seraient effective 
ment praticables. 

On voit clairement, d’aprbs ce qui prCcbde, en cpoi COI 
sislent proprement la partie de la geomktrie relative au 
volumes et celle relative aux surfaces. Mais on ne concoit pa 
aussi nettement le caractbre de la geomktrie des lignei 
puisque nous avons semble, pour simplifier l’exposition, cor 
sidkrer lo mesure des lignes comme se faisant immkdiati 
ment. I1 faul donc, par rapport 9 elles, uii complkment d’ei 
plication. 

A cet effet, il suffit de distinguer entre la ligne droite et le 
lignes courbes ; la mesure de la premiere &ant seule regard6 
comme directe, et celle des autres coninie constamment ind 
recte. Bien que la superposition soit quelquefois rigoureuse 
ment praticable pour les lignes courbes, il est Brident nkan 
moins que la g6om8trie vraiment rationnelle doit la rejete 
nkcessairement, comme ne comportant, lors m6me qu’elle en 
possible, aucune exactitude. La gkomktrie des lignes a don 
pour objet general de ramener constamment la mesure de 
lignes courbes h celle des lignes droites ; et, par suite, sou 
un point de vue plus ktendu, de reduire Q de simples ques 
tions de lignes droites toutes les questions relatives b. Ii 
grandeur des courbes quelconques. Pour comprendre la pos 
sibilitk d‘une telle transformation, il faut remarquer que, dani 
toute courbe quelconque, il existe constaminent certainei 
droites dont la longueur doit suffire pour ddtcrminer celle dr 
la courqe. Ainsi, dans un cercle, il est evident que de la Ion 
gueur du rayon on doit pouvoir conclure celle de la circonfh 
rence ; de merne, la longueur d’une ellipse depend de celle 
de ses deux axes ; la longueur d’une cyclo‘ide du diamktre du 
cercle gknkrateur, etc. ; et si, au lieu de considkrer la totalig 
de chaque courbe, on demande plus gkneralement la longueur 
d’rm arc quelconque, il suffira d’ajouter, aux divers para- 
mbtres rectilignes qui dhterminent l’ensemble de la courbe, 
la corde de l’arc proposk, ou les coordonn6es de ses extri- 
mites. DBcouvrir la relation qui existe entre la longueur d ’ i l n p  
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ligne courbe et cellc de semblables lignes droites, tel est le 
probleme gBnBral qu’on a essentiellement en vue dans la 
partie de la geomhtrie relative B 1’6tude des lignes. 

En combinant cette considhration avec celles prBcBdemment 
exposees sur les volumes et sur les surfaces, on peut se former 
une idee tres nette de la science gBomktrique, concue dans 
son ensemble, en lui assignant pour destination ghnkrale de 
rbduire iinalenient les comparaisons de toutes les espbces 
d’dtendue, volumes, surfaces, ou lignes, B de simples compa- 
raisons de lignes droites, les seules regardees comme pouvant 
&re eff ectuBes irnmt-diatement, et qui, en effet, ne sauraient 
Bvidemment &re ramenkes a d’autres plus facile‘s. En m&me 
temps qu’une telle conception manifeste clairement le veri- 
table caractere de la gkornktrie, elle me semble propre ?I 
faire apercevoir, d’un coup d’ceil unique, son utilite et sa 
perfection. 

Afin de coinplBter rigoureusement cette explication fonda- 
mentale, il me reste A indiquer comment il peut y avoir, en 
gBomBtrie, une section spkciale relative B la ligne droite, ce 
qui parait d’abord incompatible avec le principe qixe la mesure 
de celte classe de lignes doit &tre toujours regardBe comme 
immediate. 

Elle l’est, en cffet, par rapport B celle des lignes courbes, 
et de tous les autres objets que la gBometrie considkre. Mais 
il est Bvident que I’estimation d’une ligne droite ne peut 6tre 
envisagee comme directe qu’autant qu’on peut immBdiatement 
porter sur elle l’unitk linkaire. Or, c’est ce qui prksente le 
plus souvent des difficullbs insnrmon tables, comme j’ai eu 
occasion de l’exposer spckialement pour un autre motif dans 
la troisikme IeSon. On doit alors faire dependre la mesure de 
la droite proposCe d’autres mesures analogues, susceptibles 
d‘&tre immediatement eEectuBes. I1 y a donc nhessairemeni. 
urie premiere Btude gkoin6trique distincte, exclusivement 
consacrbe it la ligne droite ; elle a pour objet de determiner 
les lignes droites, les unes par les autres, d’aprbs les relations 
propres aux figures quelconques r6sullant de leur assemblage. 
Cette partie prkliininaire de la gBomktrie, qui semble pour 
ainsi dire imperceptible quand on envisage I’ensemble de la 
science, est nGanmoins susceptible d’un tres grand dBvelop- 
pement, lorsqu’on veut la trailer dans toule son Btendue. Elle 
mt Bvidemment d’autant plus importante que, toutes les 
mesures gdomdtriyues devant se ramener, autant que pos- 
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sible, $I celle des lignes droi tea, l’impossibilith de dhtermincr 
ces dernihres suffirait pour rendre incomplete la solulion dq 
chaque question quelconque. 

Telles son t donc, suivant leur enchaPnemen1 nalurel, les 
diverses parties fondamenlales de la gkom6trie rationnelle, 
On voit que, pour suivre dans son etude gbn6rale un ordre 
vraiment dogmatique, il faut considbrer d’abord la gBom6trie 
des lignes, en commensant par la ligne droite, et passer en- 
suite h la gkometrie des surfaces, pour traiter enfin celle dee 
volumes. I1 y a lieu de s’ktonner, sans doute, qu’une classifil 
cation mdthodique qui derive aussi simplement de la nature 
m6me de la science n’ait pas Bte constamment suivie. 

Aprhs avoir dBterminB avec prkcision l’objet gBnBral st d& 
finitif des recherches gdomBtriques, il faut maintenant con- 
sid6rer la science sous le rapport du champ embrassd par 
chacune de ses trois seclions fondamentales. 

Ainsi envisaghe, la g6om6trie est Bvidemment susceptible, 
par sa nalure, d’une extension rigoureusement indkfinie ; car 
la mesure des lignes, des surfaces ou des volumes presents 
necessairemenl autant de questions distinctes que l’on ped 
concevoir de formes differentes, assujetties $I des d6finitions 
exactes, et le nornbre en est Bvidemment infini. 

Les gbom8tres se sont born& d‘abord h considerer le8 
formes les plus simples que la nature leur fournissait immC 
diatement, ou qui se dbduisaient de ces BlBments primitifs 
par les combinaisons les moins compliqukes. Mais ils ont 
senti, depuis Descartes, que, pour consti1 uer la science de IS 
maniere la plus philosophique, il fallait nkcessairement Itl 
faire porter, en gbnBra1, sur  toutes les formes imaginablest 
118 ont ainsi acquis la certitude raisonnde que cette geomktria 
abstraite comprendrait inBvitablement, cornme cas particu- 
liers, loutes le8 diverses formes r6elles que le monde extb. 
rieur pourrait prbsenter, de €ason h n’6tre jamais pris au db 
pourvu. Si, au contraire, on s’btail toujours reduit h la sed0 
consid6ration de ces formes naturelles, sans J” 6tre prkpad 
par une Blude g6n6rale et par l’examen special de certaines 
formes hypothktiques plus simples, il est clair que les diffi- 
cult& auraient Btk le plus souvent insurmontables au moment 
de l’application effective. C’est donc un principe fondamen 
tal, dans la ghom6Lrie vraiment rationnelle, que la ndcessild 
de considerer, autant que possible, toutes les formes qu’flll 
peut concevoir rigoureusement. 
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L‘eexamen le moins approfondi suffit pour faire comprendre 
que ces formes prksentent une variBt6 tout B fait infinie. Re- 
lativement aux lignes courbes, en les regardant comme en- 
gendrkes par le mouvement d‘un point assujetti & une cer- 
taine loi, il est clair qu’on aura, en gBnhra1,autant de courbes 
diffbrentes que l’on supposera des lois diffbrentcs pour cc 
mouvement, qui peut Bvidemmcnt s’opkrer suivant une infl- 
nit6 de conditions distincles, quoiqu’il puisse arriver acciden- 
tellement quelquefois que de nouvellesghntkations produisent 
des Gourbes dejja obtenues. hinsi, pour me borner aux seules 
courbes planes, si un point se meut de manitxe ja rester cons- 
tamment B la mgme distance d’un point fixe, il engendeera 
un cercle ; si c’est la somme ou la diffdrence de ses distances 
B deux points fixes qui demeure constante, la courbe dkcrite 
sera une ellipse ou ane hyperbole ; si c’est leur produit, 04 
aura une courbe toute diffkrente ; si le point s’6carte toujours 
Bgalement d’un point fixe et d’une droite fixe, il dkcrira une 
parabole; s’il lourne sur un cercle en meme temps que ce 
cercle roule sur m e  ligne droite, on aura une cycloide ; s’il 
s’avance le long d’une droite, tandis que celte droite, fixbe 
par une de ses extrkmit&, tourne d’une manibre quelconque, 
il en rhsultera ce qu’on appelle, en gBn6ra1, des bpirales qui, 

elles seules, prksentent Bvideminent autant de courbes par- 
faitement distinctes, qu’on peut supposer de relations difrh- 
rentes entre ces deux mouvemenb de translation ct de 
rolation, etc., etc. Chacune de ces diverses courbes peut en- 
mite en fournir de nouvelles, par les differentes constructions 
generales que les gBomktres ont imagindes, et qui donnent 
naissance aux dkvelopphes, aux Bpicycloides, aux caus- 
tiques, etc. Enfin il exisle Bvidemment une varidtb encore plus 
grande parmi les courbes A double courbure. 

Relativement aux surfaces, les formes en sont nhcessaire- 
ment bien plus diverses encore, en les regardant comme en- 
gendrkes par le mouvement des lignes. En effet, la forme 
peut alors varier, non seulement en considhrant: comme dans 
les courbes, les diffkrentes lois en nombre infini auxquelles 
peut btre assujetti le mouvement de la ligne gknbratrice, 
mais aussi en supposant que cette ligne elle-m6me vienne A 
changer de nature, ce qui n‘a pas d’analogue dans les courbes, 
les points qui les dhcrivent ne pouvant avoir aucune figure 

1 distincte. Oeux classes de conditions trks diverses peuvent 1 donc faire varier les formes des surfaces,, tandis qu’il n‘en 



204 PHILOSOPHIE POSITIVE 

existe qu’une seule pour les lignes. I1 est inutile de citer 
spdcialement une s8rie d’exemples propres A verifier cette 
multiplicit8 doublemerlt infinie qu’on remarquc parmi les 
surfaces. I1 suffirait, pour s’en faire une idde. de considkrer 
l’extrhme variBtB que prksente le seul groupe des surfaces 
dites re‘glies, c’est-a-dire eng.endr6es par une ligne droite, et 
qui comprend toute la famille des surfaces cylindriques) 
celle des surfaces coniques, la classe plus gdnkrale des 
surfaces dheloppables quelcoiiyues, e k .  Par  rapport aux 
volumes, il n’y a lieu h aucune consideralion spkciale, puis. 
qu’ils ne se clistinguent entre eux que par les surfaces qui les 
terminent. 

Afin de complBter cet aperGu gkom&rique, il faut ajoutei 
que les surfaces des-m6mes fournissent un nouveau moyen 
gBnBral de concevoir des courbes nouvelles, puisque touk 
courbe peut 6tre envisagde comme produite par l’intersection 
de deux surfaces. C’esl ainsi, en effet, qu’ont B t B  obtenues 
les premieres lignes qu’on puisse regarder comme vraiment 
invenldes par les gBometres, puisque la nature donnait imm6- 
diatement la ligne droitc et le cercle. On sait que I’ellipse, 
la parabole et l’hyperbole, les seules courbes completement 
Btudides par les anciens, avaien t 6td seulement conpues, 
dans l’originc, cornme rksultant de I’intersection d’un cBne i 
base circulaire par un plan diverseinent situ6. I1 est Bvident 
que, par l’emploi combin6 de ces diffbrents moyens gBn8rau.r 
pour la formation des lignes et des surfaces, on pourrait pro- 
duire une suite rigoureusemcnt infinie de formes distinctes, 
en partant seulement d’un trbs petit nombre dc figures 
directement fournies par l’observation. 

Du reste, tous les divers moyens immBdiats pour l‘inven 
tion des formes n’ont presque plus aucune importance, 
depuis que la gBoinBtrie rationnelle a pris, entre les mainsde 
Descartes, son caractere ddfiuitif. En effet, comme nous le 
verrons spkcialement dans la clonzieme IeGon, l’invention des 
formes se r6duit aujourd’hui A l’invention des Bquations, en 
sorte que rien n’est plus ais6 que de concevoir de nouvelles 
lignes et de nouvellcs surfaces, en changeant A volontk le3 
fonctions introduites dans les Bquations. Ce simple procCdh 
abstrait est, sous ce rapport, iiifiniinent plus fkcond que le$ 
ressources gCrom6triques directes, ddveloppkes par l’irnagr 
nation la plus puissanie, qui s’appliquerait uniquement B cd 
ordre de conceptions. I1 cxplique d’ailleurs, de la i i i m i h r f i ’  
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plus gdnkrale et la plus sensible, la variktk nkcessairement 
infinie des formes g8orndtriquesl qui correspond ainsi A la 
diversit6 des fonctions analytiqucs. Enfin, il montre non moins 
clairement que les differentes formes de surface doivent &t,re 
encore plus multiplicies que celles des lignes, puisque les 
lignes sont reprCsent6es analytiyuement par des kquations Q 
deux variables, tandis que les surfaces donnent lieu ir des 
Bquations & trois variables, qui presentent nkcessairement une 
plus grancle diversitk. 

Les considerations prdccidemment indiqu6es suffisent 
pour montrer nettement l’extension rigoureusement infinie 
que comporte, par sa nature, chacune des trois sections 
generales de la gCometrie, relativement nux lignes, anx sur- 
faces et a m  volumes, en resultat de la vari6tC inGnic des 
corps B mesurer. 

Pour achever de nous faire une idee exacte et suffisam- 
ment Ctendue de la naturc des recherches geometriques, i1 
est maintenant iiidispensable de reveriir sur la definition 
gBnCrale donnee ci-clessus, afin de la presenter sous un nou- 
veau point de vue, sans lequel l’cnsemble de la science ne 
serait que fort irnparfaitement conGu. 

En assignant pour but lI la gitom6trie la mesure de toutes 
les sortes de lignes, de surfaces et de volumes, c’est-&-dire, 
comme je l’ai expliquk, la reduction de toutes les comparai- 
sons geometriques lI de simplescomparaisons delignes droites, 
nous avons Bvidemment l’avantage d’indiquer une‘destination 
gknerale trks pr6cise et trbs facile lI saisir. Mais, si, kcartant 
toute dkfinilion, on examine la composition effective de la 
science geomhtriyue, on sera d’abord port6 ir regarder la defi- 
nition prhc6dente comme beaucoup trop Ctroite, car il n’est 
pas douteux que la majeure partie des recherche? qui consti- 
tuent notre gkomhtrie actuelle ne paraissent nullemchit avoir 
pour objet Ia mesure de l’ktendue. C’esl probablement une 
telle consideration qui maintient encore, pour la gkomhtrie, 
l’usage de ces d6finitions vagues, qui ne comprennent tout 
que parce qu’elles ne caracterisent rien. Jc crois nkanmoins, 
malgri: cette objection fondamentale, pouvoir persister Q indi- 
quer la mesure (le 1’8Lendue comme le but g6nhral et uniforme 
de la science g6om&triquel en y comprenant cependant tout 
ce qui entre dans sa composition rklle.  En effet, si, au lieu 
de se borner B considbrer isolhmemt les diverses recherches 
ghomktriques, 811 s’attache A saisir les questions principales 
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par rapport auxquelles toutee les autres, quelque importantes 
qu’elles soient, ne doivent 6tre regardkes que comme secon- 
daires, on finira par rekonnaitre que la mesure des lignes, des 
surfaces et des volumes, est le but invariable, quelquefois 
direcf, et le plus souveht indirect, de tous les travaux gkom8. 
triques. Cetteproposition gendralehtant fondamentale, puisque 
elle peut seule donner B notre definition toute sa valeur, il est 
indispensable d’entrer A ce sujet dahs quelques dhveloppe. 
ments. 

En examinant avec attentiori les recherches gbomktriques 
qui ne paraissent point se rapporter B la mesure de Yetendue, 
on trouve qu’elles consistent essentiellement dans 1’8tude deo 
diverses proprie‘te‘s de chaque ligne ou de chaque surface, 
c’t?st-A-direj en termes prhcis, clans la connaissance des diff6. 
rents modes de genkration, ou du moiiis, de definition, propres 
B chaque forme que l’on considkre. Or, on peut ais6ment 
etablir, de la manibre la plus genBrale, la relation n6cessaire 
d’une telle &tude avec la question de mesure, pour laquelle la 
connaissance la plus complete possible des propriktes de 
chaque forme est un prbliminaire indispensable. C’est ce que 
concourent h prouver deux considerations Bgalement fanda- 
mentale$, quoique de nature tout A fait distincte. 

La premikre, purement scientifique, coneiste A remarquer 
que, si l’on ne connaissait, pour chaque ligne, ou pour chaque 
surface, d’autre proprikte caracteristique que celle d’aprke 
laquelle les ghombtres I’ont primitivement conpue, il serait le 
plus souvent impossible de parvenir A la solution des ques- 
tions relatives & sa mesure. En effet, il est facile de sentirque 
les diffdrentes ddfinitions dont chaque forme est susceptible 
ne sont pas toutes Bgalement propres B une telle destination, 
et yu’elles prhsentent m&me, sous ce rapport, les oppositions 
le8 plus completes. Or, d’un autre cat&, la definition primitive 
de chaque forme n’ayant pu Bvidemnient 8tre choisie daprbs 
cette condition, il est clair qu’on ne doit pas s’attendre, en 
gkneral, A la trouver la plus convenable ; d’ah rksulte la n&ces- 
site d’en dhcouvrir d’autres, c’est-&-dire d’htutlier, autant que 
possible. les proprie‘te‘s de la form e proposee. Qu’on suppose, 
par exemple, que le cercle soit dBfini, la courbe qui, sous le 
m6me contour renferme la plus grande aire, ce qui est certai- 
nement une propriel6 tout B fait caiaAkristique, on Bprouve- 
rait Bvidemment des difficult& insurmontables pour dbduire 
d u n  tel point de ddpart la solution des questions fondamen 
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hl& relatives la rectification ou h la quadrature de eette 
courbe. I1 est clair, a priori, que la proprihtB d’avoir tous ses 
points h @ale distance d’un point fixe doit nBcessairement 
s’adapter bien mieux h des recherches de cette nature, satls 
qh’elle soit pr6cisCmeht la plus cohvenable. De mbme, Ar- 
chimbde eat-il jamais pu dkcouvrir la quadrature de la para- 
bole, s’il n’avait connu de cette courbe d’autre propriBt6 que 
d’btke la section d’un &ne h, base circulaire par dn plan pai‘al- 
lblb h sa gBn6ratrice ? Les travaux pureinent sp6culatifs des 
g6ombtres pr6c6dents, pour transformer cette premiere dhfi- 
nition, ont 6videmment BtB des prhliminaires indispensables 

la soldtion dir‘ecte d’une telle question. I1 en est de meme, 
a plus. forte raison, relativement aux surfaces. I1 suffirait, 
pbur e’en faire une juste id6e, de comparer, par exemple, 
quant h la question de la cubature ou de la quadratdre, la 
dkfinitiun ordinaire de la sphbre avec celle, non moins carac- 
thistique sans doute, qui consisterait 8 regarder un corps 
splikrique comme celui qui, sous la meme aire, contient le 
plus grahd volume. 

!e n’ai pas besoin d’indiquer un plus grand nombre 
d’exemples pour faire comprendre, en g6n6ra1, la nkcessitd 
de connaitre, autant que possible, toutes les proprikths de 
chaque ligne ou de chaque surface, afin de faciliter la recher- 
che des rectifications, des quadratures, et des cubatures, qui 
constitue l’objet final de la gBomktrie. On peut m6me dire 
que la principale difficult6 des questions de ce genre consiste 
B employer, dans chaque cas, la propriBt6 qui s’adapte le 
mieux h la nature du problbme propos6. Ainsi, en continuant 
B indiquer, pour plus de prbcision, la mesure de l’htendue, 
comme la destination gBnBrale de la gBombtrie, cettepremibre 
Considkration, qui touche directement au fond du sujet, d6- 
montre clairement la nBcessit6 d’y comprendre l’btude, aussi 
approfondie que possible, des diverses gbnkrations ou d6fi- 
nitions propres une meme forme. 

Un ,Second motif, d’une importance au moins bgale, con- 
~ k t e  en ce qu’une telle Btude est indispensable pour organi- 
Ferl d’une manibre rationnelle, la relation de l’abstrait au  
concret en g6omBtrie. 

La scieme gkombtrique devant considbrer, ainsi que je l’ai 
iodiqu6 ci-dessus, toutes les formes imaginables qui compor- 
lent dhe d6fiiiition exacte, ii en r6sulte nbcessairement, 
comme dlauo I’avons remarquk, que les questions relatives 
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aux formes quelconques presentees par la nature, sont tou- 
jours implicitement comprises dans cette gBomBtric abstraite 
supposee parvenue A sa perfection. Mais quand il faut passer 
effectivement h la g6omdtrie. concrhte, on rencontre constam 
ment une difficult6 fondamentale, celle de savoir auxquels 
des diffdrents types ahstraits on doit rapporter, avec une 
approximation suffisante, les lignes ou les surfaces rdelles 
qu’il s’agit d’dtudier. Or, c’est pour Btablir une telle relation 
qu’il est particulikrement indispensable de connaitre le plus 
grand nombre possible de propri6tBs de chaque forme consi. 
dBr8e en ghomdtrie. 

En efi’et, si l’on se bornait toujours A la seule definition p r i m  
mitive d’une ligne ou d’une surface, en supposant memequ’on 
piit alors la mesrrrer (ce qui, d’aprhs le premier genre de 
considerations, serait le plus souvent impossible), ces con 
naissances resteraient presyue nkcessairement stdriles dans 
l’application, puisqu’on ne saurait point ordinai.* I ement recon. 
naitre cette forme dans la nature, quand elle s’y presenteraits 
I1 faudrait pour cela que le caractere unique, d’aprks lequel 
les gdombtres l’auraient conCue, fat prkisemcnt celui dont 
les circonstances extdrieures comporteraieni, la vkrification, 
coincidence purenient fortuite, sur lacpelle dvidemment on 
ne doit pas compter, bien qu’elle puisse avoir lieu quelquefois, 
Ce n’est donc qu’en multipliant autant que possible les pro. 
priBtes caractBristiques de chaque forme abstraite que naus 
pouvons etre assurds d’avance de la rcconnaitre A Mal 
coucret, et d’utiliser ainsi tous nos travaux ratiounels, en 
vkrifiant, dans chaque cas, la definition qui est susceptible 
d’btre constatde directement. Celte defini tion est presyue 
toujours unique dans des circonstances donnees, et varie, au 
contraire, pour une meme forme, avec des circonstances 
dif‘fkrentes : double motif de ddtermina tion. 

La gBomBtrie celeste nous fournit, h cet Bgard, l’exemph 
le plus memorable, bien propre h mettre en kvidence la n6ces 
sild gkn6rale d’une telle Btode. On sait, en effet, que lU@l 
a Bt6 reconnue par IG5pler comme elant la courhe que dkcrr, 
vent les plarihtes autour du solei1 et les satelliies aulourde 
leurs planetes. Or, cette dbcouverte fondamentale, qui  a 
renouvele l’astronomie, e0t-elle jamais BtB possible, si /‘on 
s’6tait toujours borne h concevoir l’ellipse comme la section 
oblique d’un c8na circulaire par un plan ? Aucune telle 1 nition ne pouvait Bvidemment cornporter une semblabk 

I 
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fication. La propri6t6 la plus usuelle de i’ellipse, que la somme 
des distances de tous ses points a deux points fixes soit 
constante, est bien plus susceptible sans doute, par sanature, 
de faire reconnaitre la courbe dans ce cas; mais elle n’est 
point encore direr lement convenable. Le seul caractere qui 
puisse &,re alors vkrifik inimediatement est celui qu’on tire 
de la relation qui existe dans l’ellipse enlre la ,longueur des 
dislances focales et leur direction, l’unique relation qui 
admette une in terprktatioii astronomique, conime exprimant 
la loi qui lie la distance de la planete au s o l d ,  au temps 
6coul6 depuis l’origine de sarkvoluiion. Iladonc falluque les 
travaux purement speculatifs des g6omktres grecs sur  ies pro- 
priktks des sections coniques eussent pr6alahlement pr6sent6 
leurgEn6ratioii sous uiie multitude de points de vue difl’brenls, 
pour que Kkpler ait pu passerainsi de l’abstrait au concret, en 
choisissant parmi tous ses divers caracteres celui qui pouvait 
plus facilement etre constat6 pour les or bites planetaires. 

Je puis citer encore un exemple du m6me ordre, relative- 
ment aux surfaces, en considkrant l’importante question de la 
figure de la k r r e .  Si on n’avait jamais connu d’autre pro- 
pri6tE de la sphkre que son caractere primitif d’avoir tous ses 
points kgalement distants d’un point intbrieur, comment 
aurait-on pu jamais dkcouvrir que la surface de, la terre Etait 
sphkrique ? I1 a kt6 nkcessaire pour cela de d6duire preala- 
blement de cette definition de la sphere quelques propriEt6s 
susceptibles d’8tre v6rifiees par des observations effectuees 
uniquement ?I la surface, comme, par exemple, le rapport 
constant qui existe pour la sphere entre la longueur du 
chemin parcouru le long d’un mkridien quelcoiique en s’avan- 
Cant vers un pale, et la hauteur angulaire de ce pale sur 
I’horizon en chaque point. 11 en a 6th 6videmment de m6me 
c t  avec une bien plus longue suite de spkculations pr6limi- 
naires, pour constater plus tard que la terre n’6tait point 
rigoureusement sphkrique, mais que sa forme es l  celle d’une 
rllipsoide de rbvolution. 

A4pr~s de tels exemples, il serait sans cloute inutile d’en 
rapporter d’autres, que chacun peut d’ailleurs aisdment mul- 
tiplier. On y vkrifiera toujours que, sans une connaissance 
MS &endue des diverses propridtks de chaque forme, la rela- 
tion de l’abstrait au concret en gdombtrie serait purement 
necidentelle, et que, par cons6quent, la science manquerait 

’ pun de ses fondements les plus essentiels. 
1.-c. - I. 14 
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Tek sont donc 10s deux motifs g6ndrauX qui dbontmt 
pleinetnent la ndcessitB d’introduire ed gdometrie une foule 
de recherches qui n’ont pas pour objet direct la mesure de 
I’Btendrie, en continuant cependant B concevoir une telle 
mesure comme la destination finale de toute la science g8o. 
mktrique. Ainsi, nous pouvons conserver les avantages 
philosophiques que prbsentent la nettete et la precision d~ 
cette dkfinitiofi, et y coinprendre nBanmoins, d’une manikre 
trhs Pationnelle, quoiqu’indirecte, toutes les recherches g& 
metriques connues, en consid6rant celles qui ne paraisseat 
paint se rapporter A la mesure de YBtendue, comme destinkes 
soit 4 prBparer la solution des questions finales, soit per. 
rhettre l’application des solutions obtenues. 

Aprbs avoir reconnu, en these gBnBrale, les relations intimei 
et nBcessaires de I’dtode des propriBtBs des lignes et des sdh 
faces avec les recherches qui constituent l’objet definitif de 
la ghomdtrie, il est d’ailleurs Bvident que, dans la suite de 
lears travaux, les gBomktres ne doivent nullemeht s’astkeindre 
A ne jamais perdre de vue un tel enchalnement. Sachant, un8 
fois pour toutes, coinbien il importe de varier le plus possfbll 
les manikres de concevoir chaque forme, ils doivent poiib 
suivre cette Btude sans considerer irnmddiatement de qdklk 
utilite peut &re telle on telle proprihtd sp6ciale pour les ret 
tifications, les quadratures ou les cubatures. 11s entravetdell 
inutileknent leurs recherches, en attachant une impodlct 
puerile A 1’Btablissement continu de cette coordination. Le$. 
prit humain doit procdder, A cet Bgard, comme il le fait td 
toute occasion semblable, quand, apres avoir con@, eh 
gbhdk-al, la destination d‘nne certaine Btude, il s’attache 
exclusivement A la pousser le plus loin possible, en faisad 
complktkment abstraction de cette relation, dont la considC 
ration perpdtuelle compliquerait tous sestravaux. 

L’explication gBnhrale que je  viens d’exposer est d’abtdH1 
plus indispensable que, par la nature meme du sujet, cell! 
Btude des diverses propriBtBs de chaque ligne et de chap! 
surface compose nkcessairement la tres majeure partik de 
i’ehsemble des recherches gBom6triques. En effet, les qm 
tions immediaternent kelatives aux rectifications, aux quadn. 
tures et aux cubatures, son t Evidemment, par elles-bn&fltS) 
en nombre fort limit4 pour chaque forme considbrie. Ab 
cdnt’raire, I’dtude des proprietks d’une m6ae  forme pr6senP 
Q l’activit6 de l’esprit humain un champ naturellement id 
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fini, oh l’on peut toujours esperer de faire de nouvellcs db- 
couvertes. Ainsi, par exemple, quoique les gkombtres se 
soient occup6s depuis vingt sikcles, avec plus ou moins d’ac- 
hit6 sans doute, mais sans aucune interruption rkelle, de 
1’Btude des sections coniques, ils sont loin de regarder ce 
sujet si simple comme &puis6 ; et il est certain en effet qu’en 
continuant i~ s’y livrer on ne manyuerait pas de trouver 
encore des proprietes inconnues de ces diverses courbes. Si 
les travaux de ce genre se sont considkrahlement ralentis 
depuis environ un sibcle, ce n’est pas qu’ils soient termines ; 
cela tient seulement, comme je l’expliquerai tout iI l’heure, Q 
PC que la rbvolution philosophique opkrke en geomdtrie par 
1)escartes a dil singulibrement diminuer l’importance de sem- 
blables recherches. 

I1 r6sulte des consideralions preckdentes que noli seulement 
le champ de la gkometrie est necessairement infini h cause 
de la varikte des formes A considtker, mais aussi en vertu de 
la diversit6 des points de vue sous lesquels une meme forme 
peut &e envisagee. Cette dernibre conception est m&me 
celle qui donne I’idBe la plus large e l  la plus complete de 
l’ensemhle des recherdies gkomhtriqucs. On voit que les 
h d e s  de ce genre consistent essentiellernent, pour chaque 
hgne ou pour chaque surface, iI rattacher tous les ph6no- 
mhes geomktriques qu‘clle peut presenter a un seul pliPno- 
mhe  fondamental, regard6 comme definition primitive. 

Aprbs avoir exposb, d’une maniere g6nkralc et ponrtant 
prkcise, l’objet final de la gkomktrie, et montr6 comment la 
vience, ainsi definie, comprend une classe de rechcrches 
Irks &endue qui ne paraissaient point d’abord s’y rapporter 
nkessairement, il me reste A considkrer, dans son ensemble, 
la rnbthode h suivre pour la Iormation de cette science. Cette 
knitire explication est indispensable pour completer ce 
premier aperGu du caractbre philosophique de la gkomktrie. 
leme bornerai en ce moment ia  indiquer & cet kgard la con- 
’IdBration la plus gknerale, cette importante notion fonda- 
:lentale devant Btre dkveloppke et preciskc dans les lesons 
Wantes. 

L‘ensemble des questions gkom6triques peut &re lraitk 
-uivant deux mbthodes tellement diffbrentes yu’il cn rksulte, 
MUr ainsi dire, deux sortes de geometries, dont le caractere 
Phiiosophique ne me semble pas avoir Btk encore convena- 
iIPment saisi. Les expressions de gkomdtrie synfhkffigue e l  
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geometric aiialytique, habituellement employees pour les de 
signer, en donnent une trks fausse id6e. J e  prefererais de 
beaucoup les clBnoininations purement historiques de gdorne' 
frie des anciens et ge'omttrie des modernes qui ont, du moinq, 
l'avantage de ne pas faire m6connaPtre lcur vrai caractere 
Mais je propose d'employer desormais les expressions rhgu 
liBres de ge'orne'€r*ie spe'ciale et gt.lome'irie geiiei.ale, qui  IIIP 

paraissent propres A caracteriser avec precision la v6ritablr 
nature des deux m6thodes. 

Ce n'est point, en effet, dans l'emploi du calcul, commeon 
le pense communBment, que consisle prkciskment, la diffh 
rence fondamentale entre la maniere dont nous concevons la 
geomdtrie depuis Descartes, ct la manikre dont les ghomktrec 
de l'antiquitd traitaient les queslions ghomktriques. I1 e51 
certain, d'une part, que l'usage du calcul ne leur Btait point 
entiercment inconnu, puisqu'ils faisaient, clans leur g6orn8- 
trie, des applications continuelles et fort Btendues de la t h k  
rje des proportions, qui etait pour eux, comme moyen de 
cl6duction, une sorte d'hquivalent rhel, quoique tres iinparfait 
et surtout extremernent bornh, de notre algbbre actuelle. On 
peut m2mc employer le calcul d'une maniere beaucoup plus 
complete yu'ils ne l'ont fait pour obtenir certaincs solutionc 
gBomBtriyues, qui n'en auront pas moins le caracthre w e n  
tiel de la gEom6trie ancienne ; c'est ce qui arrive trhs frb 
queinment, par rapport A ces probkmes de gkomktrie den 
ou trois dimensions, qu'on dBsigne vulgairement sous le nor 
de d&ermine's. D'un autre cbtB, quelque capitale que sol! 
l'influence du calcul dans notre g6omdtrie moderne, plusiew 
solutions, obtenues sans alg&bre, peuvent manifester que' 
quefois le caractere propre qui la clistingue de la g6omCtril 
ancienne, quoique, en these gdnkrale, l'analyse soit indispen 
sable ; j'en citerai, comme exemple, la methode de Roberifl 
pour les tangentes, dont la nature est essentiellement mi 
derne, et qui cependant conduit, en certains cas, A df 
solutions complbtcs, sans aucun secours du calcul. Ce nh. 
donc point par l'instrument de deduction employe qu'on do 
principalement distinguer les deux marches que I'esprl 
humain peut suivre en gPornBtrie. 

La dilTBrence fondamentale, jusqu'ici iniparfaiternent sa 
sie, me parait consister rkellement d a w  la nature m&me d l  

questions considkrkes. En effet, la g8oinBtrie envisagde der 
son ensemble, et supposee parvenue A son entibre perfect] 
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doit, comme n o m  l’avons vu, d’une part, embrasser toutes 
les formes imaginables, et, d u n e  autre part, dhcouvrir 
toutes les proprihtks de chaque forme. Elle est susceptible, 
d’aprks cette double consideration, d’etre trait6e suivant 
deux plans essentiellement distinctifs : soit en groupant en- 
semble toutes les questions, quelque diverses qu’elles soien t,  
qui concernent une m&me forme, et isolant celles relatives <I 

des corps diffbrents, quelque analogie qui puisse exister 
entre elles ; soit, au contraire, en rhnissant  sous un m6me 
point de vue toutes les recherches semblables, a quelques 
formes diverses qu’elles se rapportent d’ailleurs, et sbparant 
les questions relatives aux proprietes reellement diffhrentes 
d’un m6me corps. En un mot, l’ensemble de la gbom6trie 
peut 6tre essentiellement ordonnc! ou par rapport aux corps 
CtudiBs, ou par rapport aux phhombnes a considdrer. Le pre- 
mier plan, qui est le plus naturel, a &e celui des anciens ; le 
$econd, infiniment plus rationnel, est celui des modernes 
depuis Descartes. 

Tel est, en effet, le caractbre principal de la gbometrie 
ancienne, qu’on btudiait, une une, les diverses lignes et les 
diverses surfaces, ne passant ?I l’examen d’une nouvelle forme 
que lorsqu’on croyait avoir bpuisb tout ce que pouvaient offrir 
!‘int&essant les formes connues jusqu’alors. Dans cette 
aanikre de proceder, quand on entreprenait 1‘Btude d’une 
nurbe nouvelle, l’ensemble des travaux exCcutbs sur les 
lrfcbdentes ne pouvait presenter directement aucune res- 
.ource essentielle, autrement que par l’exercice geomB trique 
iuquel il avait dress6 l’intelligeace. Quelle que pQt etrc la 
.imilitude r6elle des questions proposees sur deux formes 
‘IIFBrentes, Ies connaissances compktes acquises pour l’une 

pouvaient nullement dispenser de reprendre pour l’autre 
rnsemble de la recherche. Aussi la marche de l’esprit n’btait- 
\le jamais assurke ; en sorte qcL’on ne pouvait &re certain 
nsance d‘obtenir une solution yuelconque, quelqu’analogue 
 le fdt le problbme proposB des questions dbjh rksolues. 
mi, par exemple, la determination des tangentes aux trois 
3rtions coniques ne fournissait aucun secours rationnel 
our mener la tangente A quelqu’autre courbe nouvelle, 
omme la conchoide, la cissoide, etc. En un mot, la geomk- 
P I P  des anciens h i t ,  suivant l’expression proposke ci-dessus, 
-w tiellement spe‘c ia le. 
h n s  le systkme des modernes, la gkombtrie est, au con- 



traire, Bminemment gknkrale, c’est-&dire, relative A de5 
formes quelconques. I1 est ais6 de comprendre d’abordque 
toutes les queslionsgeomdtriques de quelque intkr&t peuvenl 
Btre proposkes par rapport A toutes les formes imaginables, 
C’est ce qu’on voit directement pour les problbmes fond+ 
mentaux, qui constituent, d’aprbs les explications donnhes 
dans cette leGon, I’objet definitif de la gkometrie, c’est-8-dire 
les rectifications, les quadratures, et les cubatures. Mais cell6 
remarque n’est pas moins incontestable, mbme pour le! 
recherches relatives aux diverses proprikfds des lignes et de! 
surfaces, et dont les plus essentielles, telles que la question 
des tangentes, ou des plans tangents, la theorie des o m  
bures, etc., sont Bvidemment communes B toutes les fopme! 
quelconques. Les recherches trbs peu nombreuses qui sod 
vraiment particulieres B telle ou telle forme n’ont qu’uni 
importance extrbmement secondaire. Cela pose, la g8om8tnr 
nioderne consisie essentiellement h abstraire, pour la traitel 
8 part, d’une manibre entikrement gknerale, toute questio~ 
relative 8 un m&me phknomkne geometrique, dans quelquel 
corps qu’il puisse btre considkre. L’application des tht5oh 
universelles ainsi construites A la determination special6 dl 
ph6nomkne dont il s’agit dans chaque corps particulier n’el 
plus regardee que comme tin travail subalterne, h exbcutt 
suivant des rbgles invariables et dont le succbs est certail 
d’avance. Ce travail est, en un mot, du mbme ordre q U 1  
1’6valuation numkrique d’une formule analytique ddterrninhb 
I1 ne peut y avoir sous ce rapport d’autre merite que celuidl 
prksenter, d a m  chaque cas, la solution necessairement fournil 
par la mdthode g6nkrale, avec toute la simplicit6 et 1’618gane 
que peut comporter la ligne ou la surface considkrbe. Maisof 
n’attache d’importance reelle qu’A la conception et h la sol) 
tion complkte d’une nouvelle question propre B une form 
quelconque. Les travaux de ce genre sont seuls regaria 
comme faisant faire A la science de vkritables pas. L’ath 
tion des ghombtres, ainsi dispens6e de l’examen des partic) 
larites des diverses formes, et dirigde tout entiere vera Id 
questions generales, a pu s’elever par 18 A la considdratiofl 
de nouvelles notions geom6triques, qui, appliqubes 
courbes Btudi6es par les anciens, en ont fait dbcouvrirdfl 
propri6t6s importantes qu’ils n’avaient pas m&me soup~0fl‘ 
nees. Tclle est la gkometrie, depuis la revolution radical0 
op6ree par Descartes dans le sgstkme gendral de IS firif” 
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La simple indication du caracere fundamental propre B 
chacune des deux g6omBtries suffit sans doute pour mettre 
en Bvidence I’immense supkrioritb nkcessaire de la gkomktrie 
moderne. Qn peut m6me dire qu’avant la grande conception 
de Descartes, la gBom6trie rationnelle n’Etait pas vraiment 
constituBe sur des bases dbfinitives, soit sous le rapport 
abstrait, soit sous le rapport concret. En effet, pour la science 
consid6rbe spkculativement, il est clair qu’en continuant 
indhfiniment, comme l’ont fait les madernes avant Descarles 
et m6me un peu aprbs, Q suivre la marche des anciens, en 
ajoutant quelques nouvelles courbes au petit nombre de 
celles qu’ils avaient Btudikes, les progrks, quelque rapides 
qu‘ils eussent pu &re, n’auraient Et& aprks une longue suite 
de sikdes, que fort peu considBrables par rapport au systhme 
gbnhral de la g6omBtrie, vu I’infinie variktk des formes qui 
seraient toujours restkes B ktudier. Au contraire, B chaque 
question rEsolue suivant la marche des modernes, le nombre 
des problkmes gc5omBtriques a r6soudre se trouve, une fois 
pour tgutes, diminut5 d’autant, par rapport tous les corps 
possibles. Sous un second point de vue, du d6faut complet 
de mEthodes ghnkrales il rBsultait que les g6ometres anciens, 
dans toutes leurs recherches, Etaient entikrement ahandonnks 
4 leurs propres forces, sans avoir jamais la certitude d’obte- 
nir tbt ou tard une solution quelconque. Si cette imperfec- 
tion de la science Btait Bminemment propre mettre dans 
tout son jour leur admirable sagacite, elle devait rendre leurs 
progrbs eytr6mement lents : on peut s’en faire une idee par le 
temps considerable qu’ils ont employe h 1’6tude des sections 
coniques. La gkometrie moderne, assurant d’une manibre 
invariable la marche de notre esprit, permet, au  contraire, 
d‘utiliser au plus haut degrt5 possible les forces de l’intelli- 
genco, que les anciens devaient consumer frkquemment sur 
des questions bien peu importantes. 

Une diffkrence non rnoins capitale se manifeste entre les 
deuxsystkmes, quand on vient h considkrer la geombtrie SOUS 
le rapport concret. En efyet, nous avons remarquk plus haut 
que la relation de I’abstrait au concret en gBom6trie ne peut 
Nre solidement fondBe sur des bases rationnelles qu’autant 
qu’on fait directement porter les recherches sur toutes les 
formes imaginables. En n’Btudiant les lignes et les surfaces 
qu’une h une, que1 que soit le nombre, toujoura nbcessaire- 
merit fort petit, de celles qu’on aura consid6r6es, l’applica- 

j 
1 

i 
i 
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tion de theories semblables aux formes rhellement existantes 
dans la nature n’aura jamais qu’un caractere essentiellement 
accidentel, puisque rien n’assure que ces formes pourront 
effectivement rentrer dans les types abstraits envisaghs par 
les ghometres. 

I1 y a certainement, par exemple, quelque chose de fortuii 
dans l’heureuse relation qui s’est Btablie entre les spbculations 
des g6ombtres grecs sur les sections coniques et la tfBterinina. 
tion des vhritables orbites planbtaires. En continuant sur l e  
meme plan les travaux gbombtriques, on n’avait point, en gb 
nBral, le droit d’esperer de semblables coincidences; et il edl 
6th {possible, dans ces Btudes spkciales, que les recherche! 
des geometres se fussent dirigBes sur des formes abstraitet 
indhhiment  inapplicables, tandis qu’ils en auraient nhgligl 
d’autres, susceptiblcs peut-&re d’une application important6 
et prochaine. I1 est clair, du inoins, que rien ne garantissail 
positivement l’applicabilitd‘ nbcessaire des sp6culations g80 
mBtriques. I1 en est tout autrement dans la gBom6trie m o  
clerne. Par cela seul qu’on y prockde par questions geni 
rales, relatives h des formes quelconques, on a d’avance 1 
certitude Bvidente que les formes rBalisBes clans IC rnondf 
ext6rieur ne sauraicnt jamais 6chapper i chaque IhBol‘ie, SI 
le phbnomene g8omBtrique qu’elle envisage vient A s’y prb 
senter. 

Par ces diverses consid&ations, on voit que le systkrne de 
gBom6trie des anciens porte essentiellement le caractbre de 
l’enfance de’ la science, qui n’a commence A devenir compli 
tement rationnelle que par suite de la rBvolution philoso- 
phique opbrBe par Descartes. Mais il est Bvident, d’un autre 
cat&, que la g6omBtrie n’a pu etre conGue d’abord que de cette 
maniere spe‘ciale. La g6omBtrie ge‘ize‘rale n’eQt point B t d  pos. 
sible, et la nhcessit6 n’etit pu m6me en 6tre sentie, si une 
longue suite de travaux sphciarrx sur les formes les plus 
simples n’avait point prkalablement fourni des bases h la con. 
ception de Descartes, el rendu sensible l’impossibilit6 de 
persister indkfiniment dans la philosophie g&omktriyue pi- 
mitive. 

En precisant antant que possible cette dernibre considha. 
tion, il faut m6me en conclure que, quoique la gkorndtrieque 
j’ai appelbe gehe‘rale doive 6tre aujourd’hui regardke comme 
la seule vBritable gbomdtrie dogmatique, celle A laquelle nous 
nous bornerons essentiellement, l’autre n’ayant plus, prhr 
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palement, qu’un inter& historique, nkanmoins, il n’est pas 
possible de faire disparaitre enlibrement la @ornktrie sp& 
ciale dans une exposition rationnelle de la science. On peut 
sans doute se dispenser, comme on l’a fait depuis environ un 
sikcle, d’emprunter directement h la gkoinktrie ancienne tous 
les rBsultats qu‘elle a fournis. Les recherches les plus &en- 
dues et les plus difficiles doiit elle Ghil composke, ne sont 
plus meme liabiluelleinent prbsentcies aujourd’hui que d’aprks 
la rnkthode moderne. Mais par la nature meme du stijet, il est 
nkessairement impossihle de se passer absolument de la 
mkthode ancienne. qui, quoi yu’on l a s e ,  servira toujours 
dogmatiquement de base prkliininaire A la science, comme 
elle l’a fait historiquement. Le motif en est facile h com- 
prendre. En effet, la gkomBtrie ge‘iie‘rrnle Blant essentiellemeiit 
fondke, comme nous 1’6lablirons bientbl, sur l’emploi du 
calcul, sur la transformation des consid6ralions gBom6triques 
en considkrations analytiques, une telle manicre tlc prockder 
ne saurait s’emparer du sujet immkdiatement h son origine. 
Nous savons que l’application de l’analyse mathkmatique, 
par sa nature, ne peut, jamais commencer aucune science 
quelconque, puisqu’elle ne saurait avoir lieu que lorsque la 
science a dcija 6t6 assez cultivBe pour Blablir, relalivement 
aux phknombnes considkr6s, quclques P p a l r o n s  qui puissent 
servir de point de dkpart aux lravaux analytiyucs. Ces kqua- 
tions fondamentales une lois dicouvertes, l’analyse permettra 
d‘en dkduire une multitude de cons6quences, cp’il eill 6th 
meme impossible de soupsonner d’ahord ; elle perfeetionnera 
lascience A un de@ immense, soit sous le rapport de la 
gh6ralitk des conceptions, soit quant 21 la coordination 
complete Btablie entre elles. Mais, pour constituer les bases 
memes d’une science naturelle quelconyue, jamais, Bvidem- 
ment, la seule analyse mathkmatique ne saurait y suffire, pas 
meme pour les dBmontrer de nouveau lorsqu’elles ont ktk 
dcjh fond6es. Rien ne peut dispenser, A cet Bgard, de I’klude 
directe du sujet, pousske jusqu‘au *point de la dkcouverte de 
relations prkcises. Tenter de faire rentrer la science, des son 
origine, dans le domaine du calcul, ce serait vouloir imposer 
a des theories portant sur des phknoinhes effectifs le carac- 
t h e  de simples prockdks logiyues, et les priver ainsi de tout 
ce qui constitue leur corrklation nkcessaire avec le monde 
rBel. En un mot, une telle opBration philosophique, si par 
elle-meme elle n’ktait pas nkcessairement contradictoire, ne I 
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saurait aboutir evidemment qu'h replonger la science dane 11 

domaine de la mdtaphysiyue, dont l'esprit humain a eu tan 
de peine A se ddgager complbtement. 

Ainsi, la g6omdtrie des anciens aura toujours, par SF 

nature, une premikre part necessaire et plus ou moins &en 
due dans le systhme total des connaissances g6omktriques 
Elle constitue une introduction rigoureusement indispensablf 

la g6omEtrie gdndrale. Mais c'est A cela que nous devons 11 
rkduire dans une exposition complktement dogmatique. Jr 
considdrerai donc directement, dans la leCon suivante, cettc 
gBom6trie spe'ciale ou prdiminaire, restreinte exactement A 
ses limites nkcessaires, pour ne plus m'occuper ensuite que 
de l'examen philosophique de la g6omktrie ge'nne'rale ou dififini. 
tive, la seule vraiment rationnelle, et qui aujourd'hui GOM 
pose essentiellement la science. 



ONZIfiME LEGON 

Consid6rations gbnhrales sur la gdom6trie speciale 
ou pr6liminaire. 

La mkthode gBomBtrique des anciens devant avoir nBces- 
sairement, d’aprks les motifs indiquBs h la fin de la leGon 
prkckdente, line part preliininaire dans le systbme dogmatique 
de la gkom&rie, pour fournir t?I la gBom6trie gdndrale des 
fondements indispensables, il convient maintenant de fixer 
d’abord en quoi consiste strictement cette fonction prkalable 
de la gkomktrie spe‘ciale, ainsi rkduite au moindre dkveloppe- 
ment possible. 

En la considkrant sous ce point de vue, il est ais6 de recon- 
naftre qu’on pourrait la restreindre & la seule Btude de la ligne 
droite pour ce qui concerne la gkomktrie des Iignes t?I la qua- 
drature des aires planes rectilignes, et enfin & la cubature des 
corps terminBs par des faces planes. Les propositions klkmen- 
taires relatives Q ces trois questions fondamentales consti- 
tuent,en efyet, le point de depart nkcessaire de toutes le6 
recherches gkombtriques ; elles seules ne peuvent &re obte- 
nues que par une Btude directe du sujet; tandis qu’au 
contraire la thBorie complete de toutes les autres formes 
quelconques, meme celle du cercle et des surfaces et volumes 
qui s’y rapportent, peut aujourd’hui rentrer entierement l a n s  
le domaine de la gBomBtrie ge‘ne‘rale ou analyfique, ces 818- 
ments primitifs fournissant dBjA des dquations, qui suffisent 
pour permettre l’application du calcul aux questions gBomk- 
Iriques, qui n’eQt pas 6th sans cette condition prkalable. 

11 resulte de cette considBration que, dans l’usage ordinaire, 
on donne 4 la gdomktrie e‘limentaire plus d’ktendue qu’il ne 
serait rigoureusement nhcessaire, puisque, outre la ligne 
droite, les polygones et 10s polyedres, on y comprend aussi le 
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cercIe et les corps ronds, dont 1’Btude pourrait cependanl 
&re aussi purement aizctlytique que celle, par exemple, des 
sections coniques. Une veneration irrbfldchie pour l’antiquiti: 
contribue, sans doute, A maintenir ce ddfaut de mdthode. 
Mais comme ce respect n’a point empgch6 de faire rentrer 
dans le domaine de la gkomBtrie moderne la thdorie des sec- 
lions coniques, il faut hien que, relativeinent aux formes cir- 
xulaires, l’habitude contrairc, encore universelle, soil fondke 
sur d’autres motifs. La raison la plus sensible qu’on en puisse 
donner, c’est le grave inconvbnient qu’il y aurait, pour l’ensei- 
gnement ordinaire, h ajourner A une 6poque assez bloignke 
de l’education mathkmatique la solution de plusieurs ques- 
tions essentielles, susceptibles d’une application immkdiate 
et continuelle a une foule d’usages importants. POW proc6- 
der; en effet, de la mnnikre la plus rationnclle, ce ne serait 
yu’h l’aide du cidc~11 integral yu’on pourrait obtenir les int8- 
ressants rbsultats, relatifs a la meyure de la longueur ou de 
l’aire du cercle, ou la quadrature de la sphkre, etc., etablis 
par les anciens d’aprbs des considbralions exlremement 
simples. Cet inconv6nienL serait peu important st 1’6gard des 
esprits destines 5 ktudier l’ensemble de la science math6ina- 
tiyue, et l’avantage de procbder avec une rai,ionalitB parfaite 
aurait, comparativement, une bien plus grande valeur. Mais, 
le cas contraire 6tant encore le plus frequent, on a dii s’atta- 
cher ?I conserver dans la gkomktrie 616mentaire proprement 
dite des theories aussi essentielles. En admettant l’infl 
d’une telle considkration, et ne reslreignant plus cettc 
metrie preliminaire A ce qui est strictcment indispen 
on peut meme concevoir l’utilit 6, pour certains cas partici 
d’y introduire plusieurs Bludes importantes qui en ont 6 
ndralement exclues, comme cclles des sections coniquee 
cgclo’ide, etc.,afin de renfermcr, dans un enseignemenl k 
le plus grand nombre possible de connaissances usu 
quoique, m&ne sons le simplc rapport du temps, il fQt 1 
rable de suivre la marche la plus rationnelle. 

J e  ne dois point, a ce sujet, tenir compte ici des avan 
que peut pr6senter cette extension habituelle de la mki 
g6omdtrique des anciens au dela de la destination n h :  
qui lui est propre, par la connaissance plus profonde 
acquiert ainsi de cette rnkthode, et par la comparaison ins 
tive qui en rhsul te avec la mdthode rnoderne. Ce s o d  IS 
yualites qui, dans l’dtude d’une science quelconque, appai 
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marche que nous avons iiomm6e historique, et aux- 
faut savoir renoncer franchement, quancl on a bien 

lankcessitd dcsuivre la marche vraiment dogmafique. 
3ir congu toutes les parties d’une science de la ma- 
lus rationnelle, nous savons combien il importe, pour 
r cette Bducation, d’ktudier I’hisfoire de la science, 
ons6quent, de comparer exactement les diverses 
3 que l’esprit humain a successiveinent employbes ; 
deux series d’etudes doivent Btre, en gdnBra1, comrne 
ons vu, soigneusement skpartScs. Cependant, dans le 
il s’agit ici, la niBthode gkom6trique des modernes 
&tre encore trop rBcente pour qu’il ne convienne pas, 
a mieux caract6riser par la cornparaison, de traiter 
suivant la methodc des anciens, certaines questions 
leur nature, doivent rentrer rationnellcmen 1 dans la 
e moderne. 
u’il en soit, Bcartant inaintenant ces diverses consi- 
accessoires, nous voyons que ccttc introduction & la 

e, qui ne pent &trc traithe que suivant la mkthode des 
est strictement rdductible A I’ktude de la ligne droite, 
polygonalcs et des polybclres. I1 cst m@mc vraisem- 

u’on finira par la restrtindre habiluellement B ces 
16cessaires, qmnd les grandes nolions analytiques 
:venues plus iamilibres, et qu’une @tude de l’ensemhle 
Brnatiqucs sera universellement regardde comme la 
losophique de I’Bducation g8irbrale. 
,e portion preliminaire de la gkomktrie, qui ne saurait 
d6e sur l’application du calcul, se rdduit, par sa 
tt une suite de recherches fondamentales trks peu 
i, il est certain, d’un autre ~616,  qu’on ne peut la 
Ire davantage, quoiyue, par un veritable abus de 
nalytique, on ait yuelqnefois essayd, dans ces derniers 
e presenter sous un poinl de vue purement algebrique 
;ement des thdori3mes principaux de la gkomhtrie 
lire. C’est ainsi qu’on a prbtendu ddmontrer par de 
considdrations abstraites d’analyse matb6matiqne la 
constante qui existe entre les trois angles d’un triangle 
le, la proposition fondamentale de la thborie des 
3 semblables, la mesure des rcclangles, celle des 
pipkdes, elc., en nn mot, precisbment les seules 
,ions gBom6triques qui ne puissent &tre obtenues que 
etude directe du sujet, sans que le calcul soit sus- 
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ceptible d’y avoir aucune part. Je  ne signalerais poic! ici de 
telles aberrations, si elles n’avaient pas 6tB dBtermin6es par 
l’intention Bvidente de perfectionner, au plus haut de@ 
possible, le caractere philosophique dela science gkomdtrique, 
en la faisant rentrer immkdiatement, des sa naissance, dans 
le domaine des applications de l’analyse mathkmatique. M a h  
l’erreur capitale commise A cet dgard par quelques gkombtres 
doit &re soigneusement remarquke, parce qu’elle rBsulte de 
l’exagkration irr6flBchie de cette tendance aujourd’hui trhs 
naturelle et Bminemment philosophique, qui porte B Btendre 
de plus en plus l’influence de l’analyse dans les ktudes mathb 
mathiques. La contemplation des rksultats prodigieux aux. 
quels l’esprit huniain est parvenu en suivant une ielle direc- 
tion a dil involontairement entrainer A croire que meme les 
fondements de la mathematique concrete pourraient &re 
Btablis sur de simples considkrations analytiques. Ce n’est 
point, en effet, pour la gkomktrie seulement, que nous devons 
noter de semblables aberrations ; nous aurons bient6t A en 
constater de parfaitemenl analogues relativement la mBca- 
nique, B l’occasion des prktendues d6monstrations analytiques 
du parallklogramme des forces. Cette confusion logiqne a 
meme aujourd’hui bien plus de gravit6 en mkcanique, oh 
elle contribue effectivement B r6pandre encore un nuage 
melaphysique sur le caractere gknkral de la science ; tandis 
que, du moins en gkomktrie, ces considkrations abstraites 
ont 6th jusqu’ici laissees en dehors, sans s’incorporer a I’expo- 
sition normale de la science. 

D’aprBs les principes pr6sent6s dans cet ouvrage, sur la 
philosophie mathdmatique, il n’est pas nbcessaire d’insister 
beaucoup pour faire sentir le vice d’une telle manikre de 
procbder. Nous avons dbjsja reconnu, en effet, que le cabul 
n’dtant et ne pouvant &re qu’un moyen de ddduction, c’est 
s’en former une id6e radicalement fausse que de vouloir 
l’employer A Btablir les fondemenis BlBmelntaires d’une science 
quelconyue ; car, sur yuoi reposeraient, dans une telle op6- 
ration, les argumentations analytiques ? Un travail de catte 
nature, bien loin de perfectionner veritablement le caractere 
philosophique d’une science, constituerait un retour vers 
l’ktat mdtaphysique, en prPsentant des connaissances rBelles 
comme de simples abstractions logiques. 

Quand on examine en elles-m6mes ces prktendues d6inons- 
trations analytiques des propositions fondamentales de 
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gdomhtrie &mentaire, on verifie a is thent  leut insignifiance 
nkcessaire. Elles sont toutes fondBes sur une mani6re vicieuse 
de concevoir le principe de l’homoge‘ne‘ifd, dont j’ai expose, 
dans la ciiiquihme lecon, la veritable notion g6n6rale. Ces 
ddmonstrations supposent que ce principe ne permet point 
d’admettre la co-existence dans une meme Bquation de 
nombres obtenus par des comparaisons concrbtes diffkrentes, 
ce qui est Bvidernment faux et visiblement contraire & la 
marche constante des geomktres. Aussi, il est facile de recon- 
naftre qu’en employant la loi de l’homogeneitk dans cette 
acception arbitraire et illegitime, on pourrait parvenir A 
dtfmonfrei. avec tout autant de rigueur apparente des propo- 
fiitions dont l’absurditk est manifeste au premier coup d’ceil. 
En examinant avec attention, par exemple, le proc6dB A 
I’aide duquel on a tent6 de prouver analytiquement que la 
somme des trois angles d’un triangle rectiligne quelconque 
est constamment Bgale A deux anglcs droits, on voit yu’il est 
fond6 sur cette notion prBliminaire, que, si deux triangles 
ont deux de leurs angles respectivement Bgaux, le troisikme 
angle sera aussi, de part et d’autre, ndcessairement Bgal. Ce 
premier point &ant accord& la relation yroposke s’en dBduit 
imm6diatement, d’une manikre trbs exacte et fort simplc. Or, 
la consideration analytique; d’aprks laquelle ou a voulu Blablir 
cette proposition prkalable, est d’une telle nature que, si elle 
pouvait 6tre juste, on en deduirait rigoureusement, en la 
reppoduisant en sens inverse, cette absurdil6 palpable, que 
deux cat& d‘un triangle suffisent, sans aucun angle, B l’en- 
ti&e determination do troisibme cBtP. On peut faire des 
remarques analogues sur  toutes les demonstrations de ce 
genre, dont le sophisme sera ainsi verifie d‘une manitre par- 
faitement sensible. 

Plus hous devons ici considBrer la gBom6trie comme &ant 
aujourd’hui essentiellement analytique, plus il etait necessaire 
de prhmunir les esprits contre cette exagkration abusive de  
l’analyse mathbmatique, suivant laquelle on pretendrait se 
dispenser de toute observation g6omBlrique proprement dite, 
en Btablissavlt sur de pures abstractions algkbriques les fon- 
dements m6mes de cette science naturelle. J’ai db attacher 
d‘autant plus d’importance B caractkriser des aberrations 
ainsi likes au dBveloppeinent normal de l’esprit humain, 
qu’elles ont 6th pour ainsi dire consacr6es;dans ces derniers 
tempo par l’assentiment formel d’un @ornetre fort distingud, ’ 
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dont l’autoritg exerce sur l’enseignement Blbmentaire de I 

gbombtrie une tres grande influence. 
Je crois devoir reinarquer 9 cetle occasion que, sous plu 

d’un autre rapport, on a, ce me semble, trop perdu de vue1 
caractere de science naturelle nhcessairement inherent b lr 
gbometrie. I1 est ais6 de le reconnoitre, en considerant IP. 
vains elyorts tent& si longtemps par les gciomktres poor 
dLmontrer rigoureusemcnt, non h l’aide du calcnl, mal‘ 

d’aprks cerlaines construcl.ions, plusieurs proposi lions fonda. 
mentales de la geomelrie blbmentajre. Quoi qu’on puisse 
faire, on ne saurait Bvidemrnent bviter de recourir quel- 
quefois en gbometrie 9 la simple observation imm6diate 
comme moyen d’etablir divers rcisultats. Si, dans cctii 
science, les pli6nomenes que l’on considere sank, en verli 
de leur extreme simplicit& beaucoup plus lies entre e m  
que ceux relatifs 9 toute autre science physique, il doll 
ncianmoins s’en trouver nkcessairement quelques-uns qui ni 
peuvent &re deduits, et qui servent au contraire de point dc 
d6part. Qu’il convienne, en these gknbrale, pour la plu. 
grande perfection rationnelle de la science, de les rbduire ail 

plus petit nombre possible, ccla est sans cloute incontestahlc 
mais il serait ahsurde de pretendre les faire disparaitre corn 
plktement. J’avone d’ailleurs que je lroiive moins cl’inconii 
nients r h ! s  A Blendre un peu au del& de ce qui serait strick 
mcnt necessaire le nombre de ces notions geometriques aini 
Blablies par l’observation immediate, pourru qu’clles soieni 
d’une simplicitb suffisante, qu’9 en faire le sujet de dhonq 
trations compliquees et indirectes, m6me quand ces d6mons. 
trations peuvent &tre logiquement irreprocliables. 

AprBs avoir caractcirise ctussi exactement que possible IS 
veritable destiiialion dogmaliyue de la geom6lrie des ancien< 
rBduite & son moindre dkveloppement indispensable, il con- 
vien!. de considcirer sommairement dans son ensemble cha- 
cune des parties principales dont elle doit se composer.-Jr 
crois pouvoir me borner ici B envisager la premiere et la p111 
&endue de ces parties, celle qui a pour objet l’btude del 
ligne droite ; les deux autres sections, savoir : la quadratui 
des polygones et la cubature des polyBdres, ne pouvaii 
doniier lieu, vu leur nature trop restreinte, i aucune cons1 
deration philosophique de quelque importance, distincte (11 
celles indiquBes dans la legon pr6cBdente relativement B I 
mesure des aires et des volumes en gdnkral, 
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La question definitive que l’on a constamment en vue dans 
l’btude de la ligne droite consiste proprement A determiner 
les uns par les autres les divers klkments d’une figure rec- 
tiligne quelconque, ce qui permet de connaltre toujours 
indirectement une ligne droite dans quelques circonstances 
qu’elle puiase 6tre placee. Ce problbme fondamental cst 
susceptible de deux solutions generales, dont la nature est 
tout i fait distincte, l’unc graphiquc, l’autre alg6hrique. La 
premibre, yuoique fort irnparfaite, est celle qu’on doit con- 
sidkrer d’abord, parce rp’elle derive spontankment de 1’Btude 
directe du sujet ; la seconde, bien plus parfaite sous les rap- 
ports les plus imporlants, ne peut elre Btudi6e qu’en dernier 
lieu, parce qu’elle est fondBe sur la connaissance pr6alable 
de l’autre. 

La solution graphique consiste A rappor€er 5 volonte la 
figure proposke, soit avec les m6mes dimensions, soit surtout 
avec des dimensions varikes dans une proportion quelconque. 
Lepremier mode ne peut gukre 6tre mentionni: que pour 
mkmoire, comnie &ant le plus simple, et celui\que l’esprit 
doit envisager d’abord, car il est Bvidemment, d’ailleurs, 
presyue entibreinent inapplicable par sa nature. Le second 
est, au conlraire, susceptible de l’applicntion la plus Btendue 
et la plus utile. Nous en faisons encore aujourd’hiii un 
usage imporhnt et continuel, non seulement pour reprk- 
senter exactement les formes des corps et leurs positions 
mutuelles, mais meme pour la dktermination effective dcs 
grandeurs gBomBtriyues, quand nous n’avons pas besoin 
d‘une grande prkcision. Les anciens, vu I’imperfeciion de 
leurs connaissances gkometriyues, employaient ce prockdk 
d‘une maniere beaucoup plus Btendue, puisqu’il a Bt6 long- 
temps le seul qu’il piiisse appliquer, m&me dans les deter- 
minations pr6cises les plus importantes. C’est ainsi, par 
exemple, qu’bristarque de Samos estimait la distance rela- 
tire du solei1 et de la lune i~ la terre, en prenant des mesures 
sur un triangle construit le plus exactement possible, dc 
facon B &re semblable au triangle rectangle form6 par le5 
lrois astres, 3 ]’instant oh la lune se trouve en quadrature, et 
ob, en cons6quence, il sufiirait, pour definir le triangle, 
d‘observer l’angle & la terre. Archimkde lui-mbme, quoique 
apant, le premier, introduit en g6om6trie les dkterminations 
dcul&es, a plusieurs fois employ6 de semblables moyens. La 
rorniation de la trigonomdtrie n’y a pas fait m6me renoncer 

I ’ 
k-C. - I. 16 



226 PHILOSOPHIE POSITIVE 

entihrement, quoiqu’elle en ait beaucoup diminud l’usage ; 
les Grecs et les Arabes on1 continue Q s’en servir pour me 
foule de recherches, oh nous regardons aujourd’hui l’emploi 
du calcul comme indispensable. 

Cette exacte reproduction d’une figure quelconque, suivant 
une Bchelle diffdrente, ne peut pr6senter aucune grande diffi- 
cult6 theorique lorsque toutes les parties de la figure proposk 
sont comprises dans un m6me plan. hfais, si l’on suppose 
comme il arrive le plus souvent, qu’elles soient situkes dans 
des plans diffdrents, on voit naitre alors un nouvel ordre de 
considerations gkomktriques. La figure artificielle, qui est 
constamment plane, ne pouvant plus, en ce cas, &re unp 
image parfaitement fidkle de la figure reelle, il faut d’abortl 
fixer avec precision le mode de reprksentation, ce qui donne 
lieu aux divers systkmes de pr-ojection. Cela pos6, il reste i 
ddterminer suivant quelles lois les phknomenes g6omdtrique‘ 
se correspondent dans les deux figures. Cette considdratior 
engendre une nouvelle skrie de recherches gkorndtriques 
doni l’objel clefinitif est proprement de d6couvrir commenl 
on pourra remplacer les constructions en relicf par des cone 
tructions planes. Les anciens ont eu & resoudre plusieur 
questions Blementaires de ce genre, pour les divers cas o 
nous employons aujourd’hui la trigonometrie sph6rique; r 
principalement pour les diffkrents problkmes relatifs B I 
spiikre ckleste. Telle Btait la destination de leurs analemnrf 
et des autres figures planes qui ont suppl66 pendant si Ion! 
temps & I’usage du calcul. On voit par 18 que les ancien 
connaissaient rkellement les Blkments de ce que nous nor’ 
mons maintenant la ge‘ome‘trie descriptiue, quoiqu’ils ne I ?  
eussent point congus d’une manikre distincte et gdndrale. 

J e  crois convenable de signaler ici rapidement, A cell 
occasion, le veritable caractere philosophique de cette gP 
metrie descriptive, bien que, comme &ant une science esv 
tiellement dapplication, elle ne doive pas &re comprise dal 
le domaine propre de cet ouvrage, tel que je l’ai circonscl 
en commenGant. 

Toutes les questions quelconques de geomktrie a trois 
mensions donnent lieu nkcessairement, quand on consid1 
leur solution graphique, Q une difficult6 gdnhrale qui IC 
est propre, celle de substituer aux diverses constructions ’ 
relief nbcessaires pour les resoudre, et qui sont presque fr 
jours d’une execution impossible, de simples construcf’ 
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planes Bquivalentes, susceptibles de  determiner finalement les 
memes r6sultats. Sans cette indispensable conversion, chaque 
solution de ce genre serait Bvidemment incomplete e t  rkelle- 
ment inapplicable dans la pratique, quoique, pour la th6orie1 
les constructions dans I’espace soient ordinairement prhf6- 
rahles comme plus directes. C’esl afin de fournir les moyens 
g6n6raux d’effectuer constamment une telle transform a t‘ ion 
que la ge‘orne‘trie descriptiue a 6tk cr&6e1 et constitu6e en un 
corps de doctrine distinct et homogkne par une vue de genie 
de notre illustre Monge. I1 a prkalablement conGu un mode 
uniforme de reprksenter les corps par des figures trackes sur 
un seul plan, B I’aide desprojections sur deux plans diffkrents, 
ordinairement perpendiculaires entre eux, et dont I’un est 
suppos6 tourner autour de leur intersection commune pour 
venir se confondre avec le prolongenlent de I’autre ; il a suffi, 
dans ce systkme, ou dans tout autre kquivalent, de regarder 
les points et les lignes comme dkterminks par leurs projec- 
tions, et les surfaces par les projections de leurs g6n6ratrices. 
Cela pos6, Monge, analysunt avec une profonde sagacite les 
divers travaux partiels de ce genre executks avant lui d’aprks 
une foule de proc6dks incohBrents, et considkrant mGme, 
d‘une manikre g6n6rale et directe, en quoi devaient consister 
constamment les questions quelconques de cette nature, a 
reconnu qu’elles Btaient toujours r6ductibles A un tres petit 
nombre de probkmes abstraits invariahles, susceptibles 
d’etre resolus s6par6ment une fois pour toutes par des ope- 
rations uniformes, et qui se rapportent essentiellement les 
uns au contact et les autres aux intersections des surfaces. 
Ayant form6 des mkthodes simples et entikrement generales 
pour la solution graphique de ces deux ordres de probkmes, 
toutes les questions gkometriques auxquelles peuvent donner 
lieu les divers arts quelconques de construction, la coupe des 
pierres, la charpente, la perspective, la gnomonique, la forti- 
fication, etc., ont pu Btre irait6es d6sormais comme de  
simples cas particuliers d’une th6orie unique, dont l’applica- 
tion invariable conduira toujours nkcessairement 4 une solu- 
tion exacte, susceptible d’6tre facilitke dans la pratique en 
profitant des circonstances propres 

Cette importante creation mkrite singulierement de-fixer 
pattention de tous les philosophes qui considerent l’ensemble 
des operations de l’espece humaine, comme &ant un pre- 
mier pas, et jusqn’ici le seul rkellement complet, vers cette 

chaque cas. 
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renovation gen6rale des travaux humains, qui doit imprimer 
A tous nos arts un caracthe de precision et de rationalit&, si 
necessaire B leurs progrbs futurs. Une telle r6volution devait, 
en effet, commencer inevitablement par cette classe de tra- 
vaux industriels qui se rapporte essentiellement A la science 
la plus simple, la plus parfaite, et la plus ancienne. Elle ne 
peut mnnquer de s’etendre successiveinent dans la suite, 
quoique avec moins de faciliL6, B toutes les autres operations 
pratiques. Nous aurons meme bientat occasion de reinarquer 
que R’longe, qui a c o q u  plus profondement que personne la 
v6rilable philosophie des arts, avai t essay6 d’ebaucher pour 
l’industrie mkanique une doctrine correspondan te i cellr: 
qu’il avait si heureusement formhe pour l‘indus trie gdom6- 
trique, mais sans obtenir pour ce cas, clont la difficult& est 
bien suphrieure, aucun autre succbs que celui d’indiquer 
assez nettement la direction que doivent prendre les recher- 
ches de cette nature. 

Quelqu’essentielle que soit rkellement la conception de la 
gkonidtrie descriptive, il iniporte bcaucoup de ne pas se mB- 
prendre sur la vkritable destination qui lui est si expressdment 
propre, cornme l’ont fait, surtout dans les premiers temps de 
cette dPcouverte, ceux qui y ont vu un moyen dagrandirle 
domaine g6ndral et abstrait de la gkombtrie rationnelle. L’Bvb 
iieinent n’a iiullement rbpondu dcpuis h ces espdrances mal 
conpues. Et, en eflet, n’est-il pas evident que la g6omBtrie 
descriptive n’a de valeur spkciale que coinme science d‘appli- 
cation, comme constituant la veritable thEorie propre des arts 
gAom6triques ? Considerbe sous le rapport abstrait, elle ne 
saurait introduire aucun ordre vraimeiit distinct de sp8cu- 
lations geometriqucs. I1 ne faut point perdre de vue que, pour 
qu’une question g6om6trique tombe d a m  le domaine proprc 
de la g6om6trie descriptive, elle doit necessairement avoir 
toujours 6tB rksolue prBalablement par la gkomktrie sp8cu. 
lative, clont ensuite, comme nous l’avons vu, les solutionc 
ont constamment besoin de t re  prdparhes pour la pratique 
de manibre A suppleer aux constructions en relief par dec 
constructions planes, substitution qui constitue reellemen1 
la seule fonction caractdristique de la gdombtrie descriptive. 

I1 convient neanmoins de remarquer ici que, sous le rapporl 
de 1’8ducation intellectuelle, 1’6tude de la g8omBtrie descrip 
tive prEsente une importante propriete philosophique, tout f 
fait independante de sa haute utilit6 industrielle. C’est I’avan 
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tage qu’elle offre si Bminemment, en habituant B considher 
dans l’espace des systkmes gBomBtriques quelquefois trbs 
composBs, et Q suivre exactement leur correspondance conti- 
nuelle avec les figures effectivement tracbes, d’exercer ainsi 
au plus haut degrB, de la manikre la plus sQre et la plus 
precise, cette importante facult6 de I’esprit humain qu’on 
appelle l’irnaginafion proprement dite, et qui consiste, dans 
son acception BIBmentaire et positive, Q se reprbsenter nette- 
ment, avec facilit6, un vaste ensemble variable d‘objets fictifs, 
cornme s’ils Btaient sous nos yeux. 

Enfin, pour achever d’indiquer la nature gCn6rale de la  
gt5omBtrie descriptive en determinant son caract &re logique, 
nous devons observer que si, par le genre de ses solutions, 
elle appartient A la gBom6trie des anciens, d’un autre c8t6, 
elle se rapproche de la gComBtrie des modernes par l’espkce 
des nuestions qui la composent. Ces questioiis sont, en efret, 

emment remarquables par cette gkn6ralitB que n o m  
s vue, dans la dernikre lecon, constituer le vrai caractbe 
amental de la gkombhrie moderne; les mbthodes y sont 
iurs concues comme applicables h des formes quelconques, 
)articularit6s propres h chaque forme n’y pouvant avoir 
ne influence purement secondaire. Lcs solutions y sont 
graphiques comme la plupart de celles des anciens, et 

rales comme celles des modernes. 
)r&s cette importante digression, dont le lecteur aura sans 
e reconnu la n6cessit6, poursuivons l’examen philoso- 
ue de la g6om6trie spdciale, considBr6e toujours comme 
ite Q son moindre ctdveloppernent possible, pour servir 
roduction indispensable la g6omBtxie gkne‘rale. Ayant 
samment envisage la solution graphiyue du problbme 
lamental relatif h la ligne droite, c’est-&dire de la dA- 
kat ion les uns par 10s autres des divers 6lCments d’une 
re rectiligne quelconque, nous devons maintenant en 
Diner d’une manikre gCn6rale la solution alghbrique. 
ette seconde solution, dont il est inutile ici d’apprkcier 

expressement la supkriorit6 Bvjdente, appartient nkcessai- 
rement, par la nature meme de la question, au systkme de la 
Rbomktrie ancienne, quoiyue le procBd6 logique employ6 
I’m fasse ordinairement &parer mal A propos. Nous avons 
lieudeverifierainsi, sous un rapport tres important, ce qui a 
6tMablien g6nBral dans l a l e ~ o n  prBcBdente, quece n’est point 
Par remploi du calcul qu’on doit distinguer essentiellement i 
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la g6om6trie moderne de celle des anciens. Les anciens sont, 
en effet, les vrais inventeurs de la trigonometrie actuelle, 
tant sphBrique que rectiligne, qui seulement Btait beaucoup 
moins parfaite entre leurs mains, vu l’extreme infdrioritk de 
leurs connaissances algebriques. G’est donc reellement dans 
cette leqon, et, non, comme on pourrait le croire d’abord, 
dans celles que nous consacrerons ensuite Q l’examen phi- 
losophique de la geomktrie gdne‘rale, qu’il convient d’apprk- 
cier le caractere de cette importante thkorie prBliminaire, 
habituellement comprise Q tort dans ce qu’on appelle la qh- 
mkfrie analytique, et qui n’est effectivoment qu’un complk- 
ment de la giome7rie Cldmentaire proprement dite. 

Toutes les figures rectilignes pouvant &€re decomposdes en 
triangles, il suffit Bvidemment de savoir determiner les uns 
par les autres les divers BlBments d h i  triangle, ce qui rB- 
duit la polygonomifrie Q la simple trigonomdtrie. 

Pour qu’une telle question puisse etre rksolue algdbri- 
quement, la difficult6 consiste essentiellement A former entre 
les angles et les cBtBs d’un triangle trois Bquations distincter, 
qui, une fois obtenues, rkduiront Bvidemment tous les pro 
blkmes trigonomktriques B de pures recherches de calcul. 
En consid6rant de la manikre la plus gBnBrale 1’6tablissemenl 
de ces equations, on voit naitre immkdiatement unedistinction 
fondamentale relativement au niode d’introduction de!: 
angles dans le calcul, suivant qu’on les y fera entrer direc- 
tement par eux-memes ou par leu arcs circulaires qui leur 
nont proportionnels, ou que, au contraire, on leur substituera 
certaines droites, comme, par exemple, les cordes de ces atcs 
qui leur sont inhhrentes, e t  que, par cette raison, on appellc 
ordinairement leurs lignes trigonom6triques. De ces den 
systkmes de trigonombtrie, le second a dQ etre, Q l’origine, 1 
seul adopt6, comme Btant le seul praticable, puisque 1’& 
de la gBom6trie permettait alors de trouver assez aisdmer 
des relations exactes entre les c6tBs des triangles et les lignc 
trigonomdtriques des angles, tandis qu’il eat Bt6 absolumenl 
impossible, B cette Bpoyue, d’htablir des tquations entre leL 
cat& et les angles eux-memes. La solution pouvant aujour 
d’hui &re obtenue indifftremment dans l’un et dans I’autr 
systkme, ce motif de preference ne subsiste plus. Mais 
geomktres d e n  ont pas moins dii persister Q suivre par clm 
le systkme primitivement admis par necessite ; car la m h  
raison qui a permis ainsi d’obtenir les Bquations trigonon’ 
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triques avec beaucoup plus de facilite doit Bgalement, comme 
il est encore plus ais4 de le concevoir d! priori, rendre ces 
Bquations bien plus simples, puisqu’elles existent alors seu- 
lement entre des lignes droites, au lieu d’8tre Btablies entre 
des lignes droites et des arcs de cercle. Une telle considd- 
rat& a d’autant plus d’importance qu’il s’agit 18 de for- 
mules Bminemment BIBmentaires, destinBes A Btre continuel- 
lement employees dans toutes les parties de la science mathi?- 
matique aussi bien que dans toutes ses diverees applications. 

On peut objecter,il est vrai, que, lorsqu’un angle est donn8, 
c’efit. toujours, en effet, par lui-m6me et  non par sa ligne tri- 

metrique ; et que, lorsqu’il est inconnu, c’est sa valeur 
laire qu’il s’agit proprement de dkterminer, et non celle 
:une de ses lignes trigonomktriques. I1 semble, d’apres 
que de telles lignes ne sont entre les cat& et  les angles 
1 intermediaire inutile, qui doit 6tre finalenient Blimin8 
nt l’introduction ne parait point susceptible de simpli- 
a recherche qu’on se propose. I1 importe, en effet, cl’ex- 
er avec plus de gBn6ralitB et de prkcision qu’on ne 
t d’ordinaire l’immense utilite rkelle de cette manibre 
VocBder. Elle consiste en ce que l’introduction de ces 
deurs auxiliaires partage la question totale de la trigo- 
itrie en deux autres essentiellement distinctes, doilt 

a pour objet de passer des angles A leurs lignes 
nomBtriques ou r6ciproquement, et dont l’autre se pro- 
de dkterminer les c8t6s des triangles par les lignes 

nomBt,riques de leurs angles ou rkciproquement. Or, la 
liere de ces deux questions fondamentales est Bvidem- 
.) susceptible, par sa nature, d’Gtre entibrement traithe et 
ite en tables numdriques une fois pour toutes, en con- 
-ant tous les angles possibles, puisqu’elle ne depend que 
3s angles, et nullement des triangles particuliers oh ils 
ent entrer dans chaque cas ; tandis que la solution de 
Jconde question doit nBcessairement 6tre renouvelBe, 
noins sous le rapport arithmetique, A chaque nouveau 
igle qu’il faut rhsoudre. C’est pourquoi la premiere por- 
du travail total, qui serait prkciskment la plus pbnible, 
t plus comptBe ordinairement, &ant toujours faite 
ance ; tandis que si une telle dPcomposition n’avait point 
nstituke, on se serait trouvi: Bvidemment dans l’obliga- 
de recommencer dans chaque cas particulier le calcul 

\OUt entier. Telle est la propribth essentielle du systkrne tri- 
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gonomhtrique adopt6 qui, en effet, ne prbsenterait rbelle. 
ment aucun avantage effectif si, pour chaqae angle Ir. consi- 
derer, il fallait calculer continuellement sa ligne trigonomd- 
trique ou reciproquement : l’intermediaire serait alors plus 
genant que commode. 

Afin de comprendre nettement la vraie nature de cette 
conception, il sera utile de la comparer h une conception 
encore plus importante, destinke a produire un effet analogue, 
soit sous le rapport algebrique, soit surtout sous le rapporl 
arithmktique, l’admirable thkorie des logarithmes. En examiq 
nant d’une manikre philosophique l’influence de cette thhorie, 
on voit, en effet, que son rksultat general est d’avoir dhcom 
post5 toutes les operations arithmetiques imaginables en deun 
parties distinctes, dont la premikre, qui est la plus complis 
quee, est susceptible de t re  exdcutee B l’avance une fois pout 
toutes, comme ne dependant que des nombres B considerel 
e t  nullement des diverses combinaisons quelconques dar 
lesyuelles ils peuvent entrer, et qui consiste B se reprhsenb 
tous les nombres comme des puissances assignables d’u~ 
nombre constant ; la seconde partie du calcul, qui doitnhces 
sairement &re recommencee pour chaque formule nouvelle i 
kvaluer, Btant, d8s lors, reduite B executer sur ces exposant! 
des operations correlatives infiniment plus simples. Je rnr 
borne B indiquer ce rapprochement, que chacun peut aid 
ment developper. 

Nous devons, de plus, observer cornme une propridti 
secondaire aujourd’hui, inais capitale B I’origine, du systbt 
trigonomtitrique adopt&, la circonstance trks remarquableq~! 
la ddtermination des angles par leurs lignes trigonomdtt 
ques, ou reciproquement, est Susceptible d’une solution 
arithmetique, la seule qui soit directement indispensable pour 
la destination propre de la trigonomktrie, sans avoir prdala. 
blement rdsolu la question algebrique correspondante. C ’ 4  
sans doute, h une telle particularite que les anciens ont do de 
pouvoir connaitre la trigonomdtrie. La recherche ainsi coneup 
a et6 d’autant plus facile que, les anciens ayant pris naturel, 
lement la corde pour ligne trigonomktrique, les tables# 
trouvaient avoir et6 d’avance construites en partie pour !JO 
tout autre motif, en vertu du travail d’brchimbde sur la Me. 
tification du cercle, d’oii rdsultait la determination effectlrt: 
d‘une certaine suite de cordes, en sorte que, lorsque pius 
tard Hipparque eut invent6 la trigonomktrie, il put se hw ’ 
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4 complEter cette opEration par des intercalations convena- 
bles, ce qui marque nettement la filiation des idees B cet 
Bgard. 

Afin d’esquisser entihrement cet a p e r p  philosophique de 
la trigonom6trie1 il convient d’observer maintenant que l’ex- 
tension du meme motif qui conduit Q remplacer les angles ou 
les arcs de cercle par des lignes droites, dans la vue de sim- 
plifier les Bquations, doit aussi porter B employer concurreni- 
ment plusieurs lignes trigonom&riques, au lieu de se borner 
B une seule, comme le faisaient les anciens, pour perfection- 
ner ce systhme en choisissant celle qui sera algkbriquement 
la plus convenable en teile ou telle occasion. Sous ce rap- 
port, il est clair que le iiombre de ccs lignes n’est par lui- 
meme nullement limit6 ; pourvu qu’elles soient d6termi- 
ribes d’aprks I’.arc, e t  que rdciproquement elles le d6termi- 
nent, suivant quelque loi qu’elles en d6rivent d’ailleurs, 
elles sont aptes A lui etre substitu6es dam les equations. 
En se bornant aux constructions les plus simples, les 
Arabes et les moderncs ensuite ont successivement port6 B 
quatre ou Q cinq le nombre des lignes trigonomktriques 
direcfes, qui pourrait &re 6tendu bien davantage. Mais au 
lieu de recourir B des formations geomktriques qui finiraient 
par devenir trhs compliqu6es, on conGoit avec une ex t rh ie  
facilitd autant de nouvelles lignes trigonomhtriques que 
peuvent l’exiger les transformations analytiques, au moyen 
d‘un artifice remarquable, qui n’est pas ordjnairement sak i  
d‘une manihre assez g6nErale. 11 consiste, sans multiplier 
immediatement les lignes trigonomdtriques propres B chaque 
arc consid6r6, B en introduire de nouvelles en regardant cet 
arc cornme determine indirectement par toutes les lignes 
relatives B un arc qui soit une fonction trks simple du premier. 
Cest ainsi, par exemple, que souvent, pour calculer un angle 
avec plus de facilite, on dkterminera, aix lieu de son sinus, le 
sinus de sa moiti6 ou de son double, etc. Une telle creation 
de lignes trigonom6triques indirectes, est Bvidemment bien 
plus fBconde que tous les procedes gkom6triques immkdiats 
pour en obtenir de nouvelles. On peut dire, d’aprks cela, que 
le nombre des lignes trigonom6triques eEectivement em- 
ployees aujourd’hui par les geomktres esl rPellement inclkfini, 
puisque, h chaque instant, pour ainsi dire, les transformations 
onalytiques peuvent conduire A l’augmenter par le procede 
que je viens d’indiquer. Seulement, on n’a donne jusqu’ici de 
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noms speciaux qu‘Q celles de ces lignes indirecfes qui semi 
portent au complement de l’arc primitif, les autres ne rev( 
nant pas assez frdquemment pour ndcessiter de semblablc 
dhominations, ce qui a hit commundment meconnaitre la 
veritable &endue du systbme trigonombtrique. 

Cette multiplicitk des lignes trigonometriques fait naitre 
Bvidemment, dans la trigonombtrie, une troisiPme question 
fondainentale, 1’8tude des relations qui existent entre ces 
diverses lignes ; puisque, sans une telle connaissance, on ne 
pourrait point utiliser, pour les besoins analytiques, cettc 
vari6t6 de grandeurs auxiliaires qui n’a pourtant pas d’aulrr 
destination. I1 est clair, en outre, d’apres la consideration 
indiqcthe tout Q l’heure, que cette partie essentielle de I*  
trigonometrie, quoique simplement prbparatoire, est, pars 
nature, susceptrble d’une extension indefinie quand on I’PP 
visage dans son entiere gen6ralit6, tandis que les deu 
autres sont necessairement circonscrites dans un cadre rigoii 
reusement defini. 

Je n’ai pas besoin d’ajouter expressement que ces troi. 
parties principales de la trigonometrie doivent Btre Btudide. 
dans un ordre pr6cisdment inverse de celui suivant lequcl 
nons les avons vues deriver nbcessajrement d e  la natureghni- 
rale du sujet; car la troisihme est, visiblement independan1 
des deux autres, et la seconde de celle qui s’est prdsenthe i 
premidre, la resolution des triangles proprement dite, qu 
doit, pour cette raison, Btre traitbe en dernier lieu, ce qu’  
rendait d’autant plus importante la consideration de la filiation 
naturelle. 

I1 etait inutile d’envisager ici distinctement la trigon? 
m6trie spherique, qui ne peut donner lieu h aucune consid? 
ration philosophique spbciale, puisque, quelque essentiel’ 
qu’elle soit par I’importance et la multiplicitk de ses usagp 
on ne peut plus la traiter aujourd’hui, dans son ensemblf 
que comme une simple application de la trigonometrie recl 
ligne, qui fournit immediatemen t ses Bquations fondamei 
tales, en substituant au triangle spherique I’angle tried1 
correspondan t . 

J’ai cru devoir indiquer cette exposition sommaire de J 
philosophie trigonomdtrique, qui pourrait d’ailleurs donnr 
lieu A beaucoup d’autres considerations intbressantes, afin d 
rendre sensibles, par un exemple important, cet enchafnr 
ment rigoureux et cette ramification successive que p+ 
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sentent Ies questions les plus simples en apparence de la 
ghom6trique Bleinentaire. 

Ayant ainsi suffisamment consider6 pour le but de cet 
ouvrage le caractere propre de la g6omP;trie spe‘ciale, rBduile 
A sa seule destination dogmatique, de fournir h la gBom6trie 
gh?r:raZe une base preliminaire indispensable, nous devons 
dhsormais porter loute notre altention sur la vgritable science 
ghomktrique, eilvisagbe dans son ensemble de lp manikre la 
plus rationnelle. I1 faut d’abord, & cet efl’et, soigneusement 
examiner la grande idee-m8re de Descartes, sur layuelle elle 
est entikrement fondke, ce qui fera l’objet de la legon sui- 
vante. 



D o uz I Bag E LE o N 

Conception fondamentale de la ge'ometrie g6n6rale ou analytiqut 

La gdombtrie geize'rale Btant entibrement fondde sur 
transformation des considerations geombtriques en consid 
rations analytiques kquivalentes, nous devons d'abord el 

miner directement et d'une manikre approfondie la belle coi 

ception d'aprbs laquelle Descartes a ktabli uniformher 
la possibilild constante d'une telle correlation. Outre SO 
extreme importance propre, comme moyen de perfectionnf 
Bminemment la science g6oinktrique, ou plutat de la con. 
tituer dans son ensemble sur des bases ratioiinelles, l'dtuil 
philosophiyue de cette admirable conception doit avoir h ncl 

yeux un int@r& d'autant plus BlevB qu'elle caracthrise air 
une parfaite Bvidence la mkthode gBn6rale a employer poi' 
organiser les relations de l'abstrait au concret en mathkm? 
tique, par la reprksentation analytique des phknombnf 
naturels. I1 n'g a point, dans la philosophie mathkinatiqui 
de pensee qui mkrite dayantage de fixer toute notre atki 
tion. 

exprimer par de simples relationsan 
lytiques tous les divers phBnomhnes gbomBtriques que l'i 
peut iinaginer, il faut b d e m m e n t  Btablir d'abord un moi 

general pour reprksenter analytiqueinent les sujetsm6mes dal 
lesquels ces ph6nornknes rdsident, c'est-&dire les lignes ou 1 
surfaces a considkrer. Le sujet elant ainsi habituellemc 
envisage sous un point de vue purement analytique, on COI 
prend que dks lors il a e l k  possiblc dc concevoir de la rnh 
manibre les accidents quelconques doni il est susceptible. 

Pour  organiser la reprbsentation des formes g6om6trip 
par des Bquations analytiques, on doit surmonter prCalq' 

Afin de parvenir 
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ment une difficult4 fondamentale, celle de reduire A des idees 
sirnplement numeriques les Blements generaux des diverses 
notions gt5ometriques ; en un mot, de substituer, en g6om6- 
trie, de pures considerations de p a n t i t i  A toutes les consi- 
derations de qualife'. 

A cet effet, observons dabord que toutes les idees gEom6- 
hiques se rapportent necessairement & ces trois catkgories 
universelles : la grandeur, la forme et la position des Btcn- 
dues Q considdrer. Quant h la prernibre, il n'y a Bvidemment 
aucune difficult6 ; elle rentre immediatement dans les idees 
de nombres. Pour la seconde, il faut remarquer qu'elle est 
loujours rdductible par sa nature & la troisibme. Car la forme 
Il'nn corps r8sulte Bvidemment de la position mutuelle des 
[liffbrents points dont il est compos8, en sortc quc I'id6e de 
position comprend necessairement celle de forme, et que 
loute circonstance de forme peut $tre traduite par une cir- 
constance de position. C'est ainsi'en effet, que l'esprit humain 
a proc6dB pour parvenir A la reprksentation analytique des 
lormes g6om6triquesl la conception n'etant directenient rela- 
live qu'aux positions. Toute la clifficnlt6 Blementaire se reduit 
'one proprement a ramener les idees quelconques de situa- 
on A des idees de grandeur. Telle est la destination immk- 
late de la conception prdiminaire sur laquelle Descartes a 
'abbli le systbme general de la gAornBtrie analytique. 
Son travail philosophique a simplement consistb, sous ce 
rpport, dans l'enti8re genbralisation d'un procede elemen- 
lire qu'on peut regarder comme nature1 & l'esprit humain, 
kqu'il se forme pour ainsi dire spontanement chez toutes 
.intelligences, meme les plus vulgaires. En effet, quand iI 
igit d'indiquer la situation d'un objet sans le montrer imm6- 
Ititement, le moyen que nous adoptons toujours, et le seul 
:idemment qui puisse &e employe, consiste h rapporter cet 
')jet Q d'autres qui soient connus, en assignant la grandeur 

BlBments geom6triques quelconques, par lesquels on le 
Inqoit 1% A ceux-ci ( I ) .  Ces elements constituent ce que 
wartes, et d'aprbs lui tous les g&ombtres, ont appele les 
' wdonnies de chaque point consid6r4, qui sont ndcessaire- 
writ au nombre de deux si l'on sait d'avance dans que1 plan 

point est situ&, et au nombre de trois, s'il peut se trouver 

1) C'est ainsi, par exemple, que nous dbterminons habituellement 
Wition des lieux su r  la terre par leurs distances plus ou moins 
'Ides a l'kquateur e t  h un premier mkridien. 
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indiffbremment dans une region quelconque de l’espaii 
Autant de constructions diffkrentes on peut imaginer poi’ 
determiner la position d’un point, soit sur un plan, soit dan 
l’espace, autant on congoit de systemes de coordonndes db 

tincts, qui sont susceptibles, par conskquent, d’6tre multiphr~ 
A l’infini. Mais que1 que soit le systhme adopt6, on aura tot 

joiirs ramen6 les idees de situation Q de simples iddesd 
grandeur, en sorte que l’on se reprksentera le dkplacemen 
d’un point comrne produit par de pures variations num8riqw 
dans les valeurs de ses coordonn6es. Pour ne considher 
d’abord que le cas le moins compliqu6, celui de la gdomdtric 
plane, c’est ainsi qu’on d6terminele plus souvent la podior 
d’un point sur un plan, par ses distances plus ou moint 
grandes A deux droites fixes suppos6es connues qu’on noma 
axes, et qu’on suppose ordinairement perpendiculaires en!? 
elles. Ce systeme est le plus adopt&, Q cause de sa simplic~l 
mais les g6omktres en emploient quelquefois encore une in1 
nit6 d’autres. Ainsi, la position d’un point sur un planp? 
etre dhterminke par ses distances Q deux points fixes ; ou p 
sa distance B un scul point fixe, et la direction de cette di. 

tance, estim6e par l’angle plus ou moins grand qu’elle f? 

avec une droite fixe, ce qui constitue le systeme des coordor 
n6es dites polaires, le plus usitk aprks celui dont nous a m  
parlk d‘abord; ou par les angles que forment les droilf 
allant du point variable Q deux points fixes avec la droite q 
joint ces derniers ; ou par les distances de ce point 4 UT 
droite fixe et B un point fixe, etc. En un mot, il n‘ya pac 
figure gkomktrique quelconque d’oh l’on ne puisse dkdi~! 
un certain systkme de coordonn6es, plus ou moins susc[ 
tible d’etre employ& 

Une observation gbn6rale qu’il importe de faire A cet hg’ 
c’est que tout systkme de coordonn6es revient Q determiner 
point, dans la gEom6tric plane, par l’intersection de d p  

lignes, dont chacune est assujettie it certaines condib 
fixes de dktermination ; une seule de ces conditions re4 
variable, e t  tantat l’une, tant6t une autre, selon le sydi 
considkr6. On ne saurait, en effet, concevoir d’autre mol 

de  construire un point que de lemarquer par la rencontv 
deux lignes quelconques. Ainsi, dans le systhme le plus 1 
quent, celui des coordonne‘es rectiliynes proprement dite* 
point est determine par I’intersection de deux droites, 01 
chacune reste constamment parallele h un axe fixe, PI, 



rfmt tout phbnomkne devra se traduire par une certaine 
modification algebrique de son Bquation. Si l'on suppose, en 
eflet, qu'un point se m e u w  sur un plan sans que son cours 
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soit determine en aucune manibre, on devra Bvidemmenl 
regarder ses deux coordonnees, dans quelque systhme que c p  

soit, comme deux variables entibrement inddpendantes l’unr 
de l’autre. Mais si, au contraire, ce point est assujetli A dBcrirc 
une certaine ligne quelconque, il faudra ndcessairement con 
cevoir que ses coordonnees conservent entre elles, d m  
toutes les positions cp’il peut prendre, m e  certaine relation 
pcrmanentc et prdcisc, susceptible, par conskquent, d’&trf 
exprimhe par une dquation convenahle, qui deviendra la dlfi 
nition analytique Irks nette et tr8s rigoureuse de la lignecon 
sicldrke, puisqu’ellc exprimera une proprikth algdbriqueexclil 
sivenient relative aux coordonndes de tous Ies points de cetll 
hgne. I1 est clair, en effct, que lorsqu’un point n’est souml 
& aucune condition, sa situation n’est determinee qu’autan 
qu’on donne & la fois ses deux coordonnbes, distinctemell’ 
l’une de I’autre ; tandis que, quand le point doit se troure 
sur une lignc ddfinie, une seule coordonnee suffit pour fix 
entibrement sa position. La seconde coordonnde est donc a h  
unc foncfion ddterminde de la premikre, ou, en d’auP 
tcrmes, il doit exister entre e lks  une certaine e‘qrration, d’ur 
nature correspondante h celle de la ligne sur laquelle le pol 
esl assujetli & rester. En un mot, chacune des coordonnc 
tl’un point l’obligeant a Btre situ4 sur une certaine ligne, 
c o n p i t  reciproquement que la condition, de la part d’l 
point, de devoir appartenir A une ligne ddfinie d’une man2 
quelconque, dquivaut Q assigner la vaIeur de l’une des dtl 
coordonnees qui se trouve, dans ce cas, &re entieremel 
dEpcnclante de l’autre. La relation analytique qui exprim 
cettc cldpendance peut Btre plus ou moins difficile a ddcouvrir 
mais on doil dvideinrnent en conceroir toujours I’exislencf 
meme dans les cas oh nos moyens actuels seraient insuffisanl 
pour In h i r e  connaltrc. C’est par cette simple considdratior 
que, indBpendainnient des vdrifications particulibres surlr. 
yuelles est ordinairement dtahlic cette conception fondamer 
tale 2t l’occasion de telle ou telle definition de ligne, on pel 
demontrey, d’une manibre entieremen1 genkrale, la ndcescl 
dc  la reprdsentation analytique des lignes par les Byuation 

En reprenant en sens inverse les m6mes r&lexions,( 
mettrait aussi Pacilement en evidence la necessite g6omdtriqI 
de la reprdsentation de toute Bquation A deux variables, dar 
un systeme determine de coordonndes, par une certaineligfli 
dont une telle relation serait, A ddfaut d’aucune autre 11 

-. 
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priet6 connue, une definition trks caracthristique, et qui aura 
pour destination scientifique de fixer immkdiatement l’atlen- 
iion sur [la marche gknkrale des solutions de I’Bquation, se 
trouvera ainsi nothe de la manikrc la plus sensible et la p1:is 
simple. Cetle peinture des Bquations est un des avantages 
fondamentaux les plus importan ts de la geomdtrie analytique, 
qui a par la rkagi au plus haut degre sur le perfectionnenient 
g6nCral de l’analyse elle-meme, non seulement en assignant 
aux recherches purement abstraites un but nettement d6tcr- 
mine et une earriixe inbpuisable, mais, sousun rapport encore 
plus direct, en fournissant on nouveau inoyen philosophique 
de meditation analytique, qui ne pourrait &re remplack par 
mcun autre. En effet, la discussion puremenl algebrique d’une 
quation en fait sans doute connaltre les solutions de la 
ianikre la plus prBcise, mais en les considhrant seulcment 
me une, de telle sorte que, par cette voie, leur marche 
$n6rale ne saurait ktre conSue qu’en rOsultat dkfinitif d’une 
lon‘gue et ph ib l e  suite de comparaisons numckiques, aprks 
hquelle I’activit6 intellectuelle doit ordinairement se trouver 
moussCe. h u  contraire, le lieu gkom6trique de 1’6yuation 6tani 
iiiquement destine 8 representer distinctement et a\ ec une 
ctletk parfaite le rksumk de cel ensemble de comparaisons, 
vmet de le considhrer directement en faisant complbtement 
bstraction des d6tails qui l’ont fourni, et par 18 peut indi- 
pe r  A notre esprit dcs vues analytiyues gCn6rales auxquelles 
ous serions difficilement parvenus de toute autre manibre, 
Tule dun moyen de caract6riser clairement leur objet. I1 est 
jident, par exemple, que la simple inspection de la courhe 
lprithmiyue ou de la courhe y = sin 2 fait connaftre d’une 
mihe  bien plus distincte le mode gknhral de variations des 
qarithmes par rapport aux nombres ou des sinus par rapport 
‘K arcs, que ne pourrait le permettre I’ktxde la plus atten- 
ye d’une table de logarithmes ou d’une table trigonoin6trique. 
In sait que ce prockdk est derenu aujourd’hui entikrement 
hmentaire, et qu’on I’emploie toutes les fois qu’il s’agit de 
wir nettement le caracthe gkneral dc la loi qui rkgne dans 
ne suite &observations prkcises d’un genre quelconque. 
Revenant Q la reprksentation des lignes par ICs P,quations, 

“11 est notre objet principal, nous voyons que cette reprksen- 
tion est, par sa nature,tellement fidble, que la ligne ne sau- 
‘11 BpIouver aucune modification, quelque legere qu’elle soit, 
m determiner dans l’hquation un changement correspon- 

.LC. - I, I6 
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dant. Cette complete exactitude donne meme lieu dauventh 
des difficult& spbciales, en ce que, dans notre systhme degko. 
rnEtrie analytique, les simples dhplacements des lignes gc 
faisant aussi bien ressentir dans les Bquations que les varia 
tions r6elles de grandeur ou de forme, on pourrait &tre expos! 
A confondre analytiquement les uns avec les autres, si let 

gkomktres n’avaient pas dBcouverl une mBthode ingdnieuse 
expressdment destinde B les distinguer constamment. Cdte 
mBthode est fqndee sur ce que, bien qu’il soit impossibledr 
changer analytiquement A volont6 la position d’une l i p  
par rapport aux axes des coordonnBes, on peut changer d’uni 
manikre quelconque la situation des axes eux-memes, ce qli 
est Evidemment Bquivalent ; dks lors, A l’aide des formulp 
gBn6rales trBs simples par lesquelles on opere cette transfor 
mation d’axes, il devient ais6 de reconnaitre si deux Equation, 
differen tes ne sont que l’expression analytique d’une mCm 
ligne diversement situee ou se rapportant A des lieux gkorni 
triques vraiment distincts, puisque dans le premier ea. 
l’une d’elles doit rentrer dans I’autre en changeant convena 
blement les axes ou les autres constantes du systkrne (1 
coordonndes consider& Du reste, il faut remarquer B cesujl 
que les inconvhients gBn6raux de cette nature paraissent, p 

ghom6trie analytique, devoir 6tre strictement indvitahle. 
puisque les idees de position Btant, comme nous l’avonsv~ 
les seules idees gkomEtriques immediatement r6ductiblks a dr 
considerations numdriyues, et les notions de formes ne pol 
vant y ktre ramcnees qu’en voyant en elles des rapportqi 
situation, il est impossible que l’anolyse ne confonde POI 

d’abord les phBnomknes de forme avec de simples ph6nomCni 
de position, les seuls que les Bquations expriment directemw 

Pour complEter l’explication philosophique de la conrr’ 
tion fondamentale qui sert de base B la gPom6trie analytiqii 
je crois devoir indiquer ici une nouvelle considkration gCn 
rale, qui me semblc particulikrement propre ti mettre dans tot  
son jour cette representation nkcessaire des lignes per (1 
Equations 13 deux variables. Elle consiste en ce que non q c u  
ment, ainsi que nous I’avons Btabli, toute ligne ddfinierli 
nkcessairement donner lieu a une certaine 6quation en1 
les deux coordonnBes de l’un yuelconque de ses point$; mn 
de plus, toute definition de ligne peut &re envisagee comr 
Btant d6,jja elle-mkme une Bquation de cette ligno dnni 
systbme de coordonndes convenable. 
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11 est ais6 d’6tablir ce principe, en faisant d’ahord une 
distinction logique preliminaire relativement aux diverses 
sortes de definition. La condition rigoureusernent indispen- 
sable de toule dkfinition, c’esl de distinguer l’objet defini 
d’avec tout autre, en assignant une proprietk qui iui appar- 
tienne exclusivement. Mais ce but peut &re attcint, en 
gknkral, de deux mmikres trks differentes : ou par une d6fini- 
tion simplement caraclkristique, c’cst-B-dire indiquant une 
proprikt6 qui, quoique vraiment exclusive, ne fait pas con- 
naltre la generation de l’objet ; ou par une definilion rkelle- 
ment ezplicafiue, c’est-$-dire, caracterisant l’objet par une 
propri6td qui exprime un de ces modes de g6nEration. Par  
exemple, en considerant le cercle comme la ligne qui, sous le 
m&me contour, renferme la plus grande aire, on a Bvidem- 
ment une definition du premier genre ; tandis qu’en choisis- 
sant la proprikte d’avoir tous scs poinls Q (:gale dislance d’un 
point fixe, ou toute autre semblable, on a une definition da 
second genre. 11 est, du reste, evident, en these g6nkraie, que 
quand meme un objet quelconque ne serait d’abord connu 
que par unc definilion crrracfe‘rislique, on ne devrait pas moins 
I’envisager comme susceptible de definitions explicafives, 
que ferait necessairement d6couvrir 1’6tude ulterieure de cet 
objet. 

Cela pos8, il est clair que ce n’est point aux definitions 
simplement caracfe‘risfiques que peut s’appliquer I’observation 
kbnkrale annoncPe ci-dessus, qui reprksente toute definition 
de ligne cornme &ant ndcessairemenl une Bquation de cette 
liqne dans un certain systkine de coordonnees. O n  ne peut 
I’cntendre que des definitions vraiment explicatives. Mais, en 
ne considbrant que celles-ci, le principe est ais6 a constater. 
En effet, il est evidemment impossible (le dkfinir la genera- 
hon d’une ligne, sans specifier une certaine relation entre les 
deux mouvements simplcs, clc translation ou de rotation, 
dans lesquels se decomposera a chaque instant le mouvenient 
du point qui la ddcrit, Or, e11 se formant la notion la plus 

1 eknhele de ce que c’est qu’un systime de coordonne‘es, et ad- 
mettant tousles sytbmes possibles, il est clair qu’une telle rela- 
tion ne sera autre chose que l‘kqiiation de la ligne proposee, 
dans un systkme de coordonnees d’une nature correspondante 
a rclle du mode de g e n h t i o n  consider&. Ainsi, par exemple, 

dhfinition vulgaire du cercle p u t  evidemment etre envisa- 
@e comae &ant immddiatement l’e‘quation polaire de cettr: 
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courbe, en prenant pour pBle le centre du cercle ; de m h  
la definition Bkmentaire de l’ellipse ou de l’hyperbolt 
Comme &ant la courbe cngendrde par un point qui se mru 
de telle manibre que la sonmc ou la difference de sesdi. 
tances ?I deux points fixes ,demeure constante, donne sur-] 
champ, pour l’une ou l’autre courbe, 1’8quation y fz= 
en prenant pour sytkme de coordonndes celui dans leque]( 
dkterminerait la position d’un point par ses distances A dei 
points fixes, et choisissant pour ces pales les deuxfoyei 
donn6s ; pareillement encore, la dkfinition ordinaire de i 
cycloi’de quelconque fournirait direclement, pour CCI’ 
courbe, 1’6quation y = mx, en acloptant comme coordonnt 
de chaque point l’arc plus ou moins grand qu’il marque 41 

un  cercle de rayon invariable A partir du point de contact! 
ce cercle avec une droite fixe, et la dislance recliligne der 
point de contact A une certaine origine prise sur cette droll1 
On peut faire des v6rifications analogues et aussi facilr 
relativement aux definitions habituelles des spirales, des411 
cyclo’ides, etc. On trouvera constarnillent qu’il existe II 
certain systkme de coordonnees, dans lequel on obtici 
immbdiatement une equation trks simple de la ligne prop 
ske, en se bornant h Bcrire algehriquement la conditic 
imposke par le mode de gdnkration que I’on considbre.. 

Outre son importance directe, comme moyen de rendr 
parfaitement sensible la representation n6cessaire de toiil 
ligne par une kqualion, la consideration prdcedente m 
parait pouvoir offrir une v6ritable utilite scientifique,‘( 
caracterisant avec exactitude la principale difficult6 g h  
rale qu’on rmcontre dans l’ktablissement effectif de ces Bqua 
tions, et, par conskquent, en fournissant une indicatror 
inlbressante relativement Q la marche A suivre dans Ic 
recherches de ce genre, qui, par leur nature, ne sauraiei 
comporter des rkgles complbtes et invariables. En effeh * 

une definition quelconque de ligne, du moinsparmi cellr 
qui indiquent un mode de g6nkralion, fournit directemti 
1’Bquation de cette ligne dans un certain systkme de coordol 
nees, ou pour mieux dire constitue par elle-meme eel’ 
dquation, il s’ensuit que la difficult6 qu’on eprouve souvenl 
d6couvrir l’dquation d’une courbe, d’aprks telle ou tellc 1 

sespropri6l6s caracteris tiques, difficult6 quiquelquefoisest h i  
grande, ne doit proveriir esseiitiellement que de la conditio 
qu’on s’impose ordinairement d’exprimer analytiqim 
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cette courbe B l’aide d’un systkme de coordonndes dhsignB, 
au lieu d’admettre indiffhremment tous les systkmes possibles. 
Ces divers systhmes ne peuvent pas &re regard&, en gBo- 
mktrie analytique, comme 6 tant tous Bgalement convenables ; 
pour differents motifs, dont les plus importants vont &re 
discutbs ci-dessous, les gkomktres croient devoir presque tou- 
jours rapporter, autant que possible, les courbes Q des coor- 
donndes rectilignes proprement dites. Or, on conCoit, d’aprks 
cc qui pr6ckde1 que souvent ces coordonn6es uniques ne 
seront pas celles, relativement auxquelles 1’Bquation de la 
pourbe se trouverait immkdiatement Btnblie par la dkfini- 
lion proposBe. La principale difficult6 que prBsente la for- 
mation de 1’6quation d’une ligiie consiste donc reellement, 
cn gPnBral, dans une certaine transformation de coordonnkes. 
Sans doute, cette cons idh t ion  n’assujettit point 1’6tablis- 
qement de ces Bquations B une veritable rnethode g6nBrale 
complkte, dont le succkr soit toujours assure nbcessairement, 
(’c qui, par la nature meme du sujet, est t5vidomment chimB- 
que ; mais une telle vue peut nous Bclairer utilement A cet 

4I:ard sur la marche qu’il convient d’adopter pour parvenir 
n o  but propose. hinsi, aprks avoir d’abord form6 l’kquation 
prbparatoire qui derive spontankment de la dkfinition que 
1 on considhe, il faudra, pour obtenir 1’Bquation relative au 
wtbrne de coordonnkes qui doit etre aclmis dkfinitivement, 
1 llercher & exprimer en fonction de ces dernikres coordonnkes 
rrlles qui correspondent naturellement au mode de g6nkra- 
lion dont il s’agit. C’est sur ce dernier travail qu’il est Bvi- 
hment  impossible de donner des prhceptes invariables et 
nrkcis. On peut dire seulement qu’on aura d’autant plus de 
ressources 5 cet Bgard qu’on saura davantage de veritable 
:‘hmBtrie analytique, c’est-A-dire qu’on connaitra l’expres- 
Ion algdbrique d’un plus grand nombre de phenomknes 
:f’omdtriques differents. 

Pour completer l’exposition philosophique de la conception 
lll i  sert de base Q la geomdtrie analytique, il me reste B 
lcliquer les considBrations relatives au choix du systhme de 
nordonndes qui est, en genkral, le plus convenable, ce 
111 fournira l’explication rationnelle de la prBference unani- 
iment accordde au systkme rectilignc ordinaire, preference 
111 a 6th plutbt jusqu’ici l’effet d’un sentiment empirique de 
1 sup6rioritB de ce sgstkme que le resultat exact d’une 
d w  directe et apyrofonciic. 
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Afin de d&cider nettement entre tous les divers systbme. 
de cowdonnies, il est indispensable de distingtier  TU' 
soin les deux points de vue gPnPraux, inverses l’un d p  

!’autre, proprcs B la gkomktrie analytique, savoir : la r&tbl 
de I’algbbre A la ghombtrie, fondCe sur la reprPsentationdr 
]ignes par les 6yuations ; et reciproquement la relation drl 
ghmdt r i e  k l’algkbre fondke sur la peinture des BquaEia 
pat- les lignes. 

I1 est kvident que, dans toute recherche quelconque (I 
g6omCtrie gknkrale, ces deux points de vue fondamentaux? 
trouvent nhcessairement combinds sans cesse, puisqu’il S’aB 
toujours de passer alternativement, et B des intervalles pol 

ainsi dire insensibles, des considkrations gkomktriyues ao 
considkrations analytiques, et des considkrations analytiqui 

‘aux considkrations gkomktriques Mais la nkcessith de 11 
si.parer ici momentankmeiit n’en est pas moins rdelle ; car 
rbponse B la question de m6thode que nous examinonsecl 
en effet, comme nous allons le voir, fort loin de pouvoir6ii 
la meme sous I’un et sous l’autre de ces deux rapports, 1 

sorte que sans cette distinction on ne saurait s’en form 
aucune idCe nette. 

Sous le premier point de vue, rigoureusement isolk, la sei 

motif qui puisse faire prkfkrer un systkme de coardonnk 
un autre, ne peut 6tre que la plus grande simpliciti 11 
I’kquation de chayue ligne, e t  la facilitk plus grande d’y pi 
venir. Or, il est ais6 de voir qu’il n’existe et ne doit exislrl 
aucun systkme de coordonnkes mkritant A cet Bgard uneprc 
fkrencc constante sur  tous les autres. En effet, nous avon. 
remarque ci dessus que, pour chayue definition g6omdtriqu 
proposke, on peut eoncevoir un systkme de coordonnkes dar 
lequel I’kquation de la Iigne s’ohtient immediatement et 
trouve nhcessairement &re en meme temps fort simple: d 
plus, ce systkme varie inkvitablement, avec la nature d~ I 
propri6t6 caractdristique que l’on considere. Ainsi, le systCrr 
rectiligne ne saurait elre, en ce sens, constamment le pl 
avantageux, quoiqu’il soit souvent trbs favorable ; il n’en 
probablement pas un seul qui, dans un certain cas par’ 
culier, ne doive B cet Bgard lu i  Btre prefkrk, aiissi hien (11 

tout autre systkme. 
I1 n’en est, AU contraire, nullement de meme sov 

second point de vue. On peut, en effet, facilement Ittablir, 
these ghnkrale, que le systerne rectiligne ordinair? d 
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s’adapter necessairement mieux que tout autre i la peinture 
des equations par les lieux gbombtriques correspondants, 
c’est-Mire que cette peinture y esl constamment plus simple 
et plus fidele. 

Considkrons, pour cela, que tout systbine de coordonnees 
consislant A deLerminer un point par l’interscction de deux 
lignes, le systbme propre A fournir les lieux geomelriques les 
plus convenubles doit &re celui dans leqilel ces deux lignes 
sont les plus simples possible, ce qui restreinl d’abord le 
choix A ne p o u ~  oir porter q\re sur des systkmes rectilignes. A 
la vbritb, il y a Bvideinment une infiniie de systbmes qui meri- 
tent ce nom, c’est-&dire qui n’emploient que des lignes 
droites pour determiner les points, outre le systbme ,ordimire 
qui assigne pour coordonnees les distances A deux droites 
Exes; tel serait, par exemple, celni dans leque1 les coordon- 
ndes de chaque point se trouveraienl &re les deux angles que 
font les droites qui aboutissent de cc point a deux points fixes 
avec la droite de jonction de ces derniers; en sorle que cette 
premiere consideration n’esl pas rigoureusement suffisante 
pour expliquer la preference accordee unanimement au  SYS- 

tkme ordinaire. Mais, en examinant d‘une maniere plus appro- 
fontlie la nature de tout sys!bmo de coordonnees, nous mons  
reeonnu, en o u h ,  que chacane des deux lignes dont la ren- 

, contre determine le point considere, doit necessairement 
offrir B chaque instant, pnrmi ses diverses conditions quel- 
conques de determination, une seule condilicln variable, qui 
donne lieu A l’ordonnee correspondank, et loutes les autres 
fixes, qui constituent les axes du systbrne, en prenant ce 
terme dans son acceplion mathematique la plus &endue : la 
variation est indispensable pour que toutes les positions puis- 
sent &re considerees, et la fixite ne l’es 1 pas moins pour qu’il 
cxiste des moyens de comparaison. Ainsi, dans tous 1es sys- 
Nmes recfilignes, chacuae des deux droites sera assujettie a 
une condition fixe, et l’ordonnee 1~5sultera de la condition 
variable. Sous cc rapporl, il est evident, en these 
Rhbrale, que le syslbme le plus faForable B la conslruction 
des lieux geomb triques, sera nkccssairement celui d’apres 
leque1 la condition Pariable de chaque droite sera la plus 
siriiple possible, sauf h cornpliquer pour cela, s’il le faut, la 
condition fixe. Or, de toules les manieres possibles de deter- 
miner deux droites mobiles, la plus aisee a suivre geornetri- 
qwment est certaineinent celle dans laquelle, la direction de  

’ 

, 
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chaque droite restant invariable, elle ne fait que se rapprc 
cher ou s’doigner plus ou moins d’un axe constant. I1 serail 
par exemple, kvidemment plus difficile de se figurer neitc 
ment le dkplacement d’un point produil par I’intersection (11 
deux droites, qui tourneraient chacune autour d’un point fiai 
en faisant avec un cerlain axe un angle plus 01.1 moins grand, 
comme dans le systkme des coordonnBes prkckdemment indi- 
qn6. Telle est la veritable explication gBnkrale de la propikt4 
fondamentale que presente, par sa nature, le systkme recti 
lignc ordinaire, d’etre plus aptc qu’aucun autre a la repre. 
sentalion g6omBtrique des Bquations, comme &ant celui 
dans lequel il est le plus ais6 de concevoir le d6placemenl 
d’un point en rksullat du changement de valeur de ses COOP 
clonnkes. Pour sentir nettement toute la force de cette consi- 
deration, il suffirait, par exemple, de comparer soigneuse- 
ment ce systkme avec le systkme polaire, dans lequel cettl 
image gBomBtrique si simple et si aisee a suivre, de dein 
droites se mouvant chacune parallklemcnt B l’axe correspon- 
dant, se trouve remplacke Far le tableau compliqub d’uni 
sBrie infinie de cercles concentriques coupks par m e  droilc 
assujettie B tourner autour d’un point, fixe. I1 est d’ailleur. 
facile de concevoir d priori quelle doit &re, pour la gCom4 
trie analytique, I‘extri5me importance d’une propriktk aus. 
profond6ment klkmentairc qui, par ccttc raison, doit v 
rcproduire Q chaque instant et prendre m e  valeur progressi- 
vement croissante dans ious les travaux quelconques de cettr 
nature (1). 

En precisant davantage la considBration qui dbmontre la su- 
phiorit6 du syslkme de coordonnBes ordinaire sur tout a u k  
quant Q la peinture des Bquations, on peut meme se rendrr 
compte de l’utilitk que prksente sous ce rapport l’usage habi- 
tuel de prendre autant que possible les deux axes perpendi. 

(1) Devant me borner ici h la comparaison la plus gbnkrale, je n’3 
point consider6 plusieurs aulres inconvenients Blbmentaires de inoin 
d re  importance, mais cependant fort graves, que prksente le systbnli 
de  coordonn6es polaires, comine de ne point admettre d’interprktatlo? 
gbomittrique pour le signe du rayon vecteur, et m@me d’assigner q u p  
quefois un point unique pour diverses solutions distinctes, d’Oh I 
resulte que la peinture des  Bquations y est  nbcessairement irnpar!allc 
Quels que soient ces inconvenienk, comme plusieurs systkmesaulrr 
que le  systeme rectiligne ordinoire pourraient aussi en &re exernpl- 
il ne  fallait point en  tenir compte pour etablir la suphiorit6 gPn6ll’ 
de ce dernier. 
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culaires entre eux plut6t qu’avec aucune autre inclinaison. 
Sous le rapport de la reprksentation des lignes par les Bqua- 
tions, cette circonstance secondaire n’est pas plus universel- 
lement convenable que nous avons vu l’etre la nature meme 
du systkme ; puisque, suivant les occasions, tout autre incli- 
naison des axes peut meriter A cet Bgard la preference. Mais, 
soils le point de vue inverse, il est ais6 de voir que des axes 
rectangulaires permettent constammenl de peindre les Bqua- 
[ions d’une manikre plus simple et meme plus fidkle. Car, 
wec des axes obliques, l’espace se trouvant partag6 par eux 
en r6gious doni l’identit6 n’est plus parfaite, il en rksulte que, 
4 le lieu gComdtrique de 1’6quation s’ktend A la fois dans 
loutes ces rbgions, il y presentera, A raison de la seule inbga- 
lit6 des angles, des differences de figure qui, ne correspon- 
dant aucune diversite analytique, altBreront nBcessairement 
l’exactitude rigoureuse du tableau, en se m&lant aux rksultats 
propres des comparaisons algkbriques. Par exemple, une 
Cquation comme xm + ym == c ,  qui, par sa sym6trie parfaite, 
devrait donner 6videmment une courbe compos& de quatre 
quarts identiques, sera reprksentke, au contraire, en prenant 
des axes noli rectangulaires, par un lieu gkometrique dont 
les yuatre parties seront inkgales. On voit que le seul moyen 
tl’8viter toute disconvenance de ce genre est de supposer 
droit l’angle des deux axes. 

La discussion precedente Btablit clairement que, si, SOUS 
l’un des deux points de vue fondamenlaux continuellement 
combinks en gkombtrie analytique, le systkme des coor- 
donnkes rectilignes proprement dit n’a aucune supkriorith 
ronstante sur tout autre ; comme il n’est pas non plus i cet 
Llgard constamment infbrieur, sa plus grande aptitude nCces- 
cake et absolue A la peinture des Bquations doit lui faire gB- 
nkralement accorder la prbfkrence, quoiqu’il puisse Bvidem- 
ment arriver, dans quelques cas particuliers, que le besoin 
de simplifier les Bquatioiis et de les obtenir plus aisement 
dktermine les gkomktres i adopter un systkme moins parfait. 
c’cqt, en effet, d’aprks le systkme rectiligne, que sont ordi- 
nairement construites les th6ories les plus essentielles de gBo- 
InClrie gknerale, destiiikes A exprimer analytiquement les 
Ih!nomknes geomktriques les plus importants. Quand on 
uiqe nkcessaire d’en choisir un autre, c’est presque toujours 
k systbme polaire auyuel on s’arrete, ce systbme ktant d’une 
‘l’hire assez oppos& A celle du systkme rectiligne pour que 
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les Bquations trop eompliquees relativement 11 oeluis 
deviennent , en ghnhral, suffifiamment simples par rapport 
l’autre. Les coordonndes polaires on t d’ailleurs souvmi 
l’avantage de comporter une significationconcrete plus direclr 
et plus naturelle, comme il arrive en mdcanique pourk 
questions ghomktriques auxyuelles donne lieu la lhhoru 
des mouvements de rotatioa, et dans presyue tous les cas (1 
gBomktrie celeste. 

Afin de simplifier S’exposition, nous n’avons jusqn’iei can 
sidBr6 la conception fondamentale de la ghomktrie analytiqo 
que relativement aux seules courbes planes, dont l’6tud 
gBnBrale avait BtB l’objet unique de la grande rhovatio 
philosophique opbrBe par Descartes. I1 s’agit maintenad 
pour complBter cette importante explication, de montrer som 
maircment de quelle manibre cette pensee Blkmentaire aCli 
Btendue, environ un siecle aprbs, par notre illustre Clairaut,’ 
1’Btude gBn6rale des surfaces et des courbes B double CON 
bure. Les considkrations indiyuees ci-dessus me permettroll 
de me borner A ce sujet a l’examen rapide de ce qui est s t r ~  
tement propre B ce nouveau cas. 

L’entibre dbtermination analytique d’un point dans l’espac 
exige Bvidemment qu’on assigne les valeurs de trois COOP 
donnBes ; par exemple, d’aprhs le systkme le plus Mquem 
ment adopt6 et qui correspond au systdirie recfiligne de 1 
gciom6trie plane, des distances de ce point h trois plans  fix^ 
ordinairement perpendiculaires entre eux, ce qui prC8efito 1 
point comme l’intersection de trois .plans doni, la directlo1 
est invariable. On pourrait Bgalement employer les distanci 
du point mobile A trois points fixes, ce qui le dBtermineraitp’ 
la reneontre de trois spheres & centre constant, De m6mer 1. 
position d’un point serait definie en donnant sadistaace plu!~” 
moins grande B un point fixe, et la direction de cettedistancr 
au moyen des deux angles que fait cette droite avec d w  
axes invariables ; c’est le systeme polaire propre Q la gborn; 
trie A trois dimensions ; le point est alors construit par 1’111 

tersection d’une sphdre a centre constant avec deux c h  
droits h base circulaire dont les axes et le sommet cornrnlll 

ne changent pas. En un mot, il y a evidemment, dans ce cn. 
au moins la m6me varieti: infinie entre les divers sys th  
possibles de coordonnhes que nous avons dkjQ observkc pol 
la gEomktrie B deux dimensions. En gBn6ra1, il faut conceyci 
un point comme toujours determine par I’interseotion de Ir 
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stlrfaces quelconques, ainsi qu’il 1’8tait auparavant par cells 
de deux lignes : chaeimc de ces trois surfaces a pareillement 
toutes ses conditions de determination constante, except6 
une qui donne lieu la coordonnCe correspondante, dont 
l’influence gkometrique propre est ainsi d’astreindre le point 
4@tre situ6 sur cette surface. 

Cela posb, il est clair que si les trois coordonnkes d’un 
point sont entikrcment independantes entre ellcs, ce point 
pourra prendre succmsivement dans l’espace toutes les posi- 
tions possibles. Xlais, si le point est assujetti h rester sur une 
certaine surface, definie d’une manibre quelconque, alors 
deux coordonnkes su€fisent Bvidemment pour determiner Q 
cliaque instant sa situation, puisque la surface proposke 
liendra lieu de la condition imposde par la t r o i s i h e  coor- 
dcnn6e. On doit clone concevoir necessairement dans ce cas, 
sous le point de vue analytique, cette dernikre coorclonncie 
comrne une foiiction determinbe des deux autres, celles-ci 
demeurant en txe elles complktement independantes. Ainsi, il 
y aura entre les trois coordonndes variables une certaine 
iquation permanente, et qui sera unique afin de correspondre 
au degrb precis d‘inddtermination de la position du point. 
Cette bquation, plus ou moins facile B dkcouvrir, mais tow 
jours possible, sera la definition analytique de la surface 
proposBe, puisqu’elle devra se verifier pour tous les points 
decette surface, et seulernent pour eux. Si la surfaee vient B 
Eprouver un changcment quelconyue, m6mc nn simplc dB- 
placement, l’kquation devra subir une modification corres- 
pondante plus ou moins profonde. En un mot, tous les 
phhombnes g6omBtriques quelconques relatifs aux surfaces 
w o n t  susceptibles d’btre traduits par certaines conditions 
Rnalytiques kquivalentes propres aux Bquations st trois va- 
riables, et c’est dans l’dtablissement et l’interprbtation de 
wtte harmonie gBn6rale et necessaire que consistera essen- 
lirllcment la science de la gdomdtrie analytique A trois dimen- 
sions. 

Considkrant ensuite cette conception fondamentale SOUS le 
r n h t  de vue inverse, on voil de la m&me manikre que toate 
cqoation trois variables peut We,  en general, reprbsentbe 
Pfiomktriqueinent par une surface determinbe, primitivement 
(Mnie daprks la proprib18 trks caractkristique, que les coor- 
donnhes de tous ses points conservent toujours entre elles la 
Elation BnoncBe dans cette Bquation. Ce lieu gBomktrique 
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changera Bvidemment, pour la meme kquation, suivant IC 
systkme de coordonnkes qui servira A la construction de ce 
tableau. En adoptant, par exemple, le systbme rectiligne, il 
est clair que dans l’kquation entre les trois variables 2, y! 2, 
chaque valeiir particulikre attribu6e A z donnera une equation 
entre x et y, dont le lieu geometrique sera une certaine ligne 
situee dans un plan parallble au plan des x y, et A une 
distance de ce dernier &gale h la valeur de z ,  de telle sorte 
que le lieu gkomktrique total se presentera comme compo4 
d’une suite infinie de lignes superposees dans une seriedr 
plans parallkles, sauf les interruptions qui pourront exister 
et formera, par conskquent, une veritable surface. I1 en seral 
de meme en considkrant tout autre systbme de eoordonnCeL 
quoique la construction gkomktrique de l’kquation devin 
plus difficile A suivre. 

Telle est la conception klbmentaire, complBment de 1’idCc 
mere de Descartes, sur laquelle est fond6e la g6om6trieg6ni 
rale relativement aux surfaces. I1 serait inutile de reprendi 
directement ici les autres considkrations indiqukes ci-dew 
par rapport aux lignes, e t  que chacun peut aiskment Btendrr 
aux surfaces, soit pour montrer que toute definition d’unr 
surface par un mode quelconque de gknkration est r6ellemenl 
une 6quation directe de cette surface dans un certainsys- 
tbme de coordonnkes, soit pour determiner entre tous lei 
divers systbmes de coordonnkes possibles que1 est gen6rale 
ment le plus convenable. J’ajouterai seulement, sous ceder- 
nier rapport, que la sup6riorit6 nkcessaire du systkme recli 
ligne ordinaire, quant la peinture des kquations, est Bn- 
dcmment encore plus prononcke dans la gkometrie analytiqnr 
A trois dimensions que dans celle A deux, A cause de la corn 
p1ication gbomdtrique incomparablement plus grande qli 

resulterait alors du choix de tout autre systkme, ainsi qu’or 
peut le verifier de la manikre la plus sensible en consid6ranl 
par opposition, le systkme polaire en particulier, qui est, poll 
les surfaces comme pour les courbes, et en vertu des rn&mP. 
motifs, le phis usit6 aprks le systkme rectiligne proprerner’ 
dit. 

Afin de complkter l’exposition gknerale de la concepli, 
fondamentale relative A 1’6tude analytique des surfaces, no1 
aurons encore A examiner philosophiquement, dans la 911 
torzikme IeGon, un dernier perfectionnement de la plus hail’ 

importance, que Mange a r6cemment introduit clans Iv 



ration, qni consiste A regarder la ligne comme l’intersection 
de deux surfaces cylindriques parallkles A deux dcs trois 
axes des coordonn6es, outre l’inconvknient de t r e  bornde au 
sytkrne rectiligne ordinaire, a le dkfaut, lorsqu’on croit 
hair s’y rkduire strictement, d’introduire des difficultks 
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f a  combinaison de ces deux cylindres ne saurait &re $PI- 
demment toujours la plus convenable pour former l e 4  

Bquations d’une ligne. Ainsi, envisageant cette notion fon. 
damentale clans son entikre gEnkralit6, i1 faudra, dans chaqdr 
cas, parmi l’infinitk de couples de surfaces dont l’interaec 
tion pourrait produire Ia courhe proposke, choisir celui qui  
se pr6tera le mieux A 1’Btablissement des Equations, cornmr 
se composant des surlaces les plus connues. Par example, 
s’agit-il d’exprimer analytiquement un cercle dans I’espace. 
il sera Bvidemment prBfkrahle de le considher comme tin. 
tersection d’une sphere et d’un plan, pIut8t que suivant tbul 
autre combinaison de surfaces qui pourrait Bgalement IP 
produire. 

A la v6rit8, cette manibre de concevoir la reprdsentationdr 
lignes par des equations dans la gkomdtrie analytique b tror 
dimensions engendre, par sa nature, un inconvknient ndcei 
saire, celui d’une certaine confusion analytiyue, cunsisteii 
en ce que la m&mc ligne peut sc trouver ainsi exprimhe, awl 
un m6me systeme de coordonnkes, par une infinite de couplrk 
d’bquations diffkrents, vu l’infinitk de couples de surfaces qui 
peuvent la former, ce qui peut presenter yuelques difficullb 
pour reconnaitre cette ligne Q travers tous les d6gnisemenl~ 
algBbriques dont elle est susceptible. Mais il existe un pro. 
ckdk general fort simple pour faire disparal’tre cet inconvi- 
nient, sans se priver des facilitBs qui resultent de cetlr 
vari6tE de constructions gkomktriques. 11 suflit, en effet, purl 
que soit le systkme analytique etabli primitivement pour unr 
certaine ligne, de poiivoir en dkduire le systbme correepon- 
dant B un couple unique de surfaces uniformkment engen- 
drEes, par exemple, a celui des deux surfaces cylindriqw 
qui projetfen! fa ligne proposBe sur deux des plans COOP 
donnks, surfaces qui, Bvidemment, seront toujours identiquei 
de quelque maniere que la ligne ait Bt6 obtenue, et ne varie- 
ront que lorsque cette ligne elle-meme changera, Or,en 
choisissant ce systeme fixe, qui est effectivement le pluc 
‘simple, on pourra gknkralement d6duire des Bquations p i m i -  
tives celles qui leur correspondent dans cette constructior 
spBciale, en les transformant, par deux dliminations SUCCC‘ 
sives, en deux Bquations ne contenant chacune que deux (ICc 
coordonnBes variables, et qui conviendron t par cela sed nln 

deux surfaces dc projection. Telle est reellement la princi- 
pale destination tic cette sorte de combinaison g6orndtriq[iC 
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rclri nr yu. ..JUS offre ainsi un moyen invariable et eertain de recon- 
naitre l’identitb des lignes malgre la diversite quelquefois 
trks grande de leurs Bquations. 

AprBs avoir considkrk, dans son ensemble, la conception 
fondamentalc de la gkom6trie analytique sous les principaux 
aspects kldmentaires qu’elle peut prksenter, il convient, pour 
compl&ter, sous le rapport philosophique, une telle esquisse, 
de signaler ici les imperfections generales que prksente 
encore cette conception, soit relativement la gkomktrie, 
soit relativement h I’analyse. 

Relativement & la geomhtrie, il faut remarquer que les 
Cquations ne sont propres jusqu’ici qu’h representer des lieux 
g6omBtriques entiers et nullement des portions ddterminhes 
de ces lieux geomktriques. 11 serait cependant nkcessaire, 
dans plusieurs circonstances, de pouvoir exprimer analyti- 
quement une partie de ligne ou de surface, et meme une 
ligne ou une surface discontinue composEe d’une suite de 
sections appsrtenant ii des figures gkom6triques distinctes, 
par exemple le contour d‘un polygone ou la surfacc d u n  
polykdre. La thermologie surtout donne lieu frkquemment A 
de semblables considerations, auxquelles notre gkometrie 
analytique actuelle se trouve nkcessairement inapplicable. 
NBanmoins, il importe d’observer que, dans ces derniers 
lemps, les travaux de M. Fourier sur  les fonctions discon- 
linues ont commence ii remplir cette grande lacune et odt, 
par la, directement introdui t un nouveau perfectionnement 
essentiel dans la conception fondamentale de Descartes. 
\lais cette manikre de reprhsenter des formes hktkrogknes ou 
partielles, &ant fondke sur l’emploi de series trigonomktriques 
prochdaut selon les sinus d’une suite infinie d’arcs mulo 
tiples, ou sur l’usage de certaines intkgrales dPfinies Bqui- 
valentes Aces series et dont l’integrale gknerale est ignorde, 
prksente encore trop de complication pour pouvoir &re 
lmmhdiatement introduite dans le systbme propre de la g60- 
mblrie analytique. 

Relativement l’analyse, il faut commencer par recon- 
nallre que l’impossibilite oh nous sommes de concevoir g6o- 

~ 

mktriquement pour des Pquations contenant quatre, ciny 
, nrishles ou un plus grand nombre, une reprksentation 

analogue A celles que cornportent toutes les Bquations h deux 
011 h trois variables, ne doit pas &re envisagee comme une 
imperfection de notre systbme de geomktrie analytique, car 
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elle tient Bvidemment la nature meme du sujet. L’analyse 
Btant nkcessairement plus ghnhrale que la gt5om6trie, p u b  
qu’elle est relative 51 tous les phhomenes possibles, il serait 
peu philosophique de vouloir constamment trouver parmi les 
seuls phhomknes geomdtriques une reprksenlation con- 
crete de toutes les lois que l’analpse peut exprimer. Mais il 
existe une autre imperfection de moindre importance qu’on 
doit rhellement envisager comme provenant de la manikre 
m&me dont nous concevons la gBom6lrie anal-jtique. Elle con. 
siste en ce que notre representation actuelle des Bquationq 
A deux ou A trois variables par des lignes 011 des surfaces esl 
Bvidemment toujours plus ou moins incomplete, puisque, 
dans la construction du lieu gkomktrique, nous n’avons Bgard 
qu’aux solutions re‘elles des kquations, sans tenir aucun 
compte des solutions imaginaires. La marche generale de ces 
dernikres serait cependant, par sa nature, tout aussi suscep 
tible que celle des au tres d’unc peinture gdom8lrique. I1 
r6sulte de cette omission que le tableau graphique de 
l’dquation est constamment imparfait, et quelquefois meme 
au point qu’il n’y a plus de representation gkom6triquel 
lorsque 1’8quation n’admet que des solutions imaginaires. 
Cependant, meme dans ce dernier cas, il y aurait hidem- 
ment lieu de distinguer sous le rapport geometrique des 
Bquations aussi diffkrentes en elles-m&mes que celle-ci, par 
exemple : 

x2 + yz -t 1 = 0, x6 + y4 + 1 = 0, ya + ex = 0. 

On sait de plus que cette imperfection principale entralne 
souvent, dans la gBometrie analytique 51 deux ou A troiq 
dimensions, une foule d’inconvhients secondaires, tenant 
A ce que pliisieurs modifications analytiques se trouvent mc 
correspondre A aucun phhomkne g6omktrique. 

Un de nos plus grands gkomktres actuels, M. Poimotla 
present6 une consideration trks ingenieuse et fort simple, A 
laquelle on n’a pas fait communCment assez d’attention, et 
qui permet, lorsque les Bquations sont peu compliqubes. 
de concevoir la representation graphique des solutions ima 
ginaires, en se bornant A peindre leurs rapports quand ils so111 
rCels (1). Mais cette considhation, qu’il serait ais6 degBni. 

(1) M.  Poinsot a montr6, par exemple, dam son excellent M4mo;r19 
sur I‘andysz des sections angulaires, que 1’6quation x2 $. ~2 + a? = (1, 
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raitement, est jusqu’ici trop peu susceptible d’&tre 
:nt employhe, 9 cause de l’ktat extreme d’imper- 
Te trouve encore la resolution alghbrique des kqua- 
‘oh il rksulte, ou que la forme des racines imagi- 
le plus souvent ignorke, ou qu’elle prksente une 
e complication; en sorte que de nouveaux travaux 
iensablcs A cct Bgard, avant qu’on puisse regarder 
mblee cette lacune essentielle de notre gkomktrie 

tion philosophique essayke dans cette lecon de la 
L fondamentale de la gBomktrie analytique nous 
irement que cette science consiste essentiellement 
ier quellc est, en gknBral, l’expression analytique 
el phknomkne g6omktrique propre aux lignes ou 
es, et rkciproquement 9 dkcouvrir l’interprktation 
ue de telle ou telle consideration analytique. Noiis 
ntonant A examiner, cn nous bornant aim questions 
les plus importantes, comment les gkomhtres sont 
B Btablir cffectivement cette belle harmonie, e t  A 
linsi & la science gkomktrique, envisagke dans son 
total, le caractere parfait de rationalit6 et de sim- 
Ale prdsente aujourd’hui si Bminemment. Tel sera 
,entiel des deux le5ons suivantes, l’une consacrke 
8n8rale des lignes, et I’autre h I’ktude gknBrale des 
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nt 6cartBe comine n’ayont pas de lieu gbomhtrique, peut 
entee de la manibre la phis simple et la plus nette, par 
>le BquiiatBre, qui  reniplit ti son 6gard le meme office que 
)up  l’dquation 2 2  f y* - a2 == 0. 

..-c. - I. 17 
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De la geometric g6n6rale & deux dimensions. 

D’aprks In marche habitucllenient atlopbee jusqu’a ce joui 
pour l’expositioii de la scicncc g8omblrique, la destinatioii 
vraimeiit essenlielle de la gkomktrie analytique n’est encorc 
sentie que d’une manikre i‘ort imparfaite, qui ne correspond 
nullement a l’opinion que s’en forment les vbritables gbomh- 
tres, depuis que I’extension des conceptions analytiques A la 
mecanique rationnelle a perniis de s’klcver a quelques idbe? 
gknhrales sur la philosophie mathdmatique. La rhvolutioii 
fondamentale opkr8e par la grande pensbe de Descartes n’est 
point encore dignement apprecihe dans notre education 
malhkmatiyue, meme la plus haule. A la manikre dont ellc 
est ordinairement presentee et surtout employhe, cette admi- 
rable mbthode ne semblerait d’abord n’avoir d’autre but rBe1 
que de simplifier 1’8tude des sections coniques, ou de quel- 
ques autres courbes, considkrbes toujours une A une suivanl 
l’esprit de la gkomhtrie ancienne, ce qui serait sans doute de 
fort peu d’importance. On n’a point encore convenablemenl 
senti que le veritable caractere distinctif de notre gdombtnr 
moderne, ce qui constitue son incontestable supdrioritC. 
consiste ?I ktudier, d’une manibre entibrement gdnbrale, le. 
diverses questions relatives ?I des lignes ou i des surfacr- 
quelconques, en transformant les considdrations et les recher 
ches gkorn8lriques en considkrations et en recherchcs ann- 
lytiques. I1 est remaryuable que dans les dtablissemenlL 
meme les plus justement chkbres, consacres i la haute i n c  

truction mathkmatiqne, on n’ait point institud de CON 
vraiment dogmatique de gbomhtrie gbnkrale, conc,~ d’l l l l  
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B la fois distincte et compkte ( i f .  Cepen 
de est la plus propre h manifester claircrne 

caractere philosophique de la scieucc mathkmatique, en 
dhontraiit avec une nettetk parfaite l’organisation g6g6rale 
de la relalion de l’abstrait au concret d a m  la thkorie math& 
rnatiyue d’un ordre quelconque de phenomknes 

Ces considkrations indiyuent assez quellc peu 
son extr6me importance philosophique, l’utilit 
directe de l’exposition A laquelle nous conduit 
plan de cet ouvrage. I1 s’agit donc, en partant de la concep- 
tion fondapentale expliquke dans la l q o n  prectklente, rclali- 
vement & la -repr&entation qnalytigue des formes g8om8- 
lriques, d’examiner comment les ghometres sont parvenus ir 
rkduire toutes les questions de gkomktrie ghkra l e  A de pures 
qpestions d’analyse, en dkterminant les lois analytiques de 
taus les phknomenes gBom&triques, c’est-h-dire les moclifica- 
lions algBbriques qui leur corrcsponden 1 dans les kquatians 
des lignes et des surlaces. J e  ne m’occuperai d’abord que des 

et m&me des courbes planes, rkservant pour la leqon 
1’8lude gknkrale des surfaces et des courbes A double 

courbure. L’esprit de cet ouvrage prescrit d’ailleurs de se 
horner A I’examen philosophiquc des yueslions gknkrales les 
plus importantes, e t  surtout d’hcarler loute application A des 
‘ormes particulikres. Le but essentiel clue nous devons avoir 
I’II vue ici, est seulerneal de conslater avcc precision com- 
lnent la concsplion fondqmentale dc Descartes a Btabli le sys- 
qne gBnBra1 de la science gkom8trique sur des bases ralion- 
wlles et ddfinitives. Toutc autre Btiidc rcntrerait dans un 

1 de g8omktrje; mais, quant A celle-ci, elle est 
e pour l’objet que nous 

concevoir u priori, corn 
dente, que, une fois le 

11) La pr mkdiocrite qu’on e g6n6ralcment B cet &gar$ 
‘rlout da seignement de !a e des niathkma- 
:lies, quoique deux sihcles se soient 6cou depuis la publi- 
‘inn de la Gdomtfrie de Descartes, montre notre Bdpcatioq 
lhhatique ordinaire est encore loin de correspondre au  veritable 
\ de la science; ce qui tjent sans doute, en grande partie, O S  np 

‘bt pas se le dissirnuler, a l’extreme infbriorit6 de la plupart des 
rconnes auxquelles on confie un enseignement aussi important, 
:r In iqute direction duquel les vkritahles chefs dc la science ne 
‘it d‘ailleurs admis B exercer aucune influence rkgulibre et pe 
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mktriques reprBsent6 analytiquement, tous les accidents ou 
phknomhes quelconques dont il est susceptible doivent corn. 
porter necessairement une interpretation semblable. Mais 11 
est clair qu’une telle consideration ne dispmse nullernent, 
meme sous le simple rapport philosophique, d’ktudier l’orga- 
nisation effective de cette harmonie gt5n6raie entre la geo- 
metric et l’analyse, dont on ne se formerait sans cela qu’une 
idee vague et confuse. entihremeni insuffisante. 

La premiere et la plus simple question qu’on puisse pro- 
poser relativement A une courbe quelconque, c’est de con 
naitre, d’aprks son equation ( I ) ,  le nombre de points nkces- 
saire A sa determination. Outre l’importance propre d’unf 
notion, qui n’est pas Btablie jusqu’ici d’une manikre assez 
rationnelle, je crois devoir exposer avec quelque dheloppe- 
ment la solution gBnBrale de ce probkme Bkmentaire, parcc 
qu’elle me semble eminemment apte, sous le rapport de I n  
methode, vu l’extr6me simplicit6 des considerations anal! 
tiques correspondantes, A h i r e  saisir le veritable esprit de J 
g6omBtrie analytique, c’est-h-dire la correlation nkcessaii 
et continue entre le point de vue concret et le point ( 1 ~  VL 

abstrait . 
Pour rksoudre complhtement cette question, il faut dic- 

tinguer deux cas, suhant  que la courbe proposee est dkfinil 
analytiquement par son equation la plus gknerale, c’est-,l 
dire convenant a toutes les positions de la courbe relaliveme~ll 
aux axes, ou par Bquation particulihre et plus simple, qui n 
lieu que dans ufie certaine situation de la courbe l’kgar 
des axes. 

Dans le premier cas, il est Bvident que la condition, de I 
part de la courbe, de devoir passer par un point donnk,kqLll 
vaut analytiquement ce que les constantes arbitraires q“’ 
renferme son Bquation generale conservent entre elles larch 
tion marquee par la substitution des coordonnbes particulikri 
de  ce point dans cette 6quation. Chaque point donne i m p  
sant ainsi A ces constantes une certaine condition algibriqlrl 
pour que la courbe soit entikrement determinee, ilfaudra dot 
assigner un nombre de points &gal au nombre des consla111 
arbitraires contenues dans son equation. Telle est la rc! 

(1) Je considererai toujours, pour fixer les idbes, A moins d’aver: 
sement formel, le systkme de  coordonnees rectilignes ordinair? 
dans  cette leCon, soit dans  la suivante. 
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e. I1 convient cependant d’observer qu’elle pourrait 
en erreur, et indiyuer un nombre de points trop con- 
le, si, d a m  l’dquation proposke, le nombre des termes 
5 renferrnant les constantes arbitraires Btait moiiidre 
ui  de ces constantes, auquel cas il faudrait Bvidem- 
ger du nombre de points necessaire it l’entikre dkter- 
n de la courbe, seulement par celui de ces termes, ce 

nlEnifierait g8om8triyuement que les constantes consi- 
3 pourraient alors Bprouver certains changenients sans 
:n r6sulttit aucun pour la courbe. Tel serait, par exemple, 
du cercle, si on le dkfinissait comme la courbe d6crite 
sominet d’un angle de grandeur invariable qui se rneut 
inikre Q ce que chacun de ses cBt6s passe toujours par 
rtain point fixe. I1 faut done, pour plus de gBnkralit6, 
.er skparkment le nombre des constantes entrant dans 
ition de la courbe proposee et le nombre des termes qui 
mtiennent, et determiner combien de points exige 
?re spkcification de la courbe par le plus petit de ces 
nomhres, ti nioins qu’ils ne soient kgaux. 
and une courbe n’est primitirement dhfinie que par une 
ion du genre de celles que nous avons nommdes plus 
Dal*ficulit!res, on peut, l‘aide d‘une transformation inva- 
1 et fort simple, faire entrer ce cas dans le prkc6dent, 
ae‘ralisunf convenablement 1’8yuation proposke. I1 suffit, 
cela, de rapportcr la courbe, d’aprks les forinules 

ies, h un nouyeau systkine d’axes, dont la situation par 
krt aux premiers soit regardke comme ind6terminBe. Si 
transformation ne change pas cssen tiellemen t la com- 
on analytiyue de 1’Bquation primitive, ce sera la preuve 
elle-ci Btait dkjja suffisamment g6nkrale ; dans le cas con- 
, elk le sera devenue, et d8s loss la question se resoudra 
ment par l’application de la rkgle preckdemment Btablie. 
leut m&me observer, pour simplifier encore davantage 
solution ,‘ que cette generalisation de 1’6quation intro- 

I toiijours, quelle que soit 1’6quation primitive, trois nou- 
; constantes arbitraires, savoir, I C s  deux coordonndes de 

nouvelle origine et I’inclinaison des nouvcaux axes, sur  les 
anciens; en sorte que, sans effectuer le calcul, on pourra 
CnmaCtre le nombre des constantes arbitraires qui entreraient 
h n s  Ykquation la plus a6nerale, et par suite en deduire direc- 

l loment le: nombre de points nkcessaire & la dktermination de 
la cowbe propos6e, toutes les fois du moins yu’on pourra 6tre 

b 

I 
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did d’avafike, be qui a 1 
bre des tekmcs qui cofitikndraient 

Afin de niontrer 8 que1 degrk de f 
pas rnoiiidre que celui des consiafites elles-m&mes. 

solution gt5nCrale de cette question, il impsrte de rernarqhei 
que, l’opkration analytiquc prescrite pouk la resoudre se 
rkduisant & une simple knumeration, cette enumeration pbut 
&re faite avant m8me que 1’8quation de la courhe soit obtk- 
me,  et d’aprks sa seule definition gdornktrique. I1 suffit, ell 
effet, d’analyser cette dkfinition sous ce point de vue, en &ti- 
mant cornhigh de points donnks ou de droites donnees, soiten 
Iongueur, soit .en difectian, Csu de cercles donnds, etc., e h  
eAige pour l’entikre dkterminatioh de la courbe propddt, 
Cek posd, on saura aussi d’availce coinhien il devra elhirer de 
constantes arbitraires dans 1’8quation la plus gdnkrale decette 
courbe,en considkrant que chaque point fixe donne par !a 
definition en introduira deux, chaque droite donnCe Bgale- 
ment deux, chaque longueur donnee une,‘chaque cercle entik- 
rement donne trois, etc. On pourra donc juger I 
rnent par 18 du hombre de points qu’esige la determifldtion 
de la courbe, avec auiant d’exaclilude que si l’on avait 6011‘ 
Ies yeux son equation gkneirale; 3 cela pres neanmoins de 1’1 

restriction indiquee ci-dessns pour le cas ob le nombre de< 
termes renfermant les constantes arbitraires seraitinfkrieur 
celui des constantes : restriction qu’on pourra souvent recon 
naitre comme inapplicable, si l’analyse de la definition prci 
pos8e a montr6 clairement que les donnees qu’elle prkscrl 
ne pourraient nullement varier, soit isolement, soit ensemblc 
sans yu’il en rksultiif pour la courbe un changement qllelcorl 
que. Mais, lorsque cette reslriction devra 6tre reellement appll 
q‘uhe, cetteconsidkration ne fournira d’abord qu’un’e limifesrl 
p6rieure du nombre cherchk, qui ne pourra &re alors entill.? 
ment connu qu’en consultant effec tivementI’equatiobg8nBrali’ 

J’ai supposd juscp’ici que les points par lesyuels on vr” 
dkterminer le cours d’une ligne fnssent absoluhlent ~ I I C  
conques ; mais, pour completer la rndthode, il faut examin1 
le cas oh I’on introduirait parmi eus  des points singulier5 
c’est-8-dire distincts de tons les autres par une prbptiBt6  car^' 
t6tistique yuelconque, comrne ce que I’on nomme Jes fop’!‘ 
dans les sections coniqucs, les sommefs ,  les centres, les poifll. 

t tau$ pbli’ exion ou r.ebrou,ssement, etc. Ces 
tbte d’BtPs uniques, ou du moins &ns 1111 
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? courbe, leurs deux coordonn6es sont donc chacuhe un8 
Lon determinee connue ou inconn~e ,  des constantes qui 
Bent exactement la courbe proposde. Ainsi, donner uii 
ie ces points, c’est imposer $ ces constailtes arbitraires 
conditions algbbriques, ce qui, par canskqhent, kquivaut 

analytiquement 4 donner deux points ordinaires. La rkgle 
g6nkrale et fort simple se rdduit donc, A cet kgard, & coirrlpter 
I -  -‘- urs pour deux chaque point singuliep, par quelque pro- 

: qu’il puisse &re dBfini : B cela prks, on rentrepa dans la 
sblie ci-dessus. 
Ite application speciale de la thhorie gkhdrale qua j e  
d’indiquer serait ici dkplacde. Je crois cependant utilb 
marquer, au sujet de cette application, que le nombre dd 
s nkcessaires A I’entikre ddtermination de chaque courbe, 
[ue constituant une circonstance fort importante, n’est 
aussi intimement 1% qu’on le croirait d’abord, soit la 
e analytique de l’kquation, soit 21 la forme g6ond6triyde 
ligne. hinsi, par exemple, on trouve, d’aprbs la mgthode 
denle, que la parabole ordinaire, e t  m&iw les papaboles 
us les degrks, la logarithmique, la cyclo’ide, la spirale 
himBde, etc., exigent 6galement quake points pour leut 
mination, quoiqu’on fi’ait pu dkcouvrir jusqu’ici aucune 
propri6tB commune entre des courbes atissi dif’Ekrentes 
le rapport analyticpc que sous le rapport gkomdtrique. 
nhanmoins vraisemblable que cette analogie ne doit pas 

mtibrement isol6e. 
choisirai, comme second exemple intkressant, parmi les 
ions dlkmentaires relatives 9 1’Btucle g6n6rale des lignes, 
termination des centres dans une courbe plane quel- 
ue. Le caractere gBom6trique du centre d’une figure 
, en g6ncira1, d’8tre le milieu de toutes les cordes qui y 
ht ,  il en r6sulte kvidemment que, sil’on y place l’origine 
rstkme des coordonnkes rectilignes, les points de la figure 
nt, deux ?i deux, par rapport A une telle origine, des 
donnees 6galcs et de signe contraire. On peul donc 
nnattre immddiatement, d’apr8s 1’6quation d’une courbe 
conque, si elle a pour centre l’origine actuelle des coor- 
des, puisqu’il suffit d’examiner si cette 6quation n’est 
t alterbe, en y changeant $I la fois les signes des deux 
donnkes variables, ce qui exige, dans le cas oil il n’y 
e que des fonctious algkbriques, rationnelles et enlibres, 
les termes soient ~ O U S  de degrd pair ou t o w  de degri: 
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impair, suivant le degr6 de 1’8quation. Cela pos6, quand un 
tel changement trouble l’dquation, il faut dkplacer l’origine 
d’une manikre indkterminke, et chercher A disposer des deux 
constantes arbitraires que cette transforma tion introduit 
dans 1’6quation pour llss coordonnkes de la nouvelle origine, 
de faGon 9 ce que 1’6quation piiisse jouir, relativement aux 
nouveaux axes, de la propriete prBc6dente. Si, par des 
valeurs reelles convenables des coordonn6es de la nouvelle 
origine, on peut faire disparaitre tous les termes qui empd- 
chaient 1’Equation de presenter ce caractere analytique, la 
courbe aura un centre dont ces valeurs feront coniiaitre la 
position : dans le cas contraire, il sera constat6 que la courbe 
n’a point de centre. 

Parini les questions de gBoinBtrie g6nErale h deux dimen- 
sions dont la solution complete ne depend que de I’analyse 
ordinaire, j e  crois devoir encore indiquer ici celle qui se 
rapporle 9 la d6lermination des conditions de la similifude, 
entre des courbes quelconques d’un meme genre, c’est-&dire 
susceptibles d’une m&me definition ou &quation, qui ne le? 
distingue les unes des autres que par les diverses valeurs de 
certaines constantes arbitraires relatives h la grandeur de 
chacune d’elles. Cette question, importante en elle-m&ne, a 
d’autan t plus d’int6ret sous le rapport de la methode, que le 
ph6nomene g6om6trique qu’il s’agit alors de caracldrispr 
analytiquement, est Bvidemment purement relatif A la forme, 
et nullement un phhomkne de situation, ce qui, comme mu? 
l’avons remarquh dans la leGon pr6c6den te, donne toujour.: 
lieu A des difficultks speciales par rapport A notre system d P  

geometric analytique, ou les idees de position sont seules 
direc tement consid6rEes. 

L’emploi de l’analyse diffbrentielle fournirait irnmhdiatc- 
ment la solution de ce probleme gPnBral, en Etendant an\ 
courbes, comme il convient, la definition cilkmentaire de I 
similitude pour les figures rectilignes. 11 suffirait, en effd 
1’ de calculer, d’aprks 1’6quation de chacune des deux courhr. 
]’angle de contingence en un point qtielconque, et d’exprim,’ 
que cet angle a la m&me valeur dans les deux courbes poll’ 
des points correspondan ts ; 20 d’apres ]’expression diflkrea 
tielle g8nCrale de la longueur d’un element infiniment prli 
de chaque courbe, d’exprimer que les 6Kments homologw 
des deux courbes sont entre eux dans un rapport conslm 
Les conditions analytiques de la similitude se t rouw1 



places au point unique pour leque1 cette relation a lieu, ou 
Keme que lcs deux courbes poiirraient n’elre pas poskes 
acluellement dans la situation p a d l d l e .  I1 est nbanmoins 
hcilc de gknkraliscr e t  clc cornpldter la methode sous l’un et 
I autre de ces deux rapports, quoiqu’il semble d’abord impos- 
dh analytiquemcrit de modifier la situation relative de deux 
cnurbes. I1 suffira pour cela de changer, i I’aide des formules 
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donn6es sdnt rectilignes, ou le p61e et la directiod de I’ate (I 

elles sont poiaires, mais en effectuant cette transformation 
seulement dans l’une des deux dquations. On cherchera dorc 
A disposer des trois constanles arbitraires introduites par I& 
pour que cette Bquation ainsi modifide prdscnte, rclativement 
B I’autre, la propriktk analytique indiqude. Si cette relalioii 
peut avoir lieu d’aprks cerlaines valeurs rdelles des constantcc 
arbitraires, les deux courbcs seront semblables ; sinon, leur 
dissimilitiide sera constatde. 

application speciale de la thBorie pr&ckdente, je crois cepen- 
dant utile d’indiquer B ce sujet wie renaryue g8n6rale. Ell? 
consiste en ce que, toutes les fois que l’eyuation d’une caurbc 
simplifide le PIUS possible par la disposition des axes, nc 
renfermera qu’une seule constante arbitraire, toutes ler 
courbes de ce genre seront nhcessairement seinblablds entrr 
elles. Oil peut augmenter l’utilitB de cette observatioh, eii cc 
que, Sam considher meme I’dqualion de la courbe, il suffira 
d’txaminer, dans ce cas, si sa definition g6ombtriq 
tive ne fait cldpendre que d’une seule clonhde l’en tiere dkter- 
niination de sa grandeur (1).  Quand, au contraire, 1’6quation 
la plus simple de la courbe proposde contiendra deux cony- 
tantes arbitraires ou davantage, ou, ce qui est, exactehenl 
Bquivalent, lorsque la dBGni tion fera dtipendre sa grandeur 
de plusieurs donndes ciistinctes, les courbeg cle ce genre nr 
pourront &tre semblables qu’h l’aidc de certaines relation( 
entre ces constantes ou ces donnties, qui consisteront o h  
nairement dans leur proportionnali te. C’est ainsi que todr‘ 

I les paraboles d’un meme degre, d’ailleurs quelconque, Son1 
semblables enlre elles, aussi bien que toutes les logarith. 
miques, toutes les cycloldes ordinaires, tous les cercles, etc 
tandis que deux ellipses ou deux hyperboles, par exemple, 11 

SOnt sernblables qu’autant que leurs axes sont proportiontle~ 
J e  me borne A cc petit nombre de questions ght5raleqri 

latives aux lignes, parmi celles dont la solution complijl 
dBpend seulemcnt cle I’analyse ordinaire. On n’y doit p 

Quoiqu’il ne convienne point de considkrer ici 

(1) Cette proprikE, qui es t  une consdquence dvidente de la tlibl 
indiquBe ci-dessus, pourrait d’ailleurs &tre Btablie directement 11 

line considh-ation fort simple. I1 sufffirait de remarquer qub, danq 1 

cas, les diverses courbes de ee genre pourraient coi’ncider en J p  

eonstruisant s u r  une dchelle diffbrente, d’oh rbsulta clairemenf 11’ 

similitude necessaire. 



laufiente A cette courbe, formule qui contient les coordonnkes 
lncoiinues dii point de contact, ce derniei- point sera d6ter- 
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mini: par une telle relation cornbinbe avec 1’6quation de Id 

courbe proposke. De merne, si la tangenle cherchBe doit &e 
parallele B une droite donnke, il faudra Bgaler le coefficient 
g6ni:ral qui marque sa direction en fonction des coordonnhs 
du point de contact a celui qui dPlermiiie celle de la droite 
donnke, et la combinaison de cettc condition avec I’kquation 
de la courbc fera cncore connal‘tre ces coordonn6es. 

hfin de considher soixs un point dc vue plus etendulcs 
p r o b l h e s  relatifs aux tangentes, il pcut elre utile d’exprimer 
distinctement la relation qui doit exister entre les deuv 
constantes arbitraires conlcnues dans I’6quation ghnbrale 
d’une ligne droite et !es diverses constantes propres A une 
courhe quelconque donnde, pour que la droite soit tangente 
2 la courbe. A cct effel, il suffit d’observer que les deux 
conslnnlrs par lesquelles se trouve fix6e Q chaque instant la 
position de la tangent; Btant des fonctions connues des coor- 
donnBes du point de contact, 1’6limination de ces deux coor- 
donnBes entre ccs deux fornides et I’equation de la courbc 
proposke fournira une relation indkpcndante du point de con- 
tact et contenant seulement les constantes des deux lignes, 
qui sera le caractbre analytique cherch6 du phknomhe d u n  
contact ind6termink. On se servirait, par exemple, de tellec 
expressions pour dklerrnincr une tangeiite commune A deu\ 
courbes donndes, en calculaat lcs deux constantes propres 1 
cette clroite d’aprbs les deux relalions yu’entrainerait ainsi soil 
contact avec l’une et l’aulre courhe. 

La question iondamentale dcs tangentes est le point dr 
depart de plusieurs autres recherches gkn6rales plus ou r n o h  
importanles relativement aux courbes, qu’il est ais6 d’en fair? 
dependre. La plus directe et  la plus simple de ces questionc 
secondaircs coiisiste clans la ddtermination des asympfofes 
ou du moins des asyinpioies rectilignes, les seules, en gbndral, 
qu’il soit intkrcssant de connaitre parce qu’elles seules con- 
tribuent rdellement h facililer l’dtude d’une courbe. On sail 
ytie l’asynzptofe est une droite qui s’approche indhfinirnenl 
et  d’aussi prks qu’on veul d’une courbe, sans cepenrlant poll- 

voir jamais l‘atteindre rigoureusement. Elle peut donc clh. 
envisagde comine m e  tangente clont le point de contacts’dlol 
gne k l’infini. Ainsi, pour la dklcrminer, il suffit de supposrr 
infinies les coordonndes du point de contact dans les dPU\ 
formules gdndrales qui expriment, d’aprhs 1’6quation de 13 

courbe, en fonction cle ces coordonnkes, les deux consfnnlr 
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par ‘lesquelles est fixke la position de Ia tangente. S i  ces 
deux constantes prennent alors des valeurs r8clles et compa- 
tibles entre elles, la courbe donnke aura des asymptotes dont 
un tel calcul [era connaTtre le nombrc et la situation ; si ces 
valeurs sont imaginaires ou incompatibles, ce sera la preuve 
que la courbe proposde n’a point d’asymptotcs, du inoins 
rectilignes. On voit que cette dktermination est exactement 
analogue & celle d’une tangente menbe par un point de la 
courbe clont les coordonnkes seraient Gnies. I1 arrivera seule- 
ment, dans un assez grand nombre de cas, que les deux 
valeurs cherchkes se prbsenteront sous une forme ind6ter- 
minke, ce qui est un inconvdnient gbn6ral des formules alg-6- 
briques, quoi qu‘ils doivent sans doute avoir lieu plus frequem- 
ment en atlribuant aux variables des valeurs infinies. Mais on 
sait qu’il existe une in6thode analyliyue gknbralc pour 
estimcr la vraic Yaleur clc toule expression seinblable ; il 
suffira donc nlors d’y rccourir. 

O n  peut rat lacher aussi, quoiyue cl’une nianikre beaucoup 
moins directe, h la th6orie des Langcutcs, la th6orie tout en- 
tiBre des divers points sinpliers dont la dbtermination con- 
tribue kmincmment A la connaissance de toute courbe qui en 
prksente, comnie les points d’inflexion, Ies points multiples, 
les points de rebroussemeni, etc. Rclativemcnt aux points d’irz- 
pexion, par exemple, c’est-A dire A ceux ob une courhe de con- 
cave devicnt convexe, ou de convexe concave, il Saut d’abord 
examiner le caractkre analytique immkdiatement propre & la 
concavitb ou a la convexit&, ce qui dBpend de la manibre 
dont varic la direction de la tangente. Quand la courbe est 
concave vers l’axe des abscisses, elle Sait avcc lui un 
angle de plus en plus petit A mesure qu’elle s’en Bloigne ; au 
contraire, lorsqu’elle est convexe, l’angle qu’elle fait avec 
I’axe devieiit de plus en plus grand en s’en @cartant davan- 
tage. On peut donc dircclement reconnaitrc, d’aprks 1’8qua- 
tion d’une courbe, le sens de sa courhure & chaque instant : 
il suffit d’examiner si le coefficient qui marque l’inclinaison 
de la tangente, c’est-A-dire la fonction tldrivke de l’ordonnke, 
prend des valeurs croissantes ou des valeurs dkcroissantes h 
mesure que l’ordonn6e augmente ; dans le premier cas, la 
courbe tourne sa convexit6 vers l’axe des abscisses : dans le 
second, sa concavitd. Cela posk, s’il y a inflexion en quelque 
point, c’est-&-dire si la courbure change de sens, il est clair 
qc’en ce point l’inclinaison de la tangente sera devenue un 
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ma(xirnum 014 un minimum, suivant qu’il s’agira du passage di 
la convexit6 B la concavit6, ou du passage inverse. Or, 
trouvera donc en que1 point ce phEnoimhe peut avoir lieu,i 
l’aidc de la thborie ordinairc des maxima et minima, doni 
l’application B ce tte recherche apprendra Bvidernmen&que, 
pour l’abscisscf du point d’inflexion, la seconde lonction d h 8 r  
de l’ordonnke proposBe doit gtre nulle, ce qui sufGya pour 
determiner l’existence et la position de ce point. Cctte 
recherche peut ainsi etre rattachee B la th6orie des tangelites 
quoiqu’elle soit ordinairement presentee d’aprks la thhpric du 
cercle osculateur. I1 en serait de m6me avec plus ou moilis 

de difficulte, relativcment lous les autres points singubers. 
Un second prohlkme fondamental que prhsente 1’8tudp g b  

n6rale des courbes, et dont la solution complete exige un CN- 
ploi plus kteiidu de I’analyse transcendan te, est I’importaole 
question de la mesure de la coui*bure des courbes au m q e n  
du cercle osculaierrr en chaque point, dont la dkcouverte 
suffirail seule pour immortaliser le nom du grand Huy- 
ghens. 

Le cercle ktant la seule courbe qui pr6sente en tops ses 
points une courbure uniforme, d’autant plus grandc d’ailleurs 
que le rayon est plus petit, quaiid les gbomktrcs se soat pro- 
pose de soumettre B une estimation precise la courhurc (IC 
toute autre courhe quelconque, ils ont do naturelleqent la 
comparer cn chaque point au cercle qui pourrait avoir UJPI 

elle le plus intime conlact possible, et qu’ils ont nomm6, pour 
cette raison, cercle oscuhteur,  afin de le distinguer des 
cercles simplement fangenls, qui sont en nombre iefini au 
meme point de courbc, tandis que le cercle osciilateur est 
Byidemmept unique. En considerant cette question sous un 
autre aspect, on conqoit que la courbure d’une caurhe eo 
chaqpe point pourrait aussi &re estim6e par l’augle plus oil 

moins grand de deux klkmenls consecutifs, qu’on appeile 
angle de coniingence. Mais il est ais6 de reconnaitre QUI: ccs 
deux rnesures sont nhcessairement kquivalentes, puisque IC 
centre du c e d e  osculateur sera d’autant plus eloign6 q u e  
cet angle de contingence sera plus obtus: on voit g&mc, 
sous le point de vue analytique, que l’expression du rayqn de 
ce cercle foiiriiit iminediatement la valeur de cet angle. 
D’aprBs cette conforinit6 Bvidente des deux points de vue, 
les gkomktres ont da prhfhrer habitl;ellement la Consid- 
ration du cercle osculateur, cornme plus Bteudue et se prc- 
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tant mieux la deduction des autres theories p$om&riques 
qui se rattachenl h cette conception fondamentale. 

Cela posd, la manibre la plus simple el  la plus directe de 
determiner le cercle osculateur consiste A l’envisager, d’aprks 
la methode infinitksimale proprement dite, comrne passant 
par trois points infiniment voisins de la courbe proposde, ou. 
en d’autres termcs, comme ayant avec elle deux hldmenls 
consdcutifs communs, ce qui le distingue nettement de tous 
les cercles simplement tangents, avec lesquels la courbe n’a 
qu’un seul element commun. I1 rBsulle de cette notion, en 
ayant Bgard & la construction nkcessaire pour decrire un 
cercle passaiit par trois points dannds, que le centre du 
cercle osculateur, QU ce qu’on appelle le cenlre de courbure 
de la courbure en cliaque point, pcut &re regard8 comme le 
point d’intersection de deux normales jiifiniment voi,’ cines, eu 
wrle yuc la quesLioii se r6tluit 4 trouver cc dcriiier point. Or, 
celte recherche e s l  facilc, en formant, d’aprbs 1‘6quation 
pCnOrale de la langcnle unc courbe quclconyuc, cclle de la 
normale qui lui est pcrpendiculaire, et faisan t cnsuite varier 
tune quantiid inliniment petite, clans cette dernikre Bqua- 
hqn, les cqordonnkes dii point dc contact, afin de passer 9 la 
normale infinimcnt voisine : 13 ddtermination de la solution 
commune h ccs deux kquations, qui soiit clu premier degri: 
par rapport aux deux coordonndes c h i  point d’intersection, 
suffit pour faire trouwr les deux foriniilcs gdndrales qui 
cxpriment les coordonndcs du ceiitrc dc courbure en un 
paintquelconque. Ges formules m e  fois obtcnues, larecherchc 
du rayon de courhure n’of‘fre plus aucune difficult@, puis- 
ilu‘elle $e rBduit a calculer la distance dc ce ccntre de cour- 
tlure au point correspondant de la courbc. En appelant CI, 6, 
IPS .coordonnBes rectilignes du  cenire de courbure d’une 
courbe quelconque en un point dont les coortlonnkes sont 
r ,  y, et noinment r le rayon de courbure, 011 irouvc par cette 
4thade les formules conme$ : 
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On con(;oit de quelle importance est la dkterniinatioil i, 
rayon de courbure, el coinbien la discussion de la manierr 
genkrale dont il varie aux diffXrents points d’une courhe (1011 
contribuer B la connaissance approfondie de cette courbe 
Cet kl6ment a surtout, ceci de trbs remarquable, entre t o u b  

les autres sujets ordinaires de rechcrches dans la gB,prn&rii 
analytique, qu’il se rapporte directemen1,par sa nafure, ;I I, 
forme m6me de la courbe, sans dependre aucunement de. 
position. On voit que, sous le rapport analytique, il exigcl 
consideration siinultan6e des deux premieres fonctions dE 
vkes de l’ordonnde. 

La thdorie des cenlres de courhure conduit naturellemri 
a l’imporlante notion des de‘ueloppe‘es, qui sont maintennil 
dkfinies conime 6tanl les lieux geomktriques de tous 11 
centres de courbure de chaque courbe en ses djffdrentspoinl 
yuoique, au contraire, dans la conception primitive de cell 
branche de la geomktrie, Huyghens eQ 1 cl6duit l’iclke ducerl’ 
oscnlateur de celle de la ddveloppGe, direclement envisagi 
comme engendranl par son dkveloppenient la courbe prin 
tire, ou la de‘ueloppanie. I1 est ais6 de reconndire q u e (  
deux manikres de voir rentrenl l’une dans l’aulre. Cettedh 
lopp6e prksente 4videmmenl, par quelquc mode qu’on I? 
tiennc, deux proprikles g6nkrales el ndcessaires relativemr 
A la courbe yuelconque dont ellc derive : la premiere, d’ai 
pour tangentes les normales A celle-ci ; et la seconde, quo 
longueur de scs arcs soit &gale a celle des rayons de COI 

bure correspondants de In dkveloppanle. Quant au mo) 
d’obtcnir l’kyuation de la dhveloppde d’une courbe donn 
il est clair yu’entre les deux formules citees ci-dessus p“ 
exprimer les coordonndes du centre de courbure, il sui 
d’6liminer, clans chaque cas, les coordonnees 5, y, du poi 
correspondan t de la courbe proposke, h l’aide de 1’6quationi 
cettc courbe : l’kquation en d ~ ,  6 qui u5sullera de 1’6liminalio 
sera celle de la developpdc demandke. On pourrait Bgalerneil 
cni reprcndrc de rdsoudrc la question inverse, c’est-&dire (I 
trouver la developpanle d’aprks la dbveloppee. Mais il fa t  

remaryuer qu’une dlimination analogue h la prkckdente II 
fournirail alors, pour la courbe clrerchee, yu’une Bquatior 

cly d2j contenant, outre x: et y, les deux fonctions derides - - dx’ dx! 
en sorte qu’aprks cette analyse prkparaloire, la solution ~ 0 1 1 1  

plkte du probleme exigerait encore I’intdgration dc  (0’ 
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quation diff6rentielle du second ordre, ce qui, vu I’extr&me 
wperi’cclion du calcul inL8gra1, seyait le plus souvenL impos- 
.ible, si, par la na lurc propre d’unc tellc recherchc, la courbe 
JemandBe ne devait point, coinme j’ai eu l’occasion de l’indi- 
quer dans la septihme leson, &re, reprPsent6e par la solution 
slnguZi&e, que la simple diffkrcntiation peu t toiijcurs faire 
obtenir, l’inttigrale gPnGralc ne d6signant ici que le systkme 
des cerclcs osculateurs, dont la connaissancc n’est point 
I’ohjet de la question propostie. 11 en serait de m6me toutes 
les fois qu’on aurait Q d6terminer une courbe d’aprks unc 
propriktb yuelconque de son rayon de courbure. Cet ordre de 
questions est exactement analogue aux problbmes plus 
cimples qui constituent cc que, clans l’origine dc l’analyse 
Iranscendante, on appelait la iVe‘flzode inverse des fangentes, 
oh l’on se proposait de determiner une courbe par tine pro- 
pridt.4 donn6c de sa tangente en un point yuelconque. 

Par des considkrations gkonititriques plus ou moins com- 
pliquees, analogues 51 celle qui fournit les ddvelopp6es, Ics 
:ComBtres ont ddduit d’une i n h e  courbc primitive quel- 
conquediverses autres courbes secondaircs, dont les equations 
peuvent $Ire ol~tenues d’aprks des proc6dtis semblables. Lcs 
plus remarquables d’entre elks sont les causliques par re- 
iiexionoupari+fraction, dont lapremiare idee est due& Tschir- 
naus, quoique Jacques Bernouilli en ait seul 6tabli la vkritable 
‘hkorie g6nBrale. Ce sont, comine 011 sait, ces courbes for- 
nBes par i’intersection continuelle des rayons dc lumibre 
nfiniment voisins qu’on supposerait rBflkchis ou refract6s 
\nr la courbe primitive. E n  partant de la loi g&oxn&rique de 
7 rkflexion ou de la rBEraction de la luniikre, consistant en ce 
ue l’angle de rkflexion est Bgal h I’angle d’incidence, ou en 
que le sinus de l’angle de refraction est un multiple cons- 

nt et connu du sinus de l’angle d’incidence, il est 6vident 
le la recherche de ces caustiquesscr6duit Q unc pure question 
gdomhtrie, parfaitement semblable a cclle dcs develop- 

?s, conpes coinme formkes par l’intersection continuelle 
5 n’ormales iniiniment voisines. Le problkme se rBsoudra 
nc analytiquement en suivant une marche analogue, au 
let de laquelle toute autre indication serait ici superflue. Le 
leu1 sera seulement plus laborieux, surtout si les rayons 
,idents ne sont pas supposds paralleles entre eux ou 6rnan6s 
in m6me point. 
les d&elopg6es, les caustiques, et koutes les autres lignes 

A.-G - I .  18 
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d4duites d’ahe; W m e  courbe principale a l’aide de construt 
tions analogues, sont formkes par Ies intersections conti 
nuelles de droites infiniment voisines soumises 4 une c w  
taine loi. Mais on peut aussi, en genkralisant le plus possihh 
cette considhration gkomhtrique, concevoir des courbes pro. 
duites par l’intersection coiitinuelle de certaines courhei 
infiniment voisines, assujetties .+ une m6me loi quelconcp 
Cette loi consiste ordinairement en ce que toutes ces courht? 
sont reprbsentt‘m par une byualion commune, d‘aiileiv 
quelconque, d’oii elles dkrivent succcssivement en donnant 
diverses valeurs A une certaine constante arbitraire. On peul 
dors  se proposer de trouver le lieu g6oinhtrique des pojnlc 
d’intersection de ces courbes consecutives, qui correspon- 
dent A des valeurs infiniment rapprochkes de  cctte constank 
arbitraire conSue comme variant d’une manikre contiiiuc 
Leibnitz a imagine le premier les recherchcs de cette naluie 
qui ont ensuite btk fort Btendues par Clairaut et surtout pi 
Lagrange. Pour traiter le cas le plus simple, celui quejc 
viens de caractbriser exactemen 1, il suffit Bvidemmenl d i n  

diffhrentier 1’Bquation gdn6rale proposbe par rapport ,1 13 

constante arbitraire que l’on considkre, et d’hliminer ensuite 
cette constante cntre cette equation diflerentielle et fCpiia 

tion primitive ; on obtiendra ainsi, entre les deux coorthl- 
d e s  variables, une Bquation indkpendante de cette constank, 
qui sera celle de la courbe clierchke, dont la forme difkrei;i 
souvent beaucoup de celle des courhes ghnbratrices. La- 
grange a Btabli, au sujet de cette relation gbom&rique, un 
important thdorkme gknbral, en montrant que, sous le poinl 
de  vue analytiyue, la courhe ainsi obtenue et les c o u r h e k  

ghnhratrices on1 nhcessairement une meine dquation dilfi. 
rentielle, dont l’intdgrale complk te reprksente le systkmc de( 
courbes gendratrices, tanclis que sa solution singulie’re cor. 
respond A Ia courbe des intersections. 

courbes sdivant l’esprit cle la mbthode infini tesiinale propre- 
ment dite, qui s’adapte en effet bien plus simplein 
cune autre B toute recherche de ce genre. La concept 
grange, relativement .+ l’analyse transcendante, prdsenlail 
surtout, par sa nature, de grandes difficult& spbciales pour 
la solution clirecte cl’une teIle question, comme je I’d dijA 
remarque dans la sixieme IeGori. Mais ces difficult& o:lt si 
hetwehsement excite le genie de Lagrange qu’elles l’ont con. 

J’ai consider6 jusqu’ici la thkorie de la cour 
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duit A la formation de la thBorie gkn4rale des contacts, dont 
l’ancienne thBorie du cerclo osculateur se trouve n’6tre plus 
qu’un cas particulier fort simple. I1 iinportc au but de cet ou- 
wage de considkrer maintenant cette belle conception, qui 
est peut-gfre, sous le rapport philosophiyue, I’objet le plus 
profondement intBressant que puisse offrir jusqu’ici la gko- 
mktrie analytique. 

Comparons une courbe quelconque donne y = f (x) B une 
autre courbe variable z = P) (x), et cherchons B nous former 
une idde prkcisc des divers degres d’intimitd qui pourront 
cxister entre ces deux courbes, en un point commun, suivant 
1es relations qu’on supposera entre la fonction y et la fonc- 
tion f. I1 suffira pour cela de considkrer la distance verticale 
des deux courbes en un autre point de plus en plus rappro- 
ch8 du premier, afin de la rendre successivement la moindre 
possible, eu kgard A la corrklation des deux fonctions. Si h 
lbsigne l’accroisseinent qu’kprouve l’abscisse cn passant A 

‘.e nouveau point, cette distance, qui est &ale B la diffkrence 
tlcs deux ordonnBes correspondantes, pourra 6tre ddveloppke, 
4’aprks la formule de Taylor, suivanl les puissances ascen- 
tlantes de 11, et aura pour expression la skrie, 

kn concevant, ce qui est Bvidemment toujours possible, 
1 teilement petit, que le premier terine de cette skrie soit 
.iipCtieur A la somme de tous les autres, il est clair que Ia 
.ourbe z aura avec la courbe y un rapprochement d’autant 
llus intime, que la nature de la fonction variable 41 permettra 
IC supprimer un plus grand nombre de termes dans ce dkve- 
Iippement, A partir du premier. Le degrk d’intimit6 des deux 
vurbes sera donc exactement apprBci6, sous le point de vue 
’Inalytique, par le nombre plus ou moins grand de fonctions 
4riv6es successives de leurs orclonnkes qui auroiit la m&me 
vnleur au point que l’on considkre. De 18, l’importante con- 
rpplion &knBrale des divers ordres de contncis plus ou moins 
parfaits, dont la notion du cercle osculateur compare aux 
vclc? simplement tangents n’avaitprksentk jusqu’alors qu’un 
~ u l  exemple particulier. Ainsi, aprhs la simple intersection, 
. nremier degrB de rapprochement entre deux courbes a lieu 
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quand les premieres der ides  de leurs ordonnkes sont @ale5 
c’est le contact du premier  ordre, ou ce yu’on appelle ordi. 
iiairement le simple contact, parce qu’il a et6 longtemps 1p 

seul connu. Le contact du  second ordre exige de plus que le( 
secondes dkriv6es des fontions f et  soient @ales : en y joi 
gnant encore l’egalit6 de ieurs troisiemes d4riv6es, on coni 
titue un contact du  troisi2me o d r e ,  et, ainsi de suite 4 l’infinl 
Au del& clu premier ordre, les contacts portent souvent 11 
nom d’osculafions du premier ordre, du second ordre, etc. 

Les contacts du premier e l  du second ordre peuvent &hi 
caract6ris6s geom6lriquement par une obserra tion fort simpk 
en ce yu’il resulte 6videmment que lcs dcus  courbes compa 
d e s  ont au point commun, dais  un cas, la m6me tangentc, 
et, dans l’autre, le n i h c  cercle de courburc, puisque la tan- 
gente & chayue conrbc d6pend dc la preiiiibre ddrivee de soil 

ordonnee, et le cercle de courburc, des deux premikres dPii 
vees successives. hlais cette consideration ne conviendral 
plus au delh du second ordre pour determiner I’idke gComc 
trique du contact. Lagrangc s’cst born&, sous ce rapport, a 
assigner le caractere general qui resulte immddiatement (If 
l’analyse ci-dessus indiquee, et qui consiste en ce que, lorsqur 
la courbe z est d4terniin6e de manikre A avoir avec la courbe!i 
un contact de l’ordre n, produit analytiquement par 1’8galilc 
de toutes les fonctions dkriv6es jusqu’8 celle de I’ordren 
aucune autre courbe z ,  de m6me nature que la prdddentc, 
mais qui ne satislerait qu‘A un moindre nombre de conditions 
analytiques, et qui, par constkpcnt, n’aurait avec la courbe!/ 
qu’un contact moins intime, ne pourrait passer entre les deul 
courbes puisque l’intervallc de celles-ci a reGu la plus petit? 
valeur dont il etait susceptible d’aprks une telle relation de( 
deuxkqu a t’ ions. 

Lorsqu’on a particularise la nature de la courbe z aim 
comparee & une courbe quelconque donnPe y, l’ordre du con. 
tact le plus intime qn’elle peut avoir avec celle-ci dt5penil 
evidemiiicnt du nombre plus ou moins grand de constank 
arbitraires que renferme son Bquation la plus g&ndrale, ur 
contact de l’ordre n exigeant n + 1 conditions analytique< 
qui ne sauraient etre remplies qu’avec un pareil nombre (1 
constantes disponiblcs. Par  conskyucnt, une ligne’droili 
dont l’equation la plus gentkale contient seulernent deux con. 
tantes arbitraires, ne peut avoir avec une courbe yuelconqul’ 
qu’un contact du premier ordre : d’oh dkcoule la thhl 
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ire des tangentes. L’Bquation du cercle renfermant, en 
1, trois constantes arhitraires, le cercle peut avoir avec 
urbe quelconque un contact du second ordre, et de la 
, comme cas particulier, l‘ancienne thkorie du cercle 
.eur. En considkrant une parabole, comme il y a quatre 
ntes arbitraires dans son Bquation la plus complhte et 
i simple, elle est susceptible, comparde h toute autre 
, d’une intimitk plus profonde, qui peut aller jusqu’au 
t du troisikme ordre : de meme, une ellipse comporterait 
tact du quatrikme ordre, etc. 
onsicthation prBc6dente est propre a suggkrer une in- 
ation gkomBtrique de cette thkorie gBn6rale des con- 
qui me semble destiiike & complkter le travail de 
ige, en assignant, pour dBfinir directement les divers 
de coiitacts, un caraclbre concret plus simple et plus 
ue celui indiquB par Lagrange. En effet, ce nombre 
1 moins grand de constantes arbitraires contenues dans 
uation a pour signification gBornBtrique, comme nous 
i Btabli en commenpant cette legon, le nombre des 
ndcessaires & I’entibre dBtermination de la courbe 

Iondante, lequel se trouve aiiisi marquer le degr6 
iitk dont cette courbe est susceptible relativemeill 
iutre. Or, d’un autre c6tk, la loi analytique qui exprime 
tact par 1’BgalitB d’un pareil nombre de dBrivkes suc- 
:5 des deux ordonnBes indique Bvidemment que les 
ourbes ont alors aulant de points infiniment voisins 
inc; ; puisque, d’aprks la nature des diffkrentielles, il est 
ue la difTBrence de l’ordre n depend de la comparaison +- 1 ordonnBes consdcutives. On peut donc se faire 
:ment une idee iietle des divers ordres de contacts, en 
qu’ils consislent dans la communautB d’un nombre 

u nioins grand de points infiniment voisins entre les 
:ourbes. En lermes plus rigoureux, on dkfinirait, par 
le, l’ellipse osculalrice au troisikme ordre, en la regar- 
:omme la liinite vers Iaquelle Lendraient les ellipses 
it par cinq poiiiis de la courbe propos6e, A mesure que 
de ces points supposks mobiles se rapprocheraient in- 

nent du cinquikme supposb fixe. 
e thkorie gBn8rale des contacts est Bvidemment propre, 
L nature, & fournir une connaissance de plus en plus 
tde de la courbure d’une courbe qnelconque en lui com- 
, suwessivement diverses courbes coniiues, susceptibles 
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d’un contact de plus en plus intime ; ce qui permettrait (I t  

rendre aussi exacte qu’on voudrait la mesure de la courburr 
en changeant convenablement le terme de comparaisoii 
Ainsi, il est clair, d’aprks les considerations prec6dentes,qur 
l’assimilation de tout arc de courbe infiniment petit a un ar‘ 
de parabole en ferait connaitre la courbure avec plus de pri- 
cision que par l’emploi du cercle osculateur ; et la coinparai 
son avec l’ellipse procurerait encore plus d’exactitude, etc: 
en sorte qu’en destinant chaque type primitif h appro- 
fondir 1’6tude du type suivant, on pourrait perfectionner :I 
I’infini la theorie des courbes. Mais la necessite d’avoir uni 

connaissance nette et familiere de la courbe ainsi adapth 
comme unit6 de courbure determine les geometres A reiioii- 
cer A cette haute perfection speculative, pour se contenter,en 
realith, de comparer toutes les courbes au cercle seulement, 
en vertu de l’uniformit6 de courbure, proprietd caracthis- 
tique du cercle, hucune autre courbe, en effel, ne peut ktrc 
regardbe, sous ce rapporl, comme assez simple et assez 
connue pour pouvoir &tre utilement employke, quoique !on 
n’ignore plus que le cercle n’est pas I’unite de courbure la plus 
convenable ahstraitement. Lagrange s’est donc born6 dkfini- 
tivement B deduire de sa conception genkrale la thkorie du 
cercle osculateur, ainsi presentee SOLE un poiqt de vue pure- 
ment analytique. I1 est m&me reniarquable que de cette seule 
consideration il ait pu conclure avec facilite les dew pro- 
pri6t6s fondamentales ci-dessus indiquhes pour les ddvelop- 
phes, que la simple analyse paraissait d’abord si peu propre 
& Rtablir. 

J’ai cru devoir considerer la theorie des contacts de( 
wurbes  dans sa plus grande extension speculative, afin d’en 
faire saisir convenablement le veritable caracthre. Quoiqu’on 
doive la rkcluire finalenlent A la seule dhtermination effective 
du  cercle osculateur, il y a ,  sans doute, sous le rapport philo- 
sophique, une profonde difference entre concevoir cette der- 
nihre consideration, pour ainsi dire, comme le dernier terme 
des efforts de l’esprit humain dans 1’6lude des courbes, ainsi 
qu’on le faisait avant Lagrange, et n’y voir, au contraire, qu’un 
simple cas particulier d’une theorie generale trks &endue, E 
l’examen duquel on doit habituellement se borner, en sacbanl 
nkanmoins que d’autres comparaisons pourraient perfection- 
ner davantage la doctrine geoinetrique. 

Aprks avoir envisage les principales quedions de ghornbtri(* 
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gknhrale relatives aux propri6t6s des courbes, il me rest0 A 
signaler celles qui se rapportent aux rectifications et aux 
quadratures, dam lesquelles consis l e  proprement, suiyant 
I’explication donn6e dans la dixikme leGon, le b u t  defiriitif de 
la science gdom6trique. Mais ayant cu occasion pr6c6dem- 
ment (uoyez la 6“ leqon) d’ktablir les formules gdn6rales qui 
expriment, A l’aide de certaincs intdgrsles, la longueur et 
laire d’une courbe plane quelconque doill l’dqnation rectiligne 
est donnde, el (levant, d’ailleurs, m’interclire ici toute appli- 
cation A aucune courbe parliculiAre, celte partie importante du  
sujet se trouve suffisamment kraitde. Je me bornerai seule- 
ment A indiyner les formules propres A d6tcrmiiier l’aire et, 
le volume des corps produits par la rkvolution des courbes 
planes autour de leurs axes. 

Supposons, cornme on peu t Bvidemment toujours le faire, 
que l’axo de rotation soil pris pour axe dcs abscisses ; et, sui- 
vant I’esprit de la m6thode infinit6simale proprement dite, la 
seule bien convenable jusqu’ici aux recherches de cette 
nature, concevons que I’aLscisse augrnente d’une quantitd in- 
finiment petite ; cet accroissement d6terminera dans l’arc et 
dans l’aire de la courhe des augmentations differentielles ana- 
logues qui, par la revolution autour de l’axe, engendreront 
les e‘le‘menfs de la surface et  du volume cherchds. I1 est ais6 
de voir que, en nkgligeant seukment un infiniment petit du 
second ordre tout au plus, on pourra regardcr ces 616ments 
comme Bgaux A la surface e l  au volume du tronc de cane ou 
du cyliedre correspondant, ayant pour hauteur la diff6rentklle 
de l’abscisse, et pour rayon de sa base l’ordonnk du point 
considdr6. D’aprBs cela, en appelant S et Vla surface et le 
volume demand&, les plus simples propositions de la g6o- 
mhtrie Bkmeptaire fourniront immtidiatement les Bquations 
diffbrentielles gknkrales 

d S  = 2 x y d z ,  dV = x;J2dz. 

:\hi, lorsque la relation cn y et x scra donnEe dans chaque 
cas particulier, les valeurs de S et de V seront exprimkes par 
Ips deux integrales 

s = S,JlJdz, v L.= zJJPdz; 

prises entre les limites convenables. Telles sont les formules 
mvariables d’aprbs lesquelles, clepuis Leihnilz, les g6ombtres 
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ont r6aolu un grand nombre de questions de ce genre, quail1 

les progrbs du calcul integral l’ont permis. 
On pourrait aussi coniprendre au nonibre des recherche. 

de  gkomktrie ghnkrale 9 deux dimensions, l’importante de 
termination des ccntres dc gravit6 des arcs ou des aires appai 
teiiant Q des courbes quelconques, quoique cette considern 
tion ait son origine dans la mkcaniyue ralionnelle. Car, ei 
dkfinissant le centre de gravitk cornme &ant le centre dr 
moyennes distances. c’est &dire un point dont la distance h u  
plan ou A un axe quelconque est la moyenne arithmdtiqri 
entre les distances de tous les points du  corps ce plan ou 
cet axe, il est clair que cette question devient purement gbc 
mktrique et peut &re traitbe sans aucun recours Q la rnk 
nique. Mais, malgr6 une telle considkration, dont nous r( 
connaltrons plus tard l’importance pour ghhraliser suff;co* 
ment e t  avec facilitk la notion du centre de gravit4, il P -  

certain, d’un autre ~616,  que la destination essentielledecell 
recherche doil continuer Q la faire classer plus convenabli 
ment parmi les questions de mkcaniyue ; quoique, par c 

nature propre, et aussi par le caractere analytique de I 
methode correspondante, elle appartienne rkellement 1 
g6omktrie, cc qui m’a engage 9 l’indiquer ici par anticipatioi 

Telles sont les principales questions fondainentales dont c 

compose le systeme actuel de notre gkomktrie gkndrale 
deux dimensions. On voit que, sous le rapport analytiqui 
elles peuvent Btre netlement distingukes en trois classes : I  
premiere, comprenaiit les recherches gkom6triyues qui d i  

pendent seulement de l’analyse ordinaire ; la seconde, cellc 
dont la solution exige l’emploi du calcul difrkrentiel; la troi 
sibme, enfin, celles qui ne peuvent 6tre rksolues qu’h hid 
du calcul intkgral. 

I1 nous reste maintenant Q considkrer sous le meme aspec’ 
dans la leqon suivante, l’ensemble de la gkomhtrie g4ndralr 
trois dimensions. 
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De la gbomhtrie gbnhrale B trois dimensions. 

L’Btude des surfaces se compose d’une suite de questions 
gdnkrales exactcment analogues B celles indiqubes dans la : 
lecon prdcirdente par rapport aux lignes. I1 est inutile de con- 
sidkrer ici distinclement cclles qui ne d6pendent que de l’ana- 
lyse ordinaire, car elles se resolvent par des mkthodes esseu- 
tiellement semblables ; soit qu’il s’agisse de connaltre le 
nombre des points ndccssnircs A l’cniihrc d6tcrinination d’une 
surface, soit qu’on s’occupe dc 13 recherche des CBllti*eS, soit 
qu’on demande les conditions Iirkcises de la similitude entre 
deux surfaces dn m&me genre, etc. I1 n’y a cl’autrc cliffhiice 
analytique que d’envisager des dquations a trois variables au 
lieu d’dquations a deux variables. .Je passe donc immddia- 
tement aux questions qui exigent l’emploi de l’analyse trans- 
cendante, en insistant senlement sur lcs considdrations nou- 
velles qu’elles prkscntent relativcnient aux surfaces. 

La premiere thkorie g8ndrale est celle des plans tangents. 
En se servant de la rndthode iufinitesimale proprement dite, 
on peut aishment trouver l’dqualion du plan qui touche une 
Enrface quclconque en un point donn6, ct qui est alors dkfini 
comme co’incidant avec la surface dans une Btenduc jnfiniment 
petite tout autour d u  point de contact. I1 suiTit, en effet, de 
considkrer que, afin dc reinplir une telle condition, l’accrois- 
sement infiniment petit repu par l’ordonnde verticale en rB- 
sultat des accroissements infinimcnt petits des deux coor- 
donnBes horizontales doit &re lc meme pour le plan que pour 
In surface, et cela indkpendarnment d’aucune relation dktcr- 
minke entre ces deux derniers accroiclsernents, sans cpoi la 
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colncidence n’aurwit pas lieu en tous sens. D’aprbs cette idiv 
l’analyse donne immkdiatement 1’8quation gkn6rale : 

z-z‘r=-((z dz’ --z +(-,(y--y’) d z’ 
dX‘ dy 

pour celle du plan tangent, x‘, y’, z‘, dhsignant les coordon- 
d e s ,  du point de contact. La d6termination de ce plan, dans 
chaque cas particulier, se trouve ainsi rkduitc A une simple 
diffhrentiation de l’kquatjon de la surface proposke. 

On peut aussi oblenir cette Bquation gknbrale du plan tan- 
gent, en faisant dkpendre sa recherche de la“ seule th6orir 
des tangentes aux courbes planes. I1 faut, pour cela, consi- 
dBrer ce plan, ainsi qu’on le fait habituellement en gkomktrie 
descriptive, comme d6termin6 par les tangentes A deux sec- 
tions planes quelconques de la surface passant au point 
donn6. En choisissant les plans dc ces sections parallbles A 
deux des plans coordonnks, on parvieiit sur-le-champ il 
1’8quation pr6ckdente. Celte manikre de concevoir le plar~ 
tangent donne lieu d’6tablir facilemelit un important thCo 
rkine de g6omktrie gknBrale, que Monge a d6montrB le prc- 
mier, et  qui consisle en ce que les tangentes B toutes 1~ 
courbes qu’on peut tracer en un m&me point siir une surfaw 
quelconque sont toujours comprises dans un m&me plan. 

Enfin, il e s l  encore possible de parvenir h l’hyuation g6n6- 
rale du plan tangent en le considdrant comme perpendiculairr 
A la normale correspondante, et d6finissant celle-ci par sa 
propri&t& gBomBtrique directe d’&tre le chemin mnzimuq ou 
minimum pour aller d’un point ext6rieur i~ la surface. La 
mBthode ordinairc des maxima et minima suffit pour forper, 
d’aprks cette notion, les deux Bquations de la normale, eq ap- 
pliquant cette methode A I’expression de la distance entre le< 
deux points, I’un situ6 sur la surface, l’autre extbrieur, dqntlr 
premier, congu coniine variable, est ensuite suppos6 fixc 
quand les conditions analytiques ont Et6 exprimkes, tandl5 
que le second, primitivcment constant, est alors envisagh 
comme mobile, e l  dkcrit la droite cherchke, Les kquations d p  

la normale une fois obtenues, on en d6duit ais6ment celle dn 
plan tangent. Cette iizgbnieuse manikre de l’htablir est Bgale 
inent due B Mongc. 

La question fondamentale que nom venons d’examinu 
deviept, comme dans le cas des courbes, la base d’un grant1 
nombre de recherches relatives A la determination du plflll 
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tangent, lorsip’on remplace le point de eontaet donne par 
d’autres condit,ion5 bquivalentes. Le plan tangent ne peut 
point Bvidemment &re determine par un seul point donne 
extkrieur, cornme l’est la tangente : il faut l’assujettir Q con- 
tenir une droite donnee ; it cola prbs, l’analogie est parfaite, 
et les deux questions se resolvent de la meme manihre. I1 en 
est de meme si le plan tangent doit &re parallele B un plan 
donne, ce qui fixe la valeur des deux constantes qui assignent 
sa direction, et par suite d6termine les coordonn6es du point 
de contact, dont ces constaptes sont, pour cbaque surface 
ddsignke, des fonctions connues. Enfin on peut aussi trouver 
comme dans les courbes, la relation analytique qui exprime 
ghhlement  le simple phknomkne du contact entre un plan 
etune surface, sans spkcifier le Iicu de ce contact ; d’oh rksulte 
pareillement la solution de plusieurs questions re1 a t’ ives aux 
plans tangents, entre autres cclle qui consiste B dktcrminer 
un plan qui touche Q la fois troissurfaces yuelconquesclonndes, 
recherche analogue & celle de la tangente cornintine Q deux 
courbes. 

La thBorie g6nbrale cdes contacts plus ou moin,s intimes 
qui  peuvent exister entre deux surfaces yuelconques par 
suite des relations plus ou moins nombreuses de leurs Bqua- 
lions se forme d’aprks une mkthode exactemcnt semblable 
eelle indiquBe dans la lec,on prkcddcnte relativement aux 
eourbes, en exprimant, A l’aide de la s6rie de Taylor pour les 
lonctions de deux variables, la distance verticale des deux 
surfaces en un second point voisin de leur point d’intersec- 
lion; et dont les coordonnkes horizontales auraient recu deux 
accroissements h et k entibrement indhpendants I’un de 
I’autre. La consideration de cette distance, d6veloppee selon 
IP3puissances croissantes de h et k, et dam l’expression de 
laquelle on supprimera successivcment les termes du pre- 
mier degrh en lz et k, ensuite ceux du second, etc., dkter- 
niinera les conditions analyliques des contacts de difrBrents 
Odres que peuvent avoir les deux surfaces suivanl le plus 
011 moins grand nombre de constantes arbitraires contenues 
hns l’kquation gknkrale de cellc qu’on regarde comme va- 
riable. Mais, malgrk la conformiti: de mdthode, cette th6orie 
PEsentera avec celle des courbes une diff Brence fondamen- 
lalerelativernent au nombre de ces conditions, par suite de la 
llhssit8 oh l’on se trouve dans ce cas de considkrer deux 
’”rnissements inddpendants au lieud’un seul. I1 enrksulte, en 
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effet, que, afin que chaque contact ait lieu dans tous lea sel 
possibles autour du point cominun, on doit annulerskp: 
rkmcnt tous les diffkrents termes du meme degrk correspoii 
dant, et  clont le nombre augmenlera d’autant plus q u e (  
degr6 ou l’ordre du contact sera plus klevk. Ainsi, apresl 
condition de l’egalitk des deux ordoniikes verticales z nBcec 
saire pour la simple intersection, on trouvera que le contar’ 
du premier ordre exige, en outre, deux relations distinctek 
consislant clans l’kgalit6 respective des deux foiictions dkrivb. 
partielles du premier ordre propres B chaque ordonnee ver 
ticale. En passant au contact du second ordre, il faudrs 
ajouler encore trois nouvelles conditions, B cause dr 
trois termes distincts du second degr6 h et k dam l’exprek. 
sion de Ia distance, et dont la suppression complete exiger 
1’6galitB respective dcs trois foiictions dBriv6es partielles (111 

second ordre relatives au z de ciiaque surface. On trouvera 
de la m6me manibre que le conlact dti troisikme ordre donn 
lieu en outre B quatre autres relations, et  ainsi de suite,’ 
nombre des ddriv6es parlielles de chaque ordre restant con 
taminent 6gal au nombre de termes en 12 et k du degd co 
respondant. 11 esi ais6 d’en conclure, en gMral ,  que I 
nombre lotal des conditions distinctes nkcessaires au contv 

de l’ordre n, a pour valeur (n ’- 2) ,  tan& que dari 

les courbes il ktail siinplement 6gal B n + 1. 

Par suite de celte seule diffkrence essentielie, la t h h  
des surfaces est loin d’ofirir h c e ~  kgarcl la nibme facilit6 
de comporler la meme perfection que celle des courbl 
Quand on se borne au conlact du premier ordre, il y a par 
complkle, puisque ce contact n’exige que trois conditio1 
auxquelles on peut toujours satisfaire h l’aide des trois COI 
tantes arbitraires que renferme 1’6quation genkrale d 
plan; de la rhsulte, commc cas pnrticulier, la theorie 1 

plans tangents, exaclemenl :;nalogue h celle des tangen 
aux courbes, et prksentant la rneme utilitb pour 6tudici 
forme d’une surface yuelconque. hlais il n’en est plus a1 
lorsqu’on considere le contact du second ordre, afin 
rnesurer la courbure des surfaces. Ii serait nature1 alor~ 
comparer toutcs les surfaces a ia sph&re, la seule q u i p  
sente une courbure uniforme, comme on compare toutcs 1 
courbes nu cerclc. Or, le contact du second ordre entre (11 

surfaces exigeant six conditions, tanclis que l’equation 1- 

(n  
2 
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gCnOrale d'une sphhre contient seulement quatre coilstantes 
nrbitraires, il n'est pas possible de trouver, en chaque point , 
tl'une surface quelconque, une sphkre qui soit complhtgment 
osculatrice en tous serrs, au lieu que nous mons vu un arc de 
courbe iiifiniment petit pouvoir toujours &re assimile i t  un 
(7ertain arc de cercie. D'aprBs cette impossibilite de mesurer 
1, courbure d'une surface en chaque point a l'aide d'une 
a l e  sphbre, lcs ghniktres ont di! termin6 les coordonnees 
111 centre- et le rayon d'une sphbre qui, au licu d'ktre oscula- 
rice en tous scns indistinctemcnt, le serait seulement clans 
]ne certaine direction particulikrc, correspondante ti. un rap 
lort donne entre les deux accroisseinents 12 et k. I1 suffit 
Iors, en efrct, pour ktablir ce contact du second ordrc relafi f  
I'cljouter, aux trois conditions ordinaircs du contact du pre- 
iicr ordre, la condition unique qui rksultc de la suppression 
Itale des terines du second de@ en Iz et k envisagds collec- 
rcment, sans qu'il soit nkcessaire de les annuler chacun 
;pr6inent ; le nombre des relations se lrouve par 121 seule- 
mnt 6gal A celui des constantes disponiblcs renfermkes dans 
'equation gBn6rale de la sphere, qui est ainsi dkterminke. 
Cc proc6d6 se rdcluit proprcmcnt ktudicr la courbure d'une 
wface en chaque point par celle des difl6rentes courbes que 
'racerait sur celte surface une suite de pians men& par la 
normale corrcspondante. 

D'aprh la formule gkndrale qui exprime le rayon de cour- 
l w e  de cliacunc de ses sections normales en fonction de sa 
hection, Euler, auquel est essentiellcinent due toute cette 
IbCorie, a decouvert plusieurs theorkmes importants relatifs 

une surface quelconque. I1 a d'abord aisEment Btabli que, 
Pnrmi toutes les sections normales d'une surface en un m6me 
point, on en pouvait distinguer deux principales, dont la 
courbure, compar6c A celle de tcutes les autres, Btait un mi- 
m a n  pour la premihre, et un iimxiimim pour la seconde, et 
dont les plans prdsentent cette circonslaiice remarquable 
11 L'tre constammcnt perpendiculaires entre eux. I1 a fait voir 
pnsoite que, quclle que pfit &re la surface proposee, et sans 
rn'il filt mkme necessaire de la ddfinir, la courbure de ces 
"US sections principales sufiisait seule pour determiner 
ilmplbtemen t celle d'une autre section normale quelconque, 

1 raide d'une formule invariable et Irks simple, d'aprks l'in- 
haison du plan de cette section sur celui de la section de 
'119 qrande ou de plus petite courbure. En considerant cette 
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formule comme 1’8quation polaire d’une certaine COUI 
plane, il en a d6duit une ingenieuse construction, 6tnineir 
ment remarquable par sa gBn6ralit6 et par sa simpliciti. Ell 
consiste en ce que, si l’on construit une ellipse telle que 11 
distances d’un de ses foyers aux deux exlr6mites du grand81 
soient kgales aux deux rayons de courbures maximun et m i  

nimum, le rayon de conrbure de toutc autre section normalr 
sera &gal A celui des rayons vecteurs de I’ellipse yui feraavc 
l’axe un angle double de l’inclinaison du plan de celtesection 
sur celui cl’une des sections principales. Cette ellipse $1 

change en une hyperbole cons truite de la meme manihr 
quand les deux sections principales ne tournent pas leur coil 

cavite dans le m6me sens : enfin elle devient une parabob 
lorsque la surface est du genre de celles qui peuveht C i i l  

engendrkes par une ligne droite, ou qu’elle pr6sente unl 
inflexion au point que l’on considkre. De cette belle pro 
priet& fondamentale, on a conch  plus tard un grand nom 
hre de Lheorkmes secondaires plus ou moins intkressanb 
que ce n’est pas ici le lieu d’indiquer. J e  dois seulerneo 
signaler le thborkme essentiel par leque1 Meuiiier a complii 
le travail d’Euler, en rattachant la courbure de touteslr, 
courbes quelconques qui peuvent 6tre tracdes sur une surfx 
en un meme point, 9 celle des sections normales, les seiilc 
qu’Euler eiit considkr6s. Ce l‘hborbme consiste en ce que I 
centre de courbure de toute section oblique peut 6tre em 
sag6 comme la projection sur le plan de cette section,il 
centre de courbure correspondanl ?I la section normaie(j1 
passerait par la m&me tangenle : d’oii Meunier a dkduit 111 
construct ion fort simple, d’aprks laquelle, par l’emploi d’ii 

cercle analogue l’ellipse d’Euler, on determine la courbiii 
des sections obliques, connaissanl celles des sections no 
males; en sorte que, par la combinaison des deux thdorkrnr 
la seule courbure des deux sections nornialesprincipales su’1 
pour oblenir celle de toutes les autres courbes qu’on pi’ 
lracer sur  une surface d’une manibre quelconque en chaq 
point consid6rE. 

La thkorie prdcddentc permc t d’btudier completemet 
point par point, Ia courbure d’une surface quelconque. il’ 
de lier plus aisement entre elles les considhrations relatii 
aux divers poinls d’une m6me Surface, les gkornbtres (I 

cherchk A determiner ce qu’ils appellent les lignes de coorh 
d’une surface, c’est-&dire, celles qui jouissent de la pro?‘ 
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que les normales cons6cutives A la surface peclvent y &re 
regatdkes comme comprises dans un m&me plan. En chaque 
point d’une surface quelconque, il existe deux de ces lignes, 
qui se trouvent &Ire constammen t perpendiculaires entre 
des, et dont les direclions co’incident a leur origine avec 
celle des deux sections normales principales considh-des ci- 
dessus, ce qui peut dispenser d’envisager distinctement ces 
tlernibres. La dktcrmination de ces lignes de courbiire s’ef- 
kctue trks siniplcinent sur les surfaces les, plus usuelles; 
trlles que les surfaces cylindriques, coniqucs, et de rkvolution. 
Cctte nouvelle consid6ration fondamentide est d’aillcurs de- 
ienue le point de d6part de plusieurs autres recherches g6- 
nkrales moins iniportantes, comme cclles des surfaces de 
conrbure, qu i  sont lcs lieux gkomcitriques des centres de 
courbure des diverses sections principles  ; celle des surfaces 
d6eeloppables i‘ormkes par les normales a la surface mendes 
aux difl6rents points de chaquc ligne de courbure, etc. 

Pour terminer l’examen de la thkoric de la courbure, il me 
reste & indiyuer sornmairement ce qui se rapporte aux courbes 
i double courbur*e, c’est-A-dire, 4 celles qui ne pcuvent etre 
contenues dans un plan. 

Quad h la dktermination de leurs tangentcs, elle n’offre 
hidemment aucune difflcult6. Si la courbe est donnke analy- 
liquement par les Bquatioiis de ses projections s u r  deux des 
plans coordonn6s, les Bquations de sa langcntc seront sim- 
plement celles des tangentes A ces deux projections, ce qui 
hit rentrer la question dam le cas des courhes planes. Si, 
EOUS uri point de vue plus gBnkral, la dkfini tion analytique de 
la courbe consiste, ainsi que l’indiquo la douzikme legon, 
tans le sytkme des Bquations des deux surfaces quelconques 
‘ont elle serait l’in tersection, on regardera la tangelite 
omme &ant l‘iiikrsection des plans Langenk & ces deux sur- 
Ices, et le problkme sera ramen6 a celui du  plan langent, rd- 
olu ci-dessus. 
La courbure des courhcs de cctie nature donne lieu A 1’6ta- 
lissement d’une notion nouvePc fort importante. En cffet, 
‘ans une courhe plane, In courbure se trouve 6tre suffi- 
‘imment apprkci6e en mcsurarit l’inflexion plus ou moins 
raiilde des Blkmenls conskcutifs les uns sur les autres, qui 
-I estim6e indireclement par le rayon du cercle osculateur. 
h i s  il n’en est nullemene ainsi dans une courbe qui n’est 
lnt plane. Les Blements cons6cutifs n’6tant plus alors con- 
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tenus dans un m6me plan, on ne peut avoir une id8e e 
de la courbure qu’en considhrant dislinctenieiit les a 
qu’ils forinenl entre eux ei aussi les inclinaisons mull 
des p lms  qui les compry1:irnt. I1 faul donc, avant tout, 
mencer par fixer ce qu’on doii entendre A chaque instar 
le plan de la courbe, c’est-&-dire, celui que clkterininent 
poiiils iiifiiiiment voisiiis, et qu’on appelle, pour cette ra 
le plan osculateur, q u i  change continuellement d’un pc 
un autre. La position de ce plan tine fois olilenue, la ml 
de la courbure ordinaire, l’aidc du cercle osculateu 
prksente plus i:videinmenl aucuiie difficul(6 nouvelle. ( 
A la seconde courbure, elle est eslimke par l’angle pli 
moins grand que fornient entre eiix deux plans osculabbuLo 
cons6cutifs, el clont il est ais6 de trouver ghxi6ralement l’es- 
pression analytique. Pour dtablir plus d’analogie entre la 
thdorie de cette courbure el, celle de la premiere, on pourrait 
Bgalement la regarder comine inesurde indirectcmer 
le raj70n de la sphere oscuknbice qui passerait p; 
points infinimeiit voisins de la courbe propos6e, 
l’hyualion se formerait de la niBine rnanikre que 
plan osculateur. On l’appr6cie ordinairement par la 1 

maximum que pr8scnte, au point considhr6, la surf: 
loppable qui esl le lieu gSBom6lrique de toubes les t 
h la courbe propos6e. 

Nous devons passer maiiitenanl B l’indicatioii d 
tioiis de g6oinSBtrie gkn6rale A trois dimensions q u  
den1 du calcul intdgral ; elles coinpreniient la quadra 
surfaces courbes, et la cubahre  des volumes co 
dants. 

Relativement A la quadrature des surIaces courbee 
pour Btablir 1’8quation diff8rentiellc gdndrale, conc 
surface partagke en d1Bmcnts plans infiniinent pet 
tous lcs sens, par yuatre plans perpendiculaires deu: 
aus axes des coordo ides  x: et y. Chacun de ces 81 
situ6 daiis le plan tangent, correspondant, aurait h id  
pour projection horizontale, le rectangle form6 par les UIIK- 

rentielles des deux coordonn6es horizontaIes, et dont l’airr 
serait dxdy. Cette aire donnera celle de 1’616ment lui-m&me 
d’aprks un thkoreme 61Ementaire fort simple, en la divisaiil 
par le cosi;lus de l’angle que fait le plan tangent avec le pia:, 
des xy. On trouvera ajnsi que l’expression de cet Blbmcnt 
g8n6ralement : 
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C’est donc par la double integration de cette formule diff6- 
rentielle Q deux variables qu’on connaitra, dans chaque cas 
particulier, l’aire de la surlace propos6e, autaiit que pourrn 
le permettre l’imperfection actiielle du calcul intdgral. Les 
limites de chaque intkgrale successive seront dblerminkes par 
la nature des surfaces dont l’intersection avec celle que l’on 
considere devra circonscrirc l’ktenduc h mcsurer, en sorte que, 
dans l’application de cette m6thodc.g6n8rale, il faudra ap- 
porter un soiii particulier A la manibre de fixer les cons- 
tantes arbitraires ou les fonctions arhitraires introduites par 
l’integration. 

Relativement h la cubature des volumes terinines par les 
surfaces courbes, le systbme de plans Q l’aide duquel nous 
venons de diffbrentier l’aire peut aussi servir immediatement 
i decomposer le volume en Bldments polyhdres. I1 est clair, en 
effet, que l’espace infininlent petit du second ordre compris 
rntre ces yuatre plans doit &re envisagb, suivant l’esprit de 
la methode infinitesimale, comine &gal au parallblipipede 
rectangle ayant pour hauteur l’ordonnee verticale z du point 
que l‘on considhe et pour base le rectangle dxdy, puisque 
leur difference est Bvidemment un infiniment petit du troi- 
sibme ordre, moindre clue dzdydz. D’aprPs cela, un des plus 
simples th6orbmes de la gbometrie Blementaire fournira 
directement, pour l’expression differentielle du volume cher- 
ch6, Yequation ghdrale  

d2 V = z dx dy ; 
d‘oh l’on ddduira, par une double intdgration, dans chaque 
cas particulier, la valeur effective de ce volume, en ayant le 
mheegard que prbc6demmeiit A la ddtcrmination des limites 
(le chaque int6grale, confornidinent h la nature des surfaces 
qui devront, circonscrire laterdement le volume propos6. 

Sans entrer ici dans aucun detail relatif A la solution d6- 
finitive de l’une ou cle l’autre de ces deux questions fonda- 
mentales, il peut etre ut,ile clc remarquer, d’aprks les equations 
lifi6rentielles prkcedentes, une analogie genkrale et singu- 
h e  qui existe necessairement cntre elles, et qui permettrait 
11: transformer toute recherche relative h la quadrature er? 
‘ne recherche correspondante relative h la cubalure. Onvoit, 
n effet, que 1% deux Bquations diff6renlielles ne different 

A . 4 .  - I. 19 
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d 22 

d x z  dy 
que par le changeineiit de z en \ldz2 - + -2 -f- 1 en passant de 

la seconde B la premikre. Ainsi l’aire d h n e  surface courbe 
quelconque peut 6tre regardbe comme numbriquement 6qale 
au volume d’un corps termin6 par unc surface clont l’ordonnie 
verticale aurait A chaque instant pour valeur la sdcante de 
l’angle que fait avec le plan horizoiital le plan tangent cor- 
respondant & la surface primitive, les limites &ant d’ailleurs 
supposkes respectivement les m&mes. 

Pour terminer l’examen philosophique de lag6ombtriegCnh- 
rale B trois dimensions, il me reste A considher sommaire- 
ment la belle conception fondamentale Btablie par Monge 
relativement B la classification analylique des surfaces en 
familles naturelles, qui doit 6tre regarclee coiiirne le perfec- 
tionnemenl le plus important qu’ait r e y  la science g4oinC- 
trique depuis Descartes et Leibnitz. 

Quand on se propose d’btudier, sous un point de vue gBnC- 
ral, les propri6Ms specialcs des diverses surfaces, la premikre 
difficult6 qui se pr6sente consiste dans I’absence d’une bonne 
classification, determinee par les caractkres gkomhtricjues 
lea plus essentiels, et d’ailleurs suffisamment simple. DQs la 
fondation de la g6om6trie analytique, les gkomktres ont 6th  
involontairement conduits A classer les surfaces, cornme le5 
courbes, par la formc et le de@ de leurs Bquations, sculc 
considbralion qui s’offrit d’elle-m6me & l’esprit pour serrir 
de base 8. une distinction dont I’importance n’avait d’abord CLC 
nullement sentie. Mais il est ais6 de voir que ce principc de 
classification, converiahlernent applicable aux Bquations tlu 
premier et  du second degrk: ne remplit aucune des condi 
tions principales auxquelles doit satisfoire un tel travail. Eii 

effet, on sait quc Newton, en discutarit 1’6quation gCn6rale 
du troisibme degr6 B deux variables, pour se bornef h la 
simple Bnumeration des diverses courbes p~anes qu’eIIe ped 
representer, a reconnu que, bien qu’elles fussenl toutes nE- 
cessairement ind6finies en tout sens, on devait en distingurr 
74 espkces particulikrcs, aussi diffkrcntes les unes des a u h  
que le sont entre elles les trois courbes du second degrP 
Quoiquc personne n’ait analysi: sous le in6me point delut 
1’6quation gknerale du quatribine degrB ?, deux variables. i! 
n’est pas douteux qu’ellc ne dht faire naiire un nornliw 
beaucoup plus considerable encore de courbes distinctes ; r’ 
ce nombre devrait Bvideniment augmenter avec une pi’ 
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gieuse rapiditd d’aprbs le degr6 de I’dquation. Si rnaintenant 
l’on passe aux Equations trois variables, qui, vu leur plus 
grande complicalion, prBsentent nbcessairemen t bien plus de 
vari8t8, il est incontestable que le nombre des surfaces vrai- 
ment distinctes qu’elles peuvent exprimer doit &re encore plus 
multipli6, e l  croilre beaucoup plus rapitlement d’aprks le de- 
gr8. Cette inultiplicitd devicnt lelle qu’on s’esl loujours born6 
hanalyser ainsi les equations des deux premiers deer&, aucun 
ghometre n’ayant tent6 pour les surfaces du troisieme degr6 
ce qu’a exBcutB Newton pour les courbes correspondantes. 
I1 suit donc de cclte coiisiddration Bvidenle que, quand 
m&me l‘iniperfection de l’algkbre ne s’opposerait pas A l’em- 
ploi indefini d’un procEd6 semblable, la classification gEnB- 
rale des surfaces par le degrB et la forme de leurs Bquations 
serait entierement impraticable. Mais ce motif n’est pas le 
seul qui doive faire rejeter une telle classification ; il n’est 
point meme le plus important. En effet, cette manibre de 
disposer les surfaces, outre l’iinpossibilitd de la su’ivre, se 
trouve directement contraire B la principale destination tie 
loute bonne classification quelconque, consistant 9 rappro- 
cher le plus les uns des autres les objets qui offrent les rela- 
lions les plus imporlantes, et A kloignerceux dont lesanalogies 
ont peu de valeur. L’idenliti! du de@ de leurs Equations 
est, pour les surfaces, un caractere d’une valeur g6omBtrique 
trks mkdiocre, qui n’indique pas m&me exactement le nomhre 
des points nkcessaires A l’en ti6re dklermiiiation de chacune. 
La propriBtB commune la plus importante 9 considdrer entre 
des surfaces consiste Bvidemmeiil dans leur mode de gEn& 
ration ; toutes celles qui sont enqendrdes de la meme mariikre 
devant offrir nkcessairement une grande analogie gBom6- 
trique, tandis qu’elles ne sauraient avoir que de tr6s faibles 
ressemhlances si elles sont engendrkes d’aprks les modes 
ersentiellement diffdrents. hinsi, par exemple, toutes les sur- 
‘aces cylindriques, quelle que soit la forme de leur base, 
olistituent une m&me fainille naturelle, dont les diverses 
$xes prEsentent un grand nombre de propriBtPs communes 
i! premiere importance : il en est de meme pour toutes les 
Iirfaces coniques, et aussi pour toules les surfaces de rEvolu- 
on, etc. Or, cet ordre nature1 se lrouve compl6tenient dittruit 
?r la classification €ondde sur le degrB des equations. Car 
1.3 surfaces assujetties ii un meme mode de ghBration, les 
lirfaces cylindriques, par exemple, peuvent Eournir des equa- 
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tions de tous les degrks imaginahles, B raison de la seule diffh- 
rence secondaire de leurs bases ; tandis que, d’un autre cat& 
des equations d’un i n h e  degrB quelconyue exprimentsouvent 
des surfaces de nature g6omktrique opposke, les unes 
cylindriques, les autres coniqucs, ou de r6volution, etc. Une 
telle classification analytique est donc radicaleinent vicieuse, 
comme skparant ce qui doit &re reuni, et rapprochantce 
qui doit &re distingue. Cependanl, la gkomktrie g&nErale 
&ant enlierement fond6e sur l’emploi des considerationset 
des rnkthodes analyliques, il est indispensable que\ la classi- 
fication puisse prendre aussi un caractere analytique. 

Tel Btait donc 1’6tat precis de la difficult6 fondamentale, si 
heureusement vaincue par Monge : les familles naturelles 
entre les surfaces Btant clairement ktablics sous le point de 
vue g6omBtrique d’aprks le mode de ghkration, il falIait 
ddcouvrir un genre de relalion analytique destine B prbenter 
constamment une inlerprktation abstraite clc ce caractere con- 
cret. Cette decouverte capitale Blait rigoureusenient indk 
pensable pour achever de constituer la lh6orie g6nArale dr. 
surfaces. 

La considEration, que Monge a employee pour y parvenir 
consiste dans cette observation gknkralc, aussi simple qui 
directe : las surfaces assujetties a un meme mode de g h 6 .  
ration sont nBcessairernenl caractkriskcs par une ccrtaine pro 
prikte commune de leur plan tangent en un point que1 
conque ; en sorte qu’en exprimant annlytiquement cette pro- 
priBt6 d’aprks l’6quation gknkrale du plan tangent unr 
surface quelconquc, on formera une kquation diff6rentielll) 
reprksentant A la fois toutes les surfaces de cette famille. 

Ainsi, par exemple, toute surface cylindrique prksente c 
caractere exclusif : que le plan tangent en un point que1 
conque de la surface est constamment paralkle b la droil 
fixe qui indique la direction des gknkratrices. D’aprEs ccln 
il est ais6 de voir que les Bquations de cette droite Etant sill 
posdes Stre 

I’kquation gknkrale du plan tangent 6tablie ci-dessus donnu 
pour 1’6quation difkkrentielle commune A toutes les surffir 
cylindriques : 

x = az, ZJ = bz, 

a- d z  + b $ = I .  
dX 
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De meme, relativement aux surfaces coniques, elles sont 
toutes caract6risbes sous ce point de vue par la propriEt6 
ndcessaire que leur plan tangent en un point quelconque 
passe constamment par le somrnet du cane. Si donc E, 6, y, 
dksignent les coordonnees de ce sommet, on trouvera immB- 
diat em en t 

dz dz +(y --6)-=z--Y 
dx dY 

pour 1’Equation diff6rentielle representant la famille entikre 
des surfaces coniques. 

Dans les surfaces de rBvolution, le plan tangent en un 
point quelconque cst toujours perpendiculaire au plan mLri- 
dien, c’est-A-dire A celui qui passe par ce point et par l’axe de 
la surface. Afin d’exprimcr analytiquement cette propribtb, 
d’une manikre plus simple, supposons que l’axe de revolution 
soit pris pour celui des z : l’bquation diffdrentielle commune A 
toute cctte famille des surfaces sera 

I1 serait superflu de citer ici un plus grand nombre 
d’exemples pour Btablir clairement, cn g6nEra1, que que1 que 
soit le mode de gbnhration?, toutes I C s  surfaces d’une m h e  
famille naturelle sont susceptibles d’klre repr6sentEes ana- 
lytiquement par une meme Bquation aux diffk?%ences par- 
lielles contenant des constantes arbitraires, d’aprks une pro- 
priktk commune de leur plan tangent. 

Afin de completer cclte correspondance fondamentale et 
nkcessaire entre le point ‘dc vue gkomktrique et le point de 
vue analytique, Monge a consider8 en outre les Equations 
finies qui sont les intkgrales de ces Bquations diffkrentielles, 
et qu’on peut d’ailleurs presque tou*iiours facilement obtenir 
aussi par des recherches directes. Chacune de ces Bquations 
finies doit, commc on le sail par la thborie gBn6rale de l’intk- 
gration, contenir une fonction arbitraire, si 1’8quation dif‘fdren- 
tielle est seulement du premier ordre; ce qui n’einpgche pas 
que de telles Equations, quoique beaucoup plus g6nErales que 
celles dont on s’occ\ipe ordinairement, ne prbsentent un  sens 
nettement determini!, soit sous le rapport gEomktrique, soit 
sous le simple rapport analytique. Cette fonction arbitraire 
correspond ce qu’il y a rl’indhlermint! dans la g6nEration des 
surfaces proposbes, il. la base, par exemple, si les surfaces 

I 
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sont cylindriques ou coniyues, A la courbe mhridienne, 3i el 
son1 de rBvolution, etc. ( I ) .  Dam certains cas meme, 1 ’ Q  
tion finie d’une famille de surfaces conlient A la fois de 
fonctions arbitraires, affectkes A des combinaisons distiric 
des coordonnkes variables; c’est ce qui a lieu lorsque l’dyi 
tion diffdrentielle correspondante doit &re du second ordi 
sous le point de vue gbom6trique, cette indklerminatioii p 
grande indique une famille plus gknkrale, et nBanmoins car, 
terisbe. Telle est, par exemple, la famille des surfaces ( 
veloppables, qui comprend, comme subdivisions, toutcs 
surfaces cylindriyues, toutes les surfaces coniques, ct u 
infiaitb d’autres familles analogues, et qui peut cepeiida 
etre nettement dkfinie, dans sa plus grande gBnbralit8, coni1 
&ant l’enveloppe de l’espacc parconru par un plan qui sc m c  
en restant toujours langent it deux surfaces fixes qudcc  
ques, ou commc le lieu gAoni6trique de toutes les taiigeiil 
A une m h i e  courhe quelconyuc A double courbure. Ce groii 
nature1 de surfaces a, pour kquation diffkrentielle invai iabl 
cette Byuation trks simple, dkcouverte par Euler, enlrc I 
trois dbrivbes partiolles du  second ordre : 

L’Bquation finie contient donc n6cessairernent deux foil 

tions arbitraires distinctes qui correspontleiit g8om6Lriqni 
ment aux deux surraces ind6termiii6cs sur lesquelles 110 

glisser le plan gknkrateur, ou aux deux 6yuations quelcoiiqiir 
de la courbe directrice. 

Quoiqu’il soit utile de considdrer les Byuatioiis finies de 
familles naturelles de surfaces, on conCoit nBanmoins q u ~  
l’inddterminalion des fonctions arbitraires yu’elles renfermcii 
inbvitablement doit les rendre peu propres A des traraul 
analytiques soutenus pour lesquels il est bien pr8fkrablc 
d’employer les Byuations diErentielles, oh il n’entre que d e  

(1) On trouve, par exemple, soit d’nprbs les consid6rations dirccle5 
de geom6trie analytique, soit en rksultal des m6thodes d’int8grattcin, 
que les surfaces cylindriques ct les surfaces coniques ant p u o i  
Bquations finies 

z - -nx=y(g-bz) ,  x - u  - - = p t g )  

z-Y 
p designant une fonction entikrement arbitraire. 
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simples constantes arbitraires, malgr6 leur nature indirecte. 
C’est par 18 que 1’Btude g6nBrale et rkgulibre des propriktds et  

/des diverses surfaces est rkellement devenue possible, le point 
de vue commun ayant pu ainsi &re saisi et  skpar6 par l’ana- 
lyse. On concoit qu’un6 telle conception ait permis de dBcou- 
vrir des rCsultats d’im de@ de gBnkralitB et d’int&&t infini-‘ 
ment sup6rieurs 9 ceux qu’on pouvait obtenir auparavant. Pour 
ne citer qu’un seul exemple trbs simple, qui est fort loin d’Btre 
le plus remarquable, c’est par une semblable mkthode de 
g6omBtrie analytique qu’on a PLI reconnaitre cette singulikre 
propridtk de toute Bquation hornoydne B trois variables, de 
reprksenter nkcessairement une surface conique clont le som- 
met est situ6 A I’origine des coordonnkes; de m6me parmi 
les recherches plus difliciles, il a 616 possible de dkterminer, 
A l’aide du calcul des  variaiions, le plus court chemin d‘un 
point & un autre s u r  une surface dkveloppable quelconque, 
sans qu’il Itit nbcessaire dc la particulariser, etc. 

J’ai cru devoir ici accorder quelyue dkveloppement A I’expo- 
sition philosophique de cette belle conception de Monge, qui 
constitue, sans contredit, son premier titre B la gloire, et 
dont la haute importance ne me semble point avoir encore 
Bt6 dignement sentie, except6 par Lagrange, si juste appr6- 
ciateur de tous ses Bmules. Je regrette meme d’6tre rkduit, 
par les limites naturelles de cet ouvrage, B une indication aussi 
Imparfaite, oh j e  n’ai pu seulement signaler l’heureuse rBac- 
tion nkcessaire de cette nouvelle gkomktrie sur le perfec- 
lionnemenl de l’analyse, quant & la thBorie gBnkrale des 
Cquations dif’f’krentielles B plusieurs variablcs. 

En m6ditant sur cette classification philosophique des sur- 
faces, essentiellement analogue aux mkthodes naturelles que 
les physiologistes ont tent6 d’ktablir en zoologie et en bota- 
nique, on est conduit 9 se demander si les courbes elles- 
mhes ne comportent pas une operation semblable. Vu la 
variett5 infiniment moindre qui existe entre elles, un tel tra- 
vail est A la fois moins important et plus difficile, les carac- 
Pres qui pourraient servir de base n’6tant point alors A 
beaucoup pres aussi tranchks. I1 a doiic ktB nature1 que 
I esprit humain s’occupgt d’abord de classer les surfaces. 
Vais on doit sans doute esperer que cet ordre de considdra- 
lion s’ktendra plus tard jusqu’aux courbes. On peut m6me 
apercevoir dBj& entre e lks  quelques familles vraiment natu- 
r 4 ~ s ,  comme celle des paraboles quelconques, et celle des 
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hyperboles quelconques, etc. N6anmoins, il n’a 618 encore 
produit aucune conception g6nBrale directement propre B 
determiner une telle classification. 

Ayant ainsi expos6 aussi nettement qu’il m’a 6th possible, 
dans cette leqon et dans l’ensemble des quatre prhkdentes, 
le veritable caracthe philosophiyue de la section la plus 
gdnerale et la plus simple de la math6matique concr&te, je 
dois maint enant entreprendre le meme travail relativement 
& la science immense et plus compliqude de la mbcaniqur 
rationnelle. Ce sera l’objet des quatre l q o n s  suivantes. 



QUINZIRME LEGON 

Consid6rations philosophiques sur lea principes fondamentaux 
de la mkcanique rationnelle. 

Les phdnomenes mdcaniques sont, par leur nature, comme 
nous l'avons deja remarqud, A la fois plus particuliers, plus 
compliquds et plus concrets que les phknomenes g8omB- 
Iriques. Aussi, conformkment A l'ordre encyclophdique Btabli 
dans cet ouvrage, plasons-nous la nidcanique rationnelle aprEs 
la g6omBtrie dans cette exposition philosophiyue de la 
mathdmatique concrete, comme &ant nkcessairemeiit d'une 
Btude plus difficile, et, par suite, moins per€ectionnbe. Les 
questions gt5omBtriques sont toujours compktement indbpen- 
dantes de toute considdration mdcanique, tandis que les 
questions mgcaniqucs se compliyuent constamment des con- 
idhations gbom&riques, la €orme des corps devant influer 
inbvitahlement sur les phknombnes du mouvement OU de 
1'Cquiilibre. Cette complication est souvent telle que le plus 
simple changemeiit dans la forme d'un corps suffit seul pour 
augmenter extr&meinent les difficult& du problhnie de mBca- 
nipue dont il est le sujet, cornme on peut s'en faire une idee 
en considbrant, par exemple, l'importante dktermination de 
la gravitation mutuelle de deux corps en rdsultat de celle de 
toutes leurs rnolEcules, question qui n'est encore complete- 
ment rBsolue qu'en supposant A ccs corps une forme sphB- 
rique, et oh, par conskquent, le principal obstacle vient Bvi- 
demment des circonstances g6omdtriyues. 

Puisque noiis avoiis reconnu, dans les lesons prdckdentes, 
que le caractere philosophique de la science gdomdtrique 
lait encore alter6 A un certain degri: par un reste d'influence 
ri'5 sensible de l'esprit rncXaphysique, on doit s'attendre 
nturelleirlent, vu cette plus grande complication nbcessaire 
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de la m6canique rationnelle, B l’en trouver bien plus profou- 
demerit afi‘ectke. C’est ce qui n’est, en effet, que trop facile d 
constater. Le caractkre de science naturelle, encore plus 811- 
demmeiit inlibrent A la mhcanique qu’il la gbombtrie, est 
aujourd’hui complbtement dkguish dans presque tous Irs 
esprits par l’emploi des considbrations ontologiques. On 
remarque, dans toutcs les notions fondamentales de cetlc 
science, une confusion profonde et contiiiuelle enlre le point 
de vue abstrait et le point de vue concret, qui empeche (le 
distinguer nettenient ce qui est rdellement physique de ce 
qui est purement logique, e t  de &parer avec exactitudek 
conceptions artificielles uniquement destinkes A facilitrr 
1’6tablissement des lois gdn6rales de l’dquilibre ou d u  mou- 
vement, des faits naturels i‘ournis par l’ohservation effectilc 
du monde estkrieur, qui constituent les bases rkelles de la 
science. On peul memc reconnaitre que l’immense perfection- 
nement de la mecaniyue rationnelle depuis nn sikcle, soit s o 1 ~  
le rapport de l’extension de ses th6ories, soit quant leur 
coordination, a fait, en quelque sorte, r6trograder BOUS cc 
rapport la conception philosophique (le la science, qui e 4  
commundinenl exposee aujourd’hui d‘une manikre beauconp 
moins nette que Newton ne l’avait prhsenthe. C e  ddvelop- 
pement ayant btb, en effet, essentiellement obtenu par 
l’usage de plus en plus exclusif de l’analyse mathbmatique. 
l’importance prhpondkrante de cet admirable instrument a 
fait graduellement contracter l’habitudc de ne voir dans la 
mhcanique rationnelle que de simples questions d’analyse : 
et, par une extension abusive, quoique trks naturelle, d’une 
telle manibre de prochder,“o’n a tenth d’ktablir, d priori, 
daprbs des considerations purement analytiques, jusqu’auy 
principes fondamentaux de la scicnce, que Newton s’ktail 
sagement born6 A prhsen ter comme des rksultats de la seulc 
observation. C’es t ainsi, par exemple, que Daniel Bernouiili, 
d‘hlembert et, de nos jours, Laplace, ont essay6 de prouver 
la rkgle Blhmentaire de la composition des forces par des 
dhrnonstrations uniquement analytiques, dont Lagrange seril 
a bicn aperqu I’insuffisance radicale et ndcessaire. Tel eyt. 
maintenant encore. l’esprit qui domine plus ou moins chr7 
tous les geombtres. I1 est neanmoins dvident, en thkse gBnP- 
rale, comme nous l’avons plusieurs fois remarqu6, que I’ana- 
lyse mathdmatique, quelle que soit son extreme importancr, 
dont j’ai tach6 de  donner une juste idde, ne saurait etrr, pnr 
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~ ‘ t  nature, qu’un puissant moyen de ddduction qui, lorsqu’il 
.t applicable, permel de perfectionner une science au degr6 
plus Bminent, aprks que les fondements en ont kt6 posh ,  

iais qui ne peut jamais suffire A Btablir ces bases elles-mbmes. 
5 1  h i t  possible de conslituer entikrement la science de la 
mhcanique d’aprks de simples conceptions analytiques, on ne  
pourrait se representer comment une telle science deviendrait 
jamais vraiment applicable 1’6tude effective de la nature. Ce 
qui Btablit la realite de la mecaniquc rationnellc, c’est prkci- 
Ckment, au contraire, d’etre fondee sur quelques faits gBn6- 
raux, immbdiatement i‘ournis par l’observation, et que tout 
philosophe vraiment positif doit envisager, ce me semble, 
romme n’ktant susceptibles d’aucune explication quelconque. 
I I  est donc certain qu’on a abuse en mhcanique de l’esprit 
Innlytique, benucoup plus encore qu’en gkomhtrie. Lobjet 
pkcial de cclte l q o n  est d’indiquer comment, dans 1’6tat 
ctuel de la science, on peut Btablir nettement son veritable 
nractbre philosophique, et la &gager dkfinitivement de toute 
rifluence mktapliysique, en distinguant constamment le point 
‘cvuc abstrait du point de vue concret, et en efYectuant une 
(‘#paration exacte entre la parlie simplement exphimentalc . 
lc la science et la partie purement rationnellc. D’aprks le but 
‘P cet ouvrage, un tel travail doit necessairemcnt prhckder les 
onsidkrations g8n4rales sur la composition effective de cettc 
4ence, qui seront successivement exposbes dans les trois 
‘yons suivantes. 

Cotnmenc,ons par indiquer avec pr6cision l’objet gkndral de 
‘I science. 

On a l’habitude de remarquer d’abord, et avec beaucoup 
‘I) raison, que la mkcanique ne considbre point, non seule- 
irnt les causes premibres des mouvements, qui sont ’en 
41ors de toute philosophic positive, mais meme les circons- 
wes de leur production, lesquelles, quoique constituant 
dement un sujet intbressant de recherches positives dans 
1 diverses parties de la physique, ne sont nullcment du res- 
Irt de la mkcanique, qui se borne A envisager le mouvemeiit 
I lui-meme, salis s’enqudrir de quelle manikre il a BtB dkter- 
d.Ainsi  les forces ne sont autre chose, en mhcanique, que 
E mouvemenls produits ou tendant A se produire; e t  deux 
rtes qui impriment A un mCme corps la mbme vitesse dam 

i mhe  direction sont regardees commc identiques, quelyue 
T w ~ ( :  que puisse &re leur origine, soit que le mouvement 
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provienne des contractions musculaires d’un animal, ou de I, 
pesanleur vers un centre atlraclif, ou du choc d’un corp 
quclconque, ou de la dilatation d’un fluide Blastique, elc 
Mais, yuoique celte manikre de voir soit heureusement den. 
nue aujonrd’hui tout ZI fail familibre, il reste encore aux gCa. 
mktres A opbrcr, sinon dans la conception meme, du moii. 
dans le laiigage habi tuel, une reforme essentielle pour &ai- 

ter entikrement l’ancienne notion mhtaphysique des f o r m  
et indiquer plus netteinent qu’on ne le fait encore le veritablp 
point de vue de la mkcaniyue (I). 

Cela pose, on peut caractkriser d’une manikre trks pr8cicr 
le problkme general de la mecanique rationnelle. I1 consislo 
B determiner l’effet que produiront sur  un corps donne dial 
rentes forces quelconques agissant simultan6ment, lorsqu‘o 
connaPt le inouvemenl simple qui rhsulterait de l’action ica 
lee de chacui-~e d’elles; ou, en prcnanl la question en sen. 
inverse, 21 dkterminer les mouvements simples dont la corn 
binaison donnerait lieu A un mouvemenl compose connu. Cr’ 
Bnonc6 montre exactement quelles sont necessairement I( 
donnkes et les inconnucs de toute question nibcanique. 0 
voit que 1’8tude de l’action d’une force unique n’est jamaiq, 
propremelit parler, du domaine de la mbcanique rationnell! 
ob elle est loujours supposee connue, car le second problkn? 
gkndral n’est susceptible d’etre resolu que comme At31 
l’inverse du premier. Toute la mecanique porte donc esse1 
tiellement sur la combinaison des forces, soit que de lei 
concours il rksulte un mouvement dont il faut Btudier 11 
diverses circonstances, soit que par leur neutralisah 
mutuelle le corps se trouve dans un Ala1 d’dquilibre don1 
s’agit de fixer les condilions caracteristiques. 

Les deux problkmes g@n&raux, l’un direct, [’autre inver. 
dans la solution desquels consiste la science de la m4caniqil 
ont, sous le rapport des applications, une importance Bgal 
car, tantat les mouvernents simples peuvent &re immCd 

(1) I1 importe de remarquer aussi  que le  nom mBme de la sciri 
es t  extr6mement vicieux, en ce qu’il rappelle seulement une d e .  
applications les plus secondaires, ce  qui devient habituellement I 
source d c  confusion, qui oblige Q ajouter frequemment l’adjectif r.d 
nelle, dont la rkp6tilion, quoique indispensable, est fastidieuse. Lcs i 
losophes allemands, pour &iter cet inconvhient, ont crM la d h  
nation beaucoup plus philosophique de phoronomie, employhe dw 
trait6 d”ermann, e t  dont I’adoLition gbn6rale Rerait trbs dr- “ 
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vertical vari6, qui rdsulterait de la seule pesanteur : des lors, 
on se propose de ddcouvrir les diverses circonstances du 
mouvement compose produit par l’action combiiiee de ces 
deux forces, c’est-a-dire de dktcriiiiner la trajectoire que 
dhcrira le mobile, sa direction el sa vitesse acquise chaque 
instant, le temps qu’il emploiera a parvenir h une certaine 
position, etc.; on pourra, pour plus de g8n6ralit6, joindre 
aux deux forces donnees la resistance du milieu ambiant, 
pourvu que la loi en soit Bgalement connue. La mkcanique 
cCleste prksente un exemple capital de la question inverse, 
dans la dirterinination des forces qui produisent le niouve- 
ment des planktes autour clu soleil, ou des satellites autour 
des planktes. On ne peub alors connaitre immgdiatement que 
le mouvement compos6, et c’est d’aprks les circonstances 
caractkristiques de ce mouvement, telles clue les lois de 
IGpler les ont r6sumees, qu’il faut remonter aux forces 616- 
inentaires don1 les astres doirenl &Ire congus animes poilr 
correspondre aux mouvements effectifs; ces forces une fois 
connues, les g6omktres peuvent utilcment reprendre la ques- 
lion sous le point de vue oppos6, qu’il eat  Bt6 impossible de 
suivre pr imi tiv em en t . 

La vkritable destination g6nerale de la mdcanique ration- 
nelle &ant ainsi nettement congue, consid6rons maintenant 
les principes fondamentaux sur lesquels elle repose, et d’abord 
examinons un artifice pliilosophique de la plus haute impor- 
lance relativement a la manihre dont les corps doivenl &re 
envisag3s en m6canique. Cet te conception merite d’autanl 
plus notre attention qu’elle est encore habituellement entou- 
rke d‘un Bpais nuage metaphysiyue, qui en fait m6connaftre 
la vraie nature, 

i 
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I1 serait entibrement impossible d’Btablir aucune propi 
tion gBnBrale sur les lois abstraites de l’kquilihre ou du moil 

vement, si dn ne commenCait par regarder les corps cominr 
absolument inerfes, c’est-8-dire comme tout h fait incapablci 
de modifier sponlan8ment l’action des forces qui leur soli’ 
appliqu6es. Mais la maniere dont cette conception fondamen 
tale est ordiiiairement prAsentke me semble radicalemenl 
vicieuse. D’abord cette notion ahstraite, qui n’est qu’un 
simple artifice logique imaginB par l’esprit liumain pour faci 
liter la formation de la mdcaiiique rationnelle, ou plutdt poui 
la rendre possible, est souvent confondue avec ce qu’on 
appelle fort impropement la loi d’inertie, qui doit Ctrc 
regardBe, ainsi que nous le verrons plus bas, comnie tin 
resultat general de I’observation. En second lieu, le caracterr 
de cette idke est d’ordinaire tellement inddcis qu’on ne Sail 
point esacternent si cet &at passif des corps est puremeii’ 
hypothdtique, ou s’il reprdsente la r6alitB des ph6nomkneG 
naturels. Enfin, il resulte fr6qiiemment de cette indhtermi. 
nation, que l’esprit est iiivolontairement port6 B regarder l e ~  
lois g6nkrales de la inBcanique rationnelle comme &ant par 
elles-in&mes exclusivement applicables & ce que nous appe- 
Ions les corps bruls, tandis qu’elles se  vdrifient nkcessairc- 
ment, au contraire, tout aussi bien dans les corps organis& 
yuoique leur application precise y rencontre de bien plu 
grandes difficult&. I1 importe beaucoup de rectifier sous cc 
divers rapports les notions habituelies. 

Nous devons nettemeiit reconnaitre avant tout que cet Ctn’  
passif des. corps esl une pure abstraction, directement coil 

traire B leur vdritable constitution. 
Dans la manitire de philosopher primitivement employ/ 

par l’esprit humain, on concevait, en effet, la matiere comni 
etalit reellement par sa nature essentiellement inerte ou pa‘ 
sive, toute activitd Iui veiiant ndcessairement du dehors, SOI 
l’influence de certains Btres surnaturels ou de certaines entill 
mktaphysiques. Mais depuis que la philosophie posilivc 
commence A prevaloir, et que l’esprit humain s’esl boriii 
Btudier le veritable Btat des choses, sans s’enqubrir des caw 
premieres et gkntkatrices, il est devenu Bvident pour toil 
observateur que les divers corps naturels nous manifesles’ 
tous une activil6 spontanke plus 011 moins Btendue. I1 n’y 3. 
sous ce rapport, elntre les corps bruts et ceux que nom no@- 
mons par excellence anirnh, que de simples ,di&rences 
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degr6s. D’abord, les progrhs d e  la philosophie naturelle ont 
pleinement ddmontr6, comme nous le constaterons spdcia- 
lernent plus tard, qu’il n’existe point de matibre vivanle pro- 
prement dite sui genepis, puisyu’on retrouve dans les corps 
animbs des 616ments exacteinent identiques B ceux que pr6- 
sentent les corps inanimes. De plus, il est ais6 de reconnaitre 
d a m  ces derniers une activitd spontande exactement analogue 
4 celle des corps vivants, mais seulemeQt moins variee. N’y 
edt-il dans toutes les molbcules matdrielles d’autre propridte 
que la pesanteur, cela suffirait pour interdire B tout physicieii 
de les regarder comme essentiellement passives. Ce serait 
vainement qu’on voudrait presenter les corps sous un point 
de vue entikreineiit inerte dans l’acte de la pesanteur, en 
disant qu’ils ne font alors qu’obeir A l’attraction du globe ter- 
restre. Cette consicidra tion fdt-elle exacte, on n’aurait fait Bvi- 
demment que ddplacer la difficultd, en transportant A la masse 
totale de la terre l’activile refusee aux molecules kol6es. Mais, 
deplus, on voit claircment que, daiis sa chute vers le centre 
de notre globe, un corps pesant est tout aussi aclif que la 
lerre elle-m&me, puisqu’il est prouv6 que chaque molecule 
de ce corps attire une partie Bquivalente de la terre tout 
autant qu’elle en est attiree, quoique ceite dernibre attraction 
produise seule un effet sensible, A raison de l’immense in6ga- 
it6 des deux masses. Enfin, dans une foule d’autres pheno- 
itBnes Bgalement universels, thermologiques, klectriyues, ou 
himiques, la maliere nous prdsente Bvidemment une activitd 
q’ontande tres variee, dont nous ne saurions plus la concevoir 
IiliCrement privbe. Les corps vivants, ne nous offrent rdel- 
ment A cet egard d’autre caractere particulier que de mani- 

‘nsler, outre ces divers genres d’activite, quelques-uns qui 
‘ I u r  sont propres, et que les physiologistes tendent d’ailleurs 
0 plus en plus B envisager comme une simple modification 
hpr8cedents. Quoi qu’il en soit, il est incontestable que 
itat puremenl passif, dans lequel les corps sont consid6r6s 
in mkcanique rationnelle, prbsente, sous le point de vue 
,”iysique, une veritable absurdit& 

Examinons mainteiiant comment il est possible qu’une telle 
lpposition soit employee sans aucun inconvenient dans 
!lablissement des lois abstraites de l’bquilibre et du mou- 
ment, qui n’en seront pas moins susceptibles ensuite d’etre 
wenablement appliquees aux corps r6els. I1 suffit, pour 
’1 I d’avoir 4gard B l’importante remarque prelimhaire 
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rappel& ci-dessus, que les mouvements sont simplemeiii 
considhrds en eux-memes dans la m6canique rationnelle, sanq 
aucun hgard au mode quelconyue de leur production. Del$  
r6sulte Bvidemment, pour me conformer au langage adopti, 
la facult6 de remplacer B volontd toute force par une aulre 
d’une nature quelconque, pourvu qu’elle soit capable d’im 
primer au corps exactemcnl le m6me mourement. D’aprbs 
cette considdration Bvidente, on consoit qu’il est possible de 
faire abstraction des diverses forces qui son1 rbellement 
inhdrentes aux corps et de regarder ceux-ci comme seule- 
menl sollicil6s par des forces extbrieures, puisyu’on pourra 
subslituer A ces forces inthrieures des forces extbrieurp 
mBcaniquement hquivalentes. Ainsi, par exemple, quoique 
tout corps soit nkcessairement pesant et que nous ne pub 
sions m6me concevoir reellement un  corps qui ne le seral1 
pas, les gkomklres considhrent, dans la mdcanique abstraite, 
les corps comme Blanl d’abord entibrement d6pouillhs decetle 
propri6t6, qui est implicitement comprise au nombre de: 
forces exthrieures, si l’on a envisag6, comme il convient, u r  
systkme cle forces tout B fait quelconque. Que le corps, dan 
sa chute, soit mQ par une attraction inle-rne ou qu’il obhis 
B une simple impulsion extbrieure, cela est indickrent poi 
la mhcanique rationnelle, si le mouvemeiit effectif se troul 

&tre exactement identiyue, et l’on pourra, par conskquer 
adopter de prhfbrence la dernikre conception. I1 en est ndcc 
sairement ainsi relativemeiit toute autre proprikth naturell 
qu’il sera toujours possible de remplacer par la suppositic 
d’une action externe, construite de manikre 9 produire ’ 
meme inouvement, ce qui perinelha de se representer i 
corps comme puremeiit passif ; seulement, A mesure qli 
l’observation ou l’expkrience feroiit connaitre arec plus ( ’  

prhcision les lois de ces forces intbrieures, il faudra toujour 
modifier en consdyuence le systkiiie des forces exthrieurl 
qu’on leur substilue hypothdtiqucment, ce qui condull 
souvent A une trks grande complication. Ainsi, par exernpi? 
l’observation ayant appris que le inouvement vertical d I‘ 
corps, en vertu de sa pesanteur, n’est point uniforme, ma 
continuellemeiit accBldr6, on ne pourra point I’assimilel 
celui qu’imprimerait au corps une impulsion unique ch 
I’action ne se renouvellerait plus, puisqu’il en r6sulter;l 
Bvidemment une vitesse constante ; on sera donc obligC ( 

concevoir le corps c o m e  ayant r e y  successivement, 
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intervalles de temps infiniment petits, une s6rie infinie de 
chocs infiniment petits, telle que la vitesse produite par 
chacun s’ajoutant d’une manibre continue a celle qui r6sulte 
de l’ensemble des prkckdents, le mouveinent effectif soit indd. 
finiment vari6 ; et si l’expkrience prouve que l’accklkration du 
mouvement est unifornie, on supposera tous ces chocs suc- 
cessifs constamment Bgaux entre eux ; dans tout autre cas, 
11 faudra leur supposer, soit pour la direction, soit pour 
l‘intensit6, une relation exactement conforme A la loi r6elle 
de la variation du mouvemenl ; mais, A ces conditions, il est 
clair que la substitution sera toujours possible. 

I1 serait inutile d’insister beaucoup pour faire sentir l’in- 
lispensable nCcessit6 de supposer les corps dans cet &ai. 
lomplbtement passif, oh I’on n’a plus A considkrer que les 
‘orces extkrieures qui leur sont appliyukes, a h  d’ktablir les 
lois abstraites dc I’Cquilibre et du mouvement. On conCoit 
[ue s’il fallait d’abord tenir compte de la modification quel- 
-onque que le corps, peut imprimer, en vertu de ses forces 
iaturelles, iI l’action de chacune de ces puissances extkrieures, 
In ne pourrait Btablir, en m6canique rationnelle, la moindre 
oroposition gdnhrale, d’autant plus que cette modification est 
o h ,  dans la plupart des cas, d’Btre exactement connue. Ce 
?‘est donc qu’en commenGant par en faire totalemen t abstrac- 
ion, pour ne penser qu’g la reaction des forces les unes sur 
p s  autres, yu’il clevient possible de fonder une mkcanique 
Ibstraite, de laquelle on passera ensuite 21 la mkcanique con- 
’rEte, en restituant aux corps leurs propri6tbs actives natu- 
*Plies, primitivement 6cart6es. Cette restitution constitue, en 
ffet, la principale difficult6 qu’on Bprouve pour op6rer la 
.ansition de I’abstrait au coiicret en mkcanique, difficult6 
iii limite singulikrernent dans la realit6 les applications 
Ilportantes de cette science, dont le domaine th6orique est, 
n hi-meme, necessairement ind6fini. Afin de donner une 
Me de la port6e de cet obstacle fondamental, on peut dire 
‘ue, dans 1’6tat actuel de la science mathdmatique, il n’y a 
‘aiment qu’une seule propridtk naturelle et gkn6rale des corps 
ont nous sachions tenir compte d’une manikre convenable, 
?st la pesanteur, soit terrestre, soit universelle ; et encore 
iul-il supposer, dans ce dernier cas, que la forme des corps 
-1 suffisamment simple. Mais si cette propriBt6 se complique 
’ quelques autres circonstances physiques, comme la r6sis- 
.ice des milieux, les frottements, etc., si m&me les corps 

A . 4 .  - I. 20 
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sont seulement suppos6s & 1’Btat fluide, ce n’est encore qti 
fort imparfaitement qu’on est parvenu jusqu’ici B en apprh- 
cier l’influence dans les phhnomknes mdcaniques. A plus 
forte raison nous est-il impossible de prendre en considbra- 
tion les propridtks dlectriques ou chimiques et, bien moins 
encore, les propridids physiologiques. Aussi les grandes 
applications de la mhcanique rationnelle sont-elles rkellement 
bornkes jusqu’ici aux seuls phenomknes cdlestes, et m6med 
ceux de notre systbme solaire, oh il suffit d’avoir uniquement 
Bgard a une gravitation gdnkrale, dont la loi est simple et 
bien dhterminke, et qui prBsente ndanmoins des difficultds 
qu’on ne sait point encore surmonter complhtement, lors- 
qu’on veut tenir un compte exact dc toutes les actions secon- 
daires susceptibles d’effets apprdciahles. On conGoit par la h 
que1 degrk les questions doivent se compliquer quand on 
passe a la mdcanique terrcstre, dont la plupart des phbno- 
m h e s ,  meine Ies plus simples, ne comporteront probable- 
ment jamais, vu la faiblesse de nos moyens rhels, une Btuh  
purement rationnelle et pourtant exacte d’apres les lois ah(- 
rales de la mkcanique abslraite, quoique la connaissance dl 
ces lois, d’ailleurs kvidemment indispensable, puisse souven 
conduire s1 des indications importantes. 

A p r h  avoir cxpliquh la vdritahle nature de la concepti0 
fondamentale relative s1 1’8tat dans lequel les corps doiven 
&re supposi.,~ en mhcanique rationnelle, il nous reste A COP 
siderer les faits ghndraux ou les lois physiques du mouvemei 
qui  peuvent fournir une base rcielle aux theories dont 1 
science se compose. Celte importante exposition est d’autai 
plus indispensable que, comme je l’ai indiqud ci-dessus, (11  

puis qu’on s’est Pcarth de la route suivie par Newton, on 
complhternent mhconnu le vrai caracthe de ces lois, dont 
notion ordinaire est encore essentiellement mktaphysique. 

Les lois fondamentales du mouvement me semblent poll 
voir 6tre rhduites & trois, qui doivent &re envisagees camp 
de simples rhsultats de l’obserntion, dont il est absud 
de vouloir Btablir d priori la rkalitd, bien qu’on l’ait ten1 
trhs frkquemment. 

La premikre loi est celle qu’on dhsigne fort mal A p r o p  
sous le nom de Zoi d’inerfie. Elle a 6td dhcouverte par KOplcr 
Elle consiste proprement en ee que tout mouvement est ndir 
rellement rectiligne et uniforme, c’est-&-dire que tout coij’ 
sournis 4 Paction d’une force unique quelconque, qui agil EL 
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h i  instantanhment, se meut constamment en ligne dsoite e t  
avec une vitesse invariable. L’influence de l’csprit mktaphy- 
sique se inanifeste particulibrcnient tin 
cette loi est comrnunPmcnt prhsentbc A H  
la regarcler comme uii fait oI)serv@, on i: 

her abslraitement par tine appl icahi  
raison stdfisante, qui n’a pas ia inoindre soliciite. Eu d i e i ,  
pour expliquer, par exemple, la nkcessit8 du mouvement 
rectiligne, on dit que le corps devait suivre la ligne droite 
parce qu’il n’y a pas de raison pour qu’il s’6carte d‘un cat6 
plutBt que d’iin autre de sa direction primitive. I1 est ais6 de 
constater l’invalidit8 radicale et m&me l’insignifiance com- 
plete d’une telle argumentation. D’abord, comment pourrions- 
nous &re assur8s qu’il n’y a pas de  raison pour que le corps 
<e &vie? Que pouvons-nous savoir Q cet &gird. autrement 
que par l’expkrience ? Les considkrations ir priori fondkes sur 
la nature des choses ne nous sont-elles pas compktement et 
likessairement interdites en philosophie positive ? D’ailleurs 
iin tel principe, m&me quand on l’admettrait, ne comporle 
I’ar hi-m&me qu’une application vague et arbitraire. Car, A 
I origine du mouvement, c’est-&-dire A l’instant m&me oh 
\‘argument devrait &tre employ8, il est clair que la  trajectoire 
du corps n’a point encore de caractere gkomktrique dktermink, 
(4 que c’est seulement aprks que IC corps a parcouru un cer- 
lain espace yu’on peut constater quelle ligne il dkcrit. I1 est 
Cvident, par la g&ornktrie, que le niorivenient initial, au lieu 
[l‘ktre regard6 coniine i*ecti~igne, pourrait etre indiiTdi-emment 
~ p p o s k  circulairc, parabolique, ou suivant toute autre Iigne 
langente A la trajectoire efl’ectivc, en sorte que In riidrne ar- 
i‘umentation r6p6tke pour chaciine de ces lignes, ce qui  
serait toul aussi lkg-itime, coiiduirail B une conclusion abso- 
lument indkterminke. Pour  peu qn’on rkflkchisse sur un tel 
raisonnement, on ne tardera pas 3 reconnaitre que, comme 
loutes les prktendues explications m8tapbysiques, il se rkduit 
liellernent d r8p6ter cn tcrrnes abstraits le h i t  lui-m&me et 
I dire que les corps oiit me tendance naturelle 21 se mouvoir 
rn ligne droite, ce q u i  @toit p rkc ishent  la proposition A 
lablir. L‘insigniliiance de ces consrdkrations v a g u s  et arbi- 

‘reires finira pas devcnir palpable si l’on remarquc que, par 
-nite, de semblahles arguinenis, 1cs philoso;phes de l’anLiquil6 
! partioulikrement Arislote, avaient, au contraire, reggrdk 
4‘ mouvement circulaire comme nature1 aux astres, en ce 
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qu’il est le plus parfait de tous, conception qui n’est Bgale- 
mcnt que I’Bnonciatioii abstraite d’un ph6nomhe mal analysb. 

Je me suis born6 h indiquer la critique des raisonnements 
ordinaires relativement A la premiere partie de la loi d’inertie. 
On peut faire des remarques parfaitement analogues au sujet 
de la seconde partie, qui concerne I’invariabilitB de la vitesse, 
et qu’on pr6tend aussi pouvoir ddrnontrer abstraitement, en 
se  bornant A dire qu’il n’y a pas de raison pour que le corps 
se meuve jamais plus lentement ou plus rapidement qu’a 
l’origine du mouvement. 

Ce n’est donc point sur de telles cons idht ions  qu’on peut 
solidement Btablir une loi aussi importante, qui est un des 
fondements n6cessaires de toute la mBcanique rationnelle. 
Elle ne saurait avoir de rdalitk qu’autant qu’on la coneoit 
comme basBe sur l’ohservation. !Mais, sous ce point de vue, 
I’exactitude en est Bvidcnte d’aprbs les faits les plus communs, 
Nous avons continuellement occasion de reconnaitre quhn 
corps animk d’une force unique se meut constamment en 
ligne droite ; et s’il se ddvie, nous pouyons aiskinent constater 
que cette modification tient A l’action simultanBe de quelque 
force, active ou passive : enfin les mouvements curvilignes 
e u x - m h e s  nous inontrent clairement, par les phbnomhes 
vari6s dus A ce qu’on appe’tle la force centrifuge, que les corps 
conserven t constamment leur tendance naturelle A se mou- 
voir en ligne droite. I1 n’y a pour ainsi dire aucun phhomhe 
dans la nature qui ne puisse nous fournir une drification 
sensible de cette loi, sur  layuelle est en portie fondbe toute 
1’6conomie de l’univers. I1 en est de meme relativement A 
I’uniformitB du mouvemcnt. Tous les faits nous prouvent 
que, si le mouvement primitivement imprim6 se ralentit tou- 
jours graduellement et h i t  par s’6teindre enlibrement, cela 
provient des rksistances que les corps rencontrent sans cesse, 
e t  sans lesquolles I’expBrience nous porte A penser que la vi- 
tesse demeurerait indkfiniment constante, puisquc nous voyons 
augmenter sensiblement la durde de ce inouvement A mesurc 
que nous diniinuons I’intensitB de ces obstacles. On sajt que 
le simple mouvement, d’un pendule BcartB de la verticalc, 
qui, dans les circonstnnces ordinaires, se maintient h peinc 
pendant quelques minutes, a pu se prolonger jusqu‘Aplus 
de trenle heures, en diminuant autant que possible le fro[. 
temenl au point de la suspension, et faisant oscillerle corps 
dans un vide trks approch6, lors des expbriences de Borda B 

1 
, 
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PObscrvatoire de Paris pour determiner la longueur du  pen- 
dule A secondes par rapport au mktre. Les geomktres citeni 
aussi avec beaucoup de raison, comme une preuve manifeste 
de la tendance naturelle dcs corps a conserver inddfiniment 
leur vitesse acquise, l’invariabilitd rigoureuse qu’on remarque 
si clairement dans les inouvements celestes, qui, s’executant 
dans un milieu d’une raretk extreme, se trouvent dans les cir- 
constances les plus favorables B une parfaite observation de 
la loi d’inertie, et qui, en effet, depuis Tingt sikcles qu’on les 
ktudie- avec quelque exactitude, ne nous pr6sentent point 
encore la moiiidre alteration certaine, quant B la duree des 
rotations, ou A celle des rbvolutions, quoique la suite des 
temps et le perfectionnement de nos moyens d’apprkciation 
doivent probablemen t nous dkvoiler un jour quelyues varia- 
tions encore inconnues. 
’Nous devons donc r e p r d e r  comme une grande loi de la 

nature cette tendance spontande de tous les corps B se mou- 
voir en ligne droite et avec une vitesse constante. Vu la con- 
fusion extreme des idBes communes relativement & ce premier 
principe fondamental, il peut &re utile de remarquer expres- 
skment ici que cette loi natjrelle est tout aussi applicable aux 
corps vivants qn’aux corps inertes pour lesquels on la croit 
souvent exclusivement Btablie. Quelle que soit l’origine de 
l’impulsion qu’il a reqie, un corps vivant tend A persister, 
comme un corps inerte, dans la direction de son mouvement, 
et A conserver sa vitesse acquise : seulement il peut se deve- 
lopper en lui des forces susceptibles de modifier ou de snp- 
primer ce mouvement, tandis que, pour les autres corps, ces 
modifications sont exclusivement dues A des agents extdrieurs. 
hlais, dans ce cas meme, nous-pouvons acqubrir une preuve 
directe et personnelle de l’universalit.6 de la loi d’inertie, en 
considkrant l’effort trks sensible que nous sommes obligEs de 
faire pour changer la direction ou la vitessc de noire mouve- 
ment effectif, B tel point que, lorsque ce mouvement est trks 
rapide, il nous est impossible de le modifier ou de le sus- 
pendre h l’instant precis ob nous le dhsirerions. 

La seconde loi fondamentale du mouvement est due B 
Sewton. Elle consiste dans le principe de l’bgalitt? constante 
et nkcessaire entre l’action et la rdaction ; c’est-&-dire, que 
loutes les fois qu’un corps est mil par un autre d’une manikre 
quelconque, il exerce sur lui, en sens inverse, une reaction 
‘ ~ I P ; ,  que le second perd, en raison des masses, tine quantit6 
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de moavement exactement kgale 9 celle que le premier a 
reGue. On a essay6 quelquefois d’btablir aussi d: priori ce 
theoreme gBn8ral de philosophie naturellc, qui n’en est pas 
plus susceptible que le prkcbdeiit. Mais il a 6tB beaucoup 
moins le sujet de considkrations sophistiques, et presque 
tous les g8omBtrcs s’accordcnt maintenant h le regarder 
d’aprks Newton commc un simple r6sultai de l’observation, 
ce qui me dispense ici de toute discussion analogue celle 
de la loi d’inertie. Cette dgalitk dans l’action rbciproque des 
corps se inanifesle dans tous les pli6nombnes naturels, soit 
que les corps agissent les uns sur les autres par impulsion, 
soit qu’ils agissent par attraction ; il serait superflu d’en 
citer ici des exemples. Nous avons meme tcllement occa- 
sion de constater cette mutualiti? dans nos observations les 
plus communes, que nous ne saurions plus concevoir un 
corps agissant sur un autre, sans que celui-ci rbagisse sur 
lui. 

Je  crois devoir seulement indiquer, des ce moment, au 
sujet de cette seconde loi du mouvement, une %remarque qui 
me semble importante, et qui d’ailleurs sera convenalslement 
dkveloppde dans la dix-septihme leGon. Elle consiste en ce 
que le cb18bre principc de d’Alembcrt, d’aprks lequel on 
parvient h transformer si heureusement toutes les question4 
de dynamique en simples questions de statiquc, n’est vraimeat 
autre chose que la gc5neralisation complbtc de la loi deNewton, 
Blendue h un systkme quclconque de forces. Ce principe en 
effet co’incide Bvidemment avec celui de l’kgalit6 entre l’action 
et la rhaction, lorsqu’on ne considere que deux forces, Une 
telle corrklation pcrmet de concevoir dbsormais la proposi- 
tion gknBrale de d’hlembert comme ayant une base expkri- 
mentale, tandis qu’elle n’est communBment ktablie jusqu’ici 
que sur des considkrations abstraites peu satisfaisantes. 

La troisibme loi fondamentale du- mouvement me parail 
eonsister dans ce que j e  propose d’appelcr le principe de I’in. 
dependance ou de la coexistence des mouvements, qui  con- 
duit immbdiatement i ce qu’on appelle vulgairement la com- 
position des forces. GalilBc est, A proprement parler, le v h -  
table inventeur de cette loi, quoiqu‘il ne l’ait point conCur 
prkciskment sous la forme que je crois devoir pr6fArer icl. 
Considkrde sous le point de vue le plus simple, elle se rddiiif 
A ce fait gBnbral, que tout mouvement esactement commilli 
h tous les corps d’un systkme yuelcoiiyue n’alEQre point I P  
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mouvements particuliers de ces diffdrents corps les uns h 
1’Bgard des autres, mouvements qui continuent A s’exhcuter 
comme si l’cnsemble du systkme Btait immobile. Pour Bnon- 
cer cet important principe avec une prkcision rigoureuse, qui 
n’exige plus aucune restriction, il faut concevoir que tous les 
points du systdme ddcrivcnt la fois des droites paralleles 
et Bgales, et  considBrer que ce mouvement gBnBra1, avec 
quelque vitesse et dans quelque direction qu’il puisse avoir 
lieu, n’affectera nullemelit les niouvements relatit‘s. 

Ce serait vainement qu’on tenterait d’dtablir par aucune 
idee d priori cette grande loi fondamentale, qui n’en est pas 
plus susceptible que les deux prBcBdentes. On pourrait, tout 
au plus, concevoir que, si les corps du systdme sont entre 
eux A 1’6tat de repos, ce dkplacemenl commun, qui ne change 
Pvidemment ni leurs distaiiccs ni leurs situations respectives, 
ne saurait altdrer cette immobilil6 relative : encore meme, 
I’ignorance absolue ou nous sommes nkcessairement de la 
nature intime des corps et des phhombnes ne nous permet 
point d’affirmer rationnellement, avec une sBcurit6 parfaite, 
que l’introduction de cette circonstance iiouvelle ne modifiera 
pas cl’une manikrc inconnuc les condilions primilives du 
ythme. Mais l’insiiffisance d’une telle argumentation devient 
wtout sensible qa iiid on essaie de l’appliquer au cas le plus 
tendu e l  le plus imporianl, h crlni oi l  lcs diffbrents corps du 
\vsthme sonl en mouvci~~c~rit Ics uns B l’bgard des autres. 
‘.n s’attachanl A faire abstraction, aussi complBtement que 
rossible, des observations si connues et si varihes qui nous 
Int reconnailre alors l’cxaclitudc; physique de ce principe, 

’ sera facile de conslater qu’aucune consideration rationnelle 
noiis donne le droit de coiiclure dpriori que le mouveinent 
neral ne fera naitrc aucun changement dans les mouve- 
>nls particuliers. Cela est tellcineni vrai que, lorsque Gali- 

a expos6 pour la premibre fois cette grande loi de la 
Inre, il s’est dlevB dc toules parts unc foule d’objcctions 
priori tendant j prouver I’impossibilit6 rationiielle d’une 
IC  proposition, qui ii’a 6th unaniinemcnt admisc, que 
v.qu’on a abandonn6 le point de vue logique pour se placer 
1 point de vue physique. 
C‘est donc seulenient comme un simple resultat gBnBral 

I l’observation et de l’expdrience que cette loi peut &tre en 
’‘el solidement 6tablie. Mais, ainsi considhrde, il est Bvident 
‘Rucune proposition de philosophie naturelle n’est fondBe 
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sur des observations aussi simples, aussi diverses, aussi mill 

tipliees, aussi faciles A verifier, I1 ne s’opbre point dans le , 
monde rkel un seul ph6nomkne dynamique qui n’en puisse 1 
of’frir une preuve sensible ; et toute 1’6conomie de I’univers 
serait Bvidemment bouleverske de fond en comble, si on sup- 
posait que cette loi n’exist?lt plus. C’est ainsi, par exemple, 
que dans le mouvement g6neral d’un vaisseau, quelque rap- 
de qu’il puisse Btre et suivant quelque direction qu’il ait lieu, 
les mouvements relatifs continuent & s’executer, sauf les all&- 
rations provenant du roulis et du tangage exactement comine 
si le vaisseau klait immobile, en se composant avec le mou 
vemcnt total pour un observateur qui n’y participerait pa< 
De m&me, nous voyons continuellement le deplacement gc- 
n6raI d’un foyer chimique, ou d’un corps vivant, n’affectererr 
aucuiie manikre lcs mouvements internes qui s’y execdtenl 
C’est ainsi surtout, pour citer l’exemple le plus importaiil 
que le mouvemeiit du  globe terrcstre ne trouble nullemcrrl 
les phenomknes m6caniques qui s’opdrcnt A sa surface oil 
dans son int6rieur. On sait que l’ignorance de cette troisih 
loi du mouvement, a Btk prc5cisEment le principal obstaclc 
scienkifique qui s’est opposC: pendant si longtemps h 1’6tahli~ 
sement de la theorie de Copernic, contre laquelle une td 
considCration pr6sentait alors, en el‘let, des objections inw 
montables, dont les copcrniciens ii’avaicat essay6 de se (1 
gager que par de vaines sublil i lh inBtaphysiques avanl 
decouverte de Galildc. Rlais, dcpuis que le mouvementdc 
terre a kt6 universellement reconnu, les geomktres Font pi 
sent:, avec raison, comme offrant Iui-meme une confirmati 
essentielle de la realite de cette loi. Laplace a propose a 
sujet une consideration indirecte fort inghnieuse, que j 
crois utile d’indiquer ici, parce qu’elle nous montre le prii 
cipe de l’independance des niouveinents sous la vbrificalinl 
d’une experience continuelle et trks sensible. Elle consistr 
remarquer que, si le mouvement g6n6ral de la terre  pow^ 
altkrer en aucune manidre les mouvements particuliers (, 
s’exkculent A sa surface, cette alteration ne saurait Biitlri 
ment &re la mBme pour tous ces mouvements quelle que  E 
leur direction, et qu’ils en seraient nbcessairement divercf. 
ment affect& suivant I’angle plus ou moins grand que fen 
cette direction avec celle du mouvernent du globe. Ainsi, p ’  
exemple, le rnouvemen t oscillatoire d’un pendule devrajt a h  
nous presenter lcs differences trbs considBrables selon 1 ’ ~  



MATH~MITIQUE 313 

muth du plan vertical dans lequel il s’execute, et qui lui 
donne une direction tant8t conforme, tantBt contraire, et fort 
inegalement contraire, h celle du mouvement de la terre ; 
tandis que l’expbrience ne nous manifeste jamais, B cet Bgard, 
la moindre variation, mkme en mesurant le ph6nomhe avec 
l’extrkme precision que comporte, sous ce rapport, l’dtat 
actuel de nos moyens d‘observation. 

Afin de prevenir toute interpretation inexacte et toute 
application vicieuse de la troisikme loi du mouvement, il 
imporle de remarquer que, par sa nature, e lk  n’est relative 
qu’aux mouvements de translation, et qu’on ne doit jamais 
1’8tendre h aucun mouvement de rotation. Les mouvements 
de translation sont Bvidemment, en effet, les seuls qui puis- 
sent &tre rigoureusement communs,. pour le degrk aussi 
bien que pour la direction, B toutes les diverses parties d’un 
systkme quelconque. Cette exacte parite ne saurait jamais 
avoir lieu yuand il s’agit d’un mouvement de rotation, qui 
presente toujours necessairement dcs inegalitks entre les 
diverses parties clu systkme, suivant qn’elles sont plus ou 
moins eloigndes du centre de la rotation. C’est pourquoi 
tout mouvement de ce genre tend constamment altdrer 
1’8tat du systkme, et l’altbre en eiret si les conditions de liaison 
entre les diverses parties ne constituent pas une resistance 
suffisante. Ainsi, par exemple, dans le cas d’un vaisseau, ce 
n’est pas le mouvemenl gknkral de progression qui peut 
troubler les mouvements particuliers ; le dkrangement n’est 
dQ qu’aux effets secondaires du roulis et du tangag!, qui 
sont des mouvements de rotation. Qu’une montre soit sim- 
plement ti*ansportEe dans une direction quelconque avec 
autant de rapidit6 qu’on voudra, mais sans tourner nullement, 
elle n’eu sera jamais affectbe; tandis qu’un mediocre mouve- 
ment de rotation suffira seul pour dkranger promptement 
sa marche. La difference enlro ces deux effets deviendrait 
surtout sensible, en rkpbtani l’experience sur un corps vivant. 
Enfin, c’cst par suite d’une telle distinction, que nous ne 
saurions avoir aucun moyen de constater, par des phBno- 
mbnes purement terrestres, la realite du mouvement de 
translation de la terre qui n’a pu 6tre decouvert que par des 
observations celestes ; tandis que, relativement A son mouve- 
tnent de rotation, il determine necessairement h la surface de 
la terre, vu I’inbgalite de force centrifuge entre les differents 
points du globe, des phdnomknes trbs sensibles, quoique peu 
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considkrables, dont l’analyse pourrait suffire pour dkmontrer, 
inddpeiidaminent de tou te considkrntion astronomique, I’exis- 
tence de celte rotation. 

Le principe de l’indkpendance ou de la coexistence deR 
mouvements Ctant une fois ktabli, il est facile de concevoir 
qu’il conduit iminkdiatement a la rkgle 6ldmentaire ordinai- 
rement usit6e pour ce qu’on appelle la composition des foiices, 
qui n’est vraiment autre chose yu’une nouvelle manikre do 
considhrer et d’dnoncer la I r o i s i h e  loi du mouvement, En 
efTet, la proposition du parall6logramme des forces, envisagke 
sous le poinl de vuc le plus positif, consiste proprement ep 
ce que, lorsqu’un corps est anim6 A la fois de deux mouvG 
ments uniformes dans des directions quelconques, il ddcrit, 
en vertu de leur combinaison, la cliagonale du parall6lo- 
gramme dont il eat ,  d a m  le rneine temps, dkcrit skparement 
les catas en vertu de chaque moiirement isolk. Or, n’est-ee pas 
18 Bvidemment une simple application directe dn princiye 
de l’indkpendance des mouvernents, d’aprbs lequel le moue 
vement particulier du corps le long d’une certaine droile 
n’est nullement trouble par le mouvement general qui en- 
traine parallAlement & elle-meme la totalitd de cette droite le 
long d’uno autre droite quelconque ? Ceite coiisiddration eon- 
duit sur-le-champ & la cons! ruclion gkomktrique Bnonedepar 
la rbgle du parailklograinmc des forces. C’est ainsi quece 
tht’orhme fondamcntal (lo la m6caniyue rationnelle me paralt 
devoir i: Ire pr6sent6 direclement coinme une loi naturelle, 
ou du moins comme une application immediate d’une des 
plus grandes lois de la nature. Telle est, A mon gr6, la seule 
manibre vraiment philosophique d’6tablir solidement cette 
importanle proposition, POUP Bcarter dkfinitivemenl tous les 
nuages mOtaphysiques dont elle est encore environnde et In 
mettre complktcmcnt 8 l’abri de toute o5jection rt‘elle. Toutofi 
les prhtendues demonstrations analytiqucs qu’on a successi- 
vement essay6 cl’en clonner d’apribs des considkrations pu- 
rement abstraites, outre yu’elles reposent ordinairement sur 
une interprktation vicieusc et sur  une fausse application du 
principe analytique de l’iiornogknCit6, supposent d’ailleun 
que la propo4tion est e‘videnle par elle-meme dans cerlains 
cas particuliers, cjuand les deux forces, par exemple, agi9 
sent suivant une meme droite, itvidcnce qui nc peut rdsuller. 
alors que de l’observation en‘ectirc de la loi naturelle del’in- 
dependance des mouvements, dont l’indispensabilitb c p  
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Irouve ainsi irrBcusablemen1 manifestBe. I1 serait Btrange, 
‘n eaet, pour quiconque envisage directement la question 
,ous un point de vue philosophique, que, par de simples 
pombinaisons logiques, I’esprit humain pQt ainsi dPcouvrir 
line loi rBelle de la nature, sans consulter aucunement le 
iiionde extbrieur. 

Cette notion Btant de la plus haute importance quant B la 
inanihre de concevoir la inhcanique rationnelle, et s’kcartant 
beaucoup de la  marche habituellemen 1 adopthe aujourd’hui, 
I C  crois devoir la presenter encore sous un dernier point de 
ue qui achkvera de l’Bclaicir, en montrant que, malgrk tous 
”s efyorts des gkoinktres pour Bluder B cet Bgard l’emploi 
I t s  considhrations exphrimentales, la loi physique de l’ind8- 
endance des rnouvements reste implicitement, m&me de 
pur aveu unanime, une des bases essentielles de la mBca- 
iique, yuoiyue prksenthe sous une forme dikT6rente et B une 
iiitre Bpoque de l’exposition. 

I1 suffit, pour cela, de reconnailre que cette loi, au lieu 
l’btre expos6e direclement dans 1’6tude des prolBgomhes de 
la science, se trouve plus tard aclmise par tous les gBomktres, 
omme Btablissanl le principe de la proportioniialitk des vi- 
r+qses aux forces, base nkcessaire de la dynamique ordi- . 
iiaire. 

hfin de saisir convcnablernent le vrai caractkre de cette 
(nestion, il falit remaryuer que les rapports des forces 
leuvent 6lre dBtermin6s de deux manikres diffkrenles, soil par 
c procBd6 statique, soit par le procede dynamique. En efyet, 
~ O U S  ne jugeons pas toujours du rapport de deux forces 
I’aprbs l’intensitk plus ou moins grande des mouvemerits 
Idelles peuvent imprimer un m&me corps. Nous l’appr6- 
ions frdquemment aussi d’aprks de simples considBrations 

I Bquilibre mutuel, enrcgardant conime Bgales les forces qui, 
IppliquBes en sens contraire, suivant une m&me droite, se dB- 
’roisent rBciproquement, et ensnite comme double, triple, etc. 
h n e  autre, la force qui ferait dquilibre B deux, trois, etc., 
‘orces Bgales B cellc-ci, et toutes directement opposBes A 
17 seconde. Ce nouvcau moycn de mesure est, en rhalitk, 
‘ n u t  aixssi usitE que le prhcBdefi, Cela pos6, la question 
wnsiste essentielleinent A savoir si les deux moyens sont 
‘oiijours et nkcessairement Bquivalents, c’est-&-dire si, les rap- 
w l s  des forces Btant d’abord seulement dhfinis par la con- 
@ration statique, il s’ensuivra, sous le point de vue dyna- 
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mique, qu’elles imprimeront Q une m&me masse des vitessei 
qui leur soient exactement proportiounelles. Cette corrklation 
n’est nullernent Bvidente par elle-meme ; tout au plus peut-on 
concevoir Sr priori que les plus grandes lorces doivent nhces- 
sairement donner les plus grandes vitesses. Mais I’observatioii 
seule peut dBcicler si c’est A la prcmikrc puissance de la force 
ou Q toute autre fonction croissante que la vitesse estpro- 
portionnelle. 

C’est pour ddterminer queIle est, 6 cct i.gartl, la veritablr 
loi de la nature, que, de l’aveu dc tous les gdomktres et par. 
ticulikrement de Laplace, il €aut considher le fait g6nBral dr 
l’inddpendance oil  de la coexistencc des mouvements. I1 e 4  
facile de voir, d’aprbs le raisonnemcnt de Laplace, quela  
thkorie de la proportionnalitk des vitesses aux forces est unc 
conskquence ndcessaire et  immediate de ce fait gbnbral, 
appliqu6 h deux forces qui agissent dans la m6me direction. 
Car, si tin corps, en vertu d’une certaine force, a parcouru 
un espacc dBterminB suivant une certaine droite, et qu’on 
vienne A a,jouter, selon la m&me direction, une seconde force 
Bgale Q la premibre ; d’aprhs la Ioi de I’ind6pend’ance des 
mouvements, cette nouvclle force ne fera que dhplacer la 
totalit6 de la droite d’application d’une Bgale quantitb dans 
le m6me temps, sans altkrer le mouvement du corps le long 
de cette droite, en sorte que, par la composition des deus 
mouvements, ce corps aura effectivement parcouru un espacc 
double de celui qui correspondait h la force primitive. Telle 
est la seule manikre dont on puisse rkellement constaterla 
proportionnalitb g6nBrale des vitesses aux forces, que je doic 
ainsi me dispenser de regarder comme une quatrihme for 
fondamentale du mowement,  puisqu’elle rentre dam In 
troisikme. 

I1 est donc Bvident que, quand on a cru pouvoir se di?. 
penser en mdcanique du fait gdnkral de l’indkpendance dr. 
mouvements pour Btablir la loi fondamentale de la compo- 
sition des forces, la n6cessitE de regarder cette proposition 
de philosophie naturelle comrne unc des bases indispensabk. 
de la science s’est reprocluite inkvitablement pour dbmontrrt 
la loi non moins importante des forces proportionnelles a m  
vitesses, ce qui met cettenEcessit6 hors de toute contestation. 
Ainsi que1 a BtC le rEsultat reel de tous les efforts inteller- 
tuels qui ont 6tB t e n t h  pour Bviter d’introduire directemcnl. 
dans les prolt5gomknes de la mdcanique, cette observafio, 
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fondamentale ? seulement de paraitre s’en dispenser en 
ctatique, el de ne la prendre Bvidemment en consideration 
qu’aussitbt qu’on passe a la dynamique. Tout se reduit donc 
effectiveinenl h une simple transposition. I1 est clair qu’un 
rksultal aussi peu important n’est nullernent proportionne A 
la complication des procedes indirects qui orit et6 employes 
pour y parvenir, quand m&me ces procedes seraient logi- 
quement irreprochables, et nous avons expressemenl reconnu 
le contraire. I1 esl donc, sous tous les rapports, beaucoup 
plus satisfaisant de se conformer franchement et directement 
2 la nBcessit6 philosophique de la science, et, puisqu’elle ne 
.aurait se passer d’une base exp6rimentaIe, de reconnaitre 
nettement celte base dks l’origine. hucune autre marche ne 
peut rendre compl6temenl positile une science qui, sans de 
4 s  fondements, conserveraii encore un certain caractkre 
iuitaphysique. 

Telles sont donc les trois lois physiques du mouvement 
pi fournissent B la rnecanique rationnelle une base expkri- 
iientale suffisante, sur laquelle l’esprit humain, par de 
imples operations logiqucs, et sans consulter davantage le 
)ionde exterieur, peut solideinent Btablir 1’6difice systema- 
que de la science. Quoique ces trois lois me semblent pou- 
oir suffire, je ne vois c i  priori aucune raison de n’en point 
ugmenter le nomhre, si on parvenait effectivement h cons- 
iter qu’elles ne sont pas strictement complktes. Cette aug- 
Inentation me pamitrait un fort 16ger inconvenient pour la 
ltrfection rationnelle de la science, puisque ces lois ne sau- 
>aient jamais Bvidemment Btre trks multipliees ; je regarde- 
.ais comme prdfkrable, en thBse gkndrale, d’en dtablir une ou 
h x d e  plus, si, pour I’eviter, il fallait recourir h des consi- 
‘Crations trop dbtournkes, qui fussent de nature t’l alterer le 
’arhctkre positif dc la science. Mais i’cnsenible des trois lois 
wiessus exposees remplil convenablement, h mes yeux, 
‘wtes les conditions essentielles reellement imposees par la 
‘nture des theories de la mkcanique rationnelle. En effet, la 
iremihe, celle de KBpIer, dktermine complbtemeiit I’ef’fet 
iroduit par une force unique agissant instantandment; la 
wonde, celle de Newton, dtablit la rkgle fondamcntale pour 
I communication du mouvement par i’action des corps les 
ns sur les autres; enfin la troisikme, celle de GalilBc, conduit 
rllm6diatement au theorbme general relatif B la composition 

‘ 5  mouvements. On coiqoit, d’aprks ceia, que toute la meca- 
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nique des mouvements uniformes ou des forme: instantankes 
peul &re en tikrement trait& comme une cons6qiience directe 
de la combinaison de ces trois lois, qui, k k n t  de leur nature 
extrkmement pdxiscs, sont EvidemmenL susceplibles d’ktre 
aussit6t cxprim6es par des kqualions anal ytiqucs faciles B 
obtenir. Quant A la parlie la plus dtendue et la plus impor- 
tante de la mkcanique, celle qui en cmstitue essentielleinent 
la difficult&, c’est-&dire la mbcaniyue des rnouvemeiits varies 
ou cles lorces continues, on peut concevoir d’une manibre 
gBn6rale la possibilite de la ramener 9 la mecanique &!men- 
taire dont nous venons d’indiquer le caractere, par l’applica- 
tion do la methode infinit6simale, qui permettra de substituer, 
pour chaque instant infiniment petit, tin mouvement uni- 
forme au mouvement varik, d’oh rksulteront immkdiatemenl 
les equations diffkrentielles relatives a cette dernibre espbce 
de mouvements. I1 sera sans doute fort important d’btablir 
directement et avec prkcision, dans les leGons suivantes, la 
manibre gknkrale d’employer Line telle m6thode pour rhsou. 
dre les deux problemes essentiels de la mecanique rationnelle, 
et de considkrer soigneusement les principaux resultats que 
les g6omktres ont ainsi obtenus relativemerd aux lois abs 
traites de 1’6quilibr.e et du mouvement. Mais il est, dbs ce 
moment, Bvident que la science se trouve reellement fondkc 
par l’cnsemblo des !rois lois physiques ktablies ci-dessus, et que 
tout le travail devient desorniais piiremcnt rationnel, devanl 
consister seulemenl d a m  l’usagc faire de ces lois pour la 
solution des difffArentes questions gh6rales  En un mot, 18 

separation entre la partie nkcessairemen L physique et 
partie simplement logique de la scicncc me semble pouvoir 
&re ainsi aettement effectuke d’une maniere exacte et d& 
nitive. 

Pour terminer cet aperGu g6nkral du caracthe philoso- 
phique de la mkaniyue  rationnelle, il ne nous resteplusmai~i- 
tenant qu’A considbrer sommairement les divisions princi- 
pales de cette science, les divisions secondaires devant 
envisagees clans leu leGons suivantes. 

La premiere et la plus importante division naturelle (10 la 
mkcanique consiste a distingucr deux ordres de questions, 
suivant qu’on se propose la recherche des conditions de 
l’kquilibre, ou 1’6tude des lois du mouvement, d’ohla s f a t i p  
et la dynamique. I1 suffit d’indiyuer une telle division, pour 
en faire compreridre directemenl la 06cessite g8nbrale, OsCla 
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la diffbrence effective qui existc Bvidemment entre ces deux 
classes fondamentales dc prohlkmes, il est ais6 de concevoir 
d priori que les questions de slatiqne doivent stre, en g h k -  
ral, par lcur nature, bien plus f a d e s  9 traiter q i ic  les questions 
de dynamique. Cela rksulle essentirllement de ce cpe, dans les 
premieres, on fait, comme on l’a dit avec ralson, abstracfion 
du temps; c’est-&dire que, le phknomthe $I ktudier &ant 
n6cessairemcnt instantank, on n’a pas besoin d’avoir Bgard 
aux variations que les forces du systkme peuvent Bprouver 
dans les divers instants successifs. Cette consid6ration qu’il 
faut, au contraire, introduire daiis toute question de dyna- 
mique, y constitue un Blkment fondamental de plus, qui en 
fait la principale difficult& I1 suit, en thbse genkrale, de cette 
diffkrence radicale, que la statique tout enbibre, quand on la 
traite comme un cas particulier de la dynamique, correspond 
seulement B la partie de beaucoup la plus simple de la dyna- 
mique, a celle qui concerne la th6orie des mouvements uni- 
formes, comme nous 1’8tahlirons spkcialeinent dans la lepon 
zuivan te. 

L’importance de cette division est bien clairement vBrifiBe 
par l’histoire gBnkrale du dkveloppement effectif de l’esprit 
humain. Nous voyons, en eflet, que les anciens avaient acyuis 
quelques connaissaiices fondamentales tr&s esscntielles rela- 
tivement k 1’6yuilibre, soit des solides, soit des fluides, comme 
on  le voit surtout par le? belles recherches d’ArchimAde, 
rjuoiqu’ils fussent encore fort hloignhs de poss6cler m e  sta- 
tique rationnelle vraiment compkte. hu contraire, ils igno- 
raient entikrement la dynamique, m6me la plus kl6menlaire ; 
IR premiere creation de cette science toute modcrne est due 
i( Galilke. 

Aprh cette diviqion fondamentale, la distinction la plus 
importante A Btablir en -rnkcaniyue consiste A sdparer, soit 
dans la statique, soit dans la dynamique, l’ktude des solides 
ct celle des fluides. Quelque essentielle que soit cette divi- 
cion, je ne la place yu’en scconde ligne, et subordonnke A la 
pr6cbdente, suivant la methode ktablie par Lagrange, car 
<?st, ce me semble, s’exagkrer son influence que de la cons- 
h e r  division principale, comuie on le fait encore dans les 
‘raitks ordinaires de la mkcanique. Leu principes cssentiels de 
4atique ou de dynamique sont, en effet, nkcessairement les 
‘n8rnes pour les fluides que pour les solides ; seulement 

fluides exigent d’ajouter aux conditions caracteristiques 
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du systhme une consideration de plus, celle relative A la 
variabilitk de forme, qui dkfinit gknBralement leur constitu- 
tion mdcanique propre. Mais, tout en plaqant cette distinc- 
tion au rang convenahle, il est facile de concevoir apriori 
son extr6me impoitance, et de sentir, en gknkral, combien elle 
doit augmenter la difficult6 fondamentale des questions, soit 
dans la statique, soit surtoul dans la dynamique. Car ctilte 
parl‘aite indkpendance rkciproque des molkcules, qui carac. 
tdrise les fluides, oblige de considkrer skpardmenl chaque 
moldcule, et, par consdquent, d’envisager toujours, m&me 
dans le cas le plus simple, un systbrne compost! d‘uneinfinitk 
de forces dislinctes. I1 en rksulte, pour la statique, l’introduc- 
tion d’un nouvel ordre de recherches, relativemeni ii la figure 
du syslkme dons Uktat d’kquilibrc, question lrhs difficile par 
sa nature, et dont la solution gknerale est encore peu avancde, 
mBme pour le seul cas de la pesanteur universelle. Maisla 
difficult4 est encore plus sensible dans la dynamique. En 
effet, l’obligation oh l’on se trouve alors strictement de con- 
siderer A part le mouvement propre de chaque mol8cule, 
pour laire une ktude vraiment complbte duphknomhne, intro- 
duit dans la question, envisagke sous le point de vue analy- 
tique, une complication jusqu’ii present inextricable en gB- 
neral, et qu’on n’est encore parvenu it  surmonter, m&me 
dans le cas trbs simple d’un fluide uniyuement mi3 par sa 
pesanteur terrestre, qu’ii l’aide d’hypothbses .fort prbcaires, 
comme celle de Daniel Bcrnouilli sur  le paralldisme de? 
tranches, qui altkrent d’une manihre notable la rkalit6 de4 
phhombnes. On concoit donc, en these gdnkrale, la pluc 
grande difficult6 necessaire de l’hydrostatique, et surtout dc 
l’hydrodynamique, par rapport ii la statique et ii la dynamiqw 
proprement dites, qui sont en effet bien plus avancdes. 

I1 faut ajouter ii ce qui prkcbde, pour se faire unejuslc 
idee gdndrale de cette diffkrence fondamentale, que la dCli 
nition caractdrisque par laquelle les gdomktres distinguenl 
les solides et les fluides en mkcanique rationnelle n’est vdri- 
tablement, & 1’6gard des uns comme ii l’kgard des autre!: 
qu’une reprksentation exagkrke, et, par conskquent, strictr- 
ment infidde de la rkalitk. En effet, yuant aux fluidesprin 
cipalcment, il est clair que leurs molecules ne sont poinl 
rdellement dans cet Atat rigoureux d’indkpendance mutuellr 
oh nous sommes obligks de les supposer en mkcanique, en 
les assujettissant seulement h conserver entre elles un voIuw 
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onstant s’il s’agit d’un liquide, ou, s’il s’agit d’un gaz, un 
iolume variable suivant une fonction donnee de la pression, 
par exemple, en raison inverse de cette pression, d’apr8s la 
loi-de Mariotte. Un grand nombre de ph6nomhes naturels 
sont, au contraire, essentielleriient dus a l’adhbrence mutuelle 
des mol6cules d’un fluide, liaison qui est seulement beaucoup 
moindre que dans les solides. Cette adhbsion, dont on fait 
abstraction pour les fluides mathkmatiques, et qu’il semble, 
en effet, presque impossible de prendre convenablement en 
considbration, determine, comme on sait, des diffhrences 
trks sensibles entre les phenomknes effectifs et, ceux qui rk- 
sultent de la thkorie, soit pour la statique, soit surtout, pour 
la dynamique, par exemple relativement A l’bcoulement d’un 
liquide pesant par un orifice determine, oh l’observation 
s’6Carte notablernent de la theorie quant a la depense de 
liquide en un temps donnk. 

Quoique la ddfinition mathCmatiyue des solides se trouve 
representer beaucoup plus exactement leur Btat r6e1, on a ce- 
pendant plusieurs occasions de reconnaitre la nbcessite de 
tenir compte en certains cas de la possibilitb de separation 
mutueile qui existe toujours entre les molbcules d’un solide, 
si les forces qui leur sont appliqubes, acquierent une inten- 
sit6 suffisante, et dont on fait complktement abstraction en 
mkcanique rationnelle. C’est ce qu’on peut aisement constater 
rurtout dans la th6orie de la rupture des solides, qui, a peine 
Cbauchke par Galilee, par Huyghens, et par Leibnitz, se 
trouve aujourd’hui dam un &at fort imparfait et m&me trks 
prhaire, malgre les travaux de plusieurs autres gkombtres, 
et qui n6anmoins serait importante pour Bclairer plusieurs 
questions de mecanique terrestre, priiicipalement de m6ca- 
nique industrielle. On doit pourtant remarquer, A ce sujet, 
que cette imperfection est A la fois beaucoup nioins sensible 
P t  bien moins importante que celle ci-dessus notee, relati- 
lement a la mkcanique des fluides. Car elle se trouve ne 
ilouvoir nullemen1 influer sur les questions de mkcanique 
Cleste, qui constituent rdellement, comme nous avons eu 

‘hsieurs occasions de le reconnaitre, la principale applica- 
ion, et probablement la seule qui puisse 6trejamais vraiment 
omplkte, de la mecanique rationnelle. 
Enfin nous devons encore signaler, en these genkrale, dans 
mhcanique actuelle, une lacune, secondaire il est vrai, 

Inis qui n’est pas sans importance, relativement A la thkorie 
A. C .  - I .  21 
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d’une classe de corps qui sont dans un Btat intermediaire 
entre la solidit6 et la fluidit6 rigoureuses, et qu’on pourrait 
appeler semi-fluides, ou demi-solides : tels sont, par exemple 
d’une part, les sables; et, d’une autre pari, les fluides A I’dtet 
g6latineux. I1 a B i A  prksentk quelques considBrations ration- 
nelles au sujet de ces corps, sous le nom de fluides impar- 
faits, surtout relativement h leurs surfaces d’6quilibre. hi? 
leur th6orie propre n’a jamais Et6 rbellement Btablie d’un? 
maniare gbn6rale et directe. 

Tels sont les principaux aperGus g6n6raux que j’ai cru dP- 
voir incliquer sommairement pour faire apprbcier le caractkrc 
philosophique qui distingue la mkcanique rationnelle, envi- 
sagbe dans son ensemble. I1 s’agit maintenant, en considfi- 
rant sous le m6me point de vue philosophique la compositioii 
effective de la science, d’apprkcier comment, par les impoi 
tants lravaux successifs des plus grands gbomktres, celb 
seconcle section gBn6rale si Btendue, si essentielle, et si dil 
ficile de la mathbmatique concrkte, a pu 6tre 6lev6e A C I I  

6minent degr6 de perfection thdorique qu’elle a atteint (1 
nos jours dans l’admirable trail6 de Lagrange, et qui noli 
prdsentc toutes les questions abstrailes qu’elle e, c t  sum 
tihle d’ofrrir, ramendes, d’aprks un principe unique, A ne p11 
dkpcndre que de recherches puremenl analytiques, corn11 
nous I’avons dkj jh reconnu pour les problkmes gt5om6trique 
Ce sera l’ohjet des trois leGons suivantes ; la premiere C O I  
sacrBe A la stulique, la seconde A la dynamiyue, et la trol 
sibme, A I’examen des th6orkmes gPn6raux de la m6caninl 
rationnelle. 



SEIZIRME LEGON 

Vue g6nbrale de la statique. 

L‘ensemble de la mkcanique rationnelle peut Mre trait6 
d’apres deux mkthodes gknkrales essentiellement distinctes et 
inkgalemtnt parfaites, suivant que la statique est conCue d’une 
manibre directe, ou qu’elle est considkrde comme un cas par- 
ticulier de la dynamique. Par la premiere mkthode, on s’oc- 
cupe immkdiatement de dkcouvrir un principe d’bquilihre 
suffisamment gknkral, qu’on applique ensuite zi la dktermi- 
nation des conditions d’equilibre de tous les systkmes de 
forces possibles. Par la seconde, au contraire, on cherche 
d’abord que1 serait le mouvement rksultant de I’action simul- 
tanbe des diverses forces quelconques proposkes, et on en 
dkduit les relations qui doivent exister entre ces forces pour 
que ce mouvement soit nul. 

La statique &ant nbcessairement d u n e  nature plus simple 
que la dynamique, la premiere mkthode a pu seule &tre 
employee I’origine de la mkcanique rationnelle. C’est, en 
effet, la seule qui fQt connue des anciens, entierement 
ktrangers h toute idee de dynamique, m6me la plus Blkmen- 
laire. Archimbde, vrai fondateur de la statique, et auquel 
Font dues toutes les notions essentielles que l’antiquitk pos- 
qbdait A cet bgard, commence etablir la condition d’Bqui- 
libre de deux poids suspendus aux deux extrbmitbs d’un 
levier droit, c’est-a-dire la nkcessitk que ces poids soient en 
&on inverse de leurs distances au point d’appui du levier; 
tils’efforce ensuite de ramener autant que possible h ce 
,*rincipe unique la recherche des relations d’kquilibre propres 
d‘autres systbmes de forces. Pareillement, quant zi la sta- 
i p e  des fluides, il pose d’abord son c8kbre principe, con- 
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sistant en ce que tout corps pIong.6 dans un fluide perd une 
partie de son poids &gale au poids du fluide d6plac8; et 
ensuite il en ddduit, dans un  grand nombre de cas, la 
thdorie de la stabilitd des corps flottants. Mais le principe du 
levier n’avait point par lui-m4me une assez grande gknAralitC 
pour qu’il fQt possible de l’appliquer rhellement la dkter- 
mination des conditions d’hquilibre de tous les systkmes de 
forces. Par quelques ingdnieux artifices qu’on ait succes- 
sivement essay6 d’en Btendre l’usage, on n’a pu effectivement 
y ramener que les systbmes composes de forces paralltdes. 
Quant aux forces dont les directions concourent, on a 
d’abord essay6 de suivre une marche analogue, en imagi. 
nant de nouveaux principes directs d’bquilibre spkcialement 
propres h ce cas plus g6nBra1, et parmi lesrjuels il faut SUC- 
tout remarquer l’heureiise idBe de Stkvin, relative A 1’8qui- 
libre du systbme de deux poids pos6s sur deux plans inclinds 
adoss6s. Cette nouvelle idde-mkre ea t  peut-&re suffi stric- 
tement pour combler la lacune que laissait dans la statique 
le principe d’Archimbde, puisque S t h i n  Btait parvenu A en 
d6duire les rapports d’6quilibre enlre trois forces appliqudes 
en un meme point, dans le cas du moins oil deux de ces 
forces sont h angles droits ; et il avait m6me remarque quc 
les trois forces sont alors entre elles comme les trois c W  
d’un triangle dont les angles seraient 6gaux a ceux form& pal 
ces trois forces. Mais, la dynamique ayant 6tB fondke dans 11 
meme temps par Galilee, les gkomktres cesskrent de suivrc 
l’ancienne marche statiyue directe, pr6f6rant proceder A I? 
recherche des conditions d’kquilibre d’aprks les lois des lor 
connues de la composition des forces. C’est par cette der- 
nikre mBthode que Varignon decouvrit la veritable thborl 
g6n6rale de 1’6quilibre d’un systbme de forces appliqukes PI 

un meme point, et  que plus tard d’iilembert Btablit e n h  
pour la premiere fois, les Bquations d’8quilibre d’un systCinl 
quelconque de forces appliquees aux diffkrents points d’ul  

corps solide de forme invariable. Cette mBthode est encol 
aujourd’hui la plus universellement employde. 

Au premier abord, elle semble peu rationnelle, puisqsi 
la dynamique &ant plus compIiyuBe que la statique, i l l )  
paralt nullement convenable de faire dependre celle ci 1’ 

l’autre. I1 serait, en effet, plus philosophique de ramener 
contraire, s’il est possible, la dynamique ti la statique, corn1 
on y est parvenu depuis. Mais on doit nkanmoins reconn?‘’ 
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que, pour traiter compktement la statique cornme un cas 
particulier de la dynamique, il suffit d'avoir forme seule- 
ment la partie la plus klkmentaire de celle-ci, la th6orie des 
mouvements uniformes, sans avoir aucun besoin de la th6orie 
des rnouvements varies. I1 importe d'expliquer avec precision 
cette distinction fondamentale. 

A cet effet, observons d'abord qu'il existe, cn genbral, 
deux sortes de forces: i o  lcs forces que j'appelle instanfades,  
comme les impulsions, qui n'agissent sur un corps qu'a l'ori- 
gine du mouvement, en l'abandonnant A lui-meme aussitat 
qu'il est en marclie; 20 les forces qu'on appelle a s e z  impro- 
prement acce'le'rafrices, et que je prkfkre nommer continues, 
comme les attractions, qui agissent sans cesse sur le mobile 
pendant toute la duree du mouvement. Cette distinction 
Cquivaut tividemment 5 celle des mouvements uniformes et 
des mouvements uarie's; car il est clair, en vertu de la pre- 
miere des trois lois fondamentales du mouvement exposkes 
dans la lepon prhddente, que toute force instantanke doit 
necessairement produire un mouvement uniforme, tandis que 
toute force continue doit, nu contraire, par sa nature, impri- 
mer au mobile nn mouvement indkfiniment vari6. Cela pose, 
on concoit fort aiskment, a priori cornme je l'ai deja indiqu6 
plusieurs fois, que la partie de la dynamique relative aux 
forces instantankes 011 aux mouvements uniformes doit Etre, 
sans aucune comparaison, infiniment plus simple que celle 
qui concerne les forces continues ou les mouvements variks. 
et dans laquelle consiste essentieliement toute la difficult6 
de la dynamique. La premiere partie presente une telle faci- 
lit6 qu'elle peut &re traitee dans son ensemble comme une 
CQnskquence immediate des trois lois fondamentales du mou- 
Yernent, ainsi que je I'ai exprcssement remarque A la fin dc 
in lecon preckdente. Or, il cst maintenant ais6 de concevoir 
o n  these gknkrale, que c'est seulement de cette premikre par- 
'ir de la dynamique qu'on a besoin pourconstituer la statique 
ornme un cas parliculier de la dynamique. 
En effet, le phhomkne d'kqiiilibre, dont il s'agit alors de 

ldcouvrir les lois, est 6-idemment, par sa nature, un p h h o -  
'nhe instantank qui doit &ire 6tudi6 sans aucun Bgard au 
'rmps. La consideration du temps ne s'introduit que dans 
' p s  recherches relatives a ce qu'on appelle la sfabilife' de 
' 4quilibre; mais ces recherches ne font plus, a proprement 
'wler, partie de la statique et rentrent essentiellement dans 
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la dynamique. En un mot, suivant l’aphorisme ordinhire dbja 
ciL6, on fait touajours, en statiyue, abstraclion du temps. II 
en resulte qu’on y peut regarder comme instantankes toutecl 
les forces que l’on considere sans que les theories cessent 
pour cela d’avoir toute la genBralit6 necessaire. Car, A chaquc 
Bpoque de son action, une force continue peut toujours &vi- 
demment &re remplacke par une force instanlanee mkcani- 
quement Bquivalen le, c’est-&-dire susceptible d’imprimer au 
mobile une vitesse Bgale B celle que lui donne efiectivemenl 
en cet instant la force proposde. A la veritk, il faudra, dans 

- le moment infiniment pelit suivant, substituer A cette force 
instantanee une nouvelle force de meme nature pour reprB- 
senter le changement eflectif de la vitesse,de telle sorte que, 
en dynamique, oh l’on doit considerer 1’Btat du mobile dans 
les divers instants successifs, on retrouvera nbcessairement 
par la variation de ces forces instanlandes la difficult6 fonda- 
mentale inhbrente ii la nature des forces continues, et qul 
n’aura fait que changer de forme. Mais, en statiyue, 00 il ne 
s’agit d’envisager les forces que dans un instant, unique, on 
n’aura point B tenir compte de ces variations, et les lois gbn‘t- 
rales de I’kquilibre, ainsi Btablies en considerant toutes ies 
forces comme inslantanees, n’en seront pas moins applicables 
B des forces continues, pourvu qu’on ait soin, dans cettr 
application, de substituer A chayue forcc continue la force 
instantanee qui lui correspond en ce moment. 

On conGoit donc nettement par la comment la statique 
abstraite peut &re traitke avec facilitd comme une simple 
application de la partie la plus Blementaire de la dynamique, 
celle qui se rapporte aux mouvements uniformes. La manikrt- 
la plus convenable d’effectuer cette application consiste A 
remarquer que, lorsque des forces quelcoriques sont en 6qui- 
libre, chacune d’entre elles, consiclkrke isoldment, peut &trr 
regardke cornme detruisant l’effet de l’ensemhle de toiites le< 
autres. Ainsi la recherche des conditions de 1’6quilibre-sr’ 
rednit, en ghkra l ,  B exprimer que l’une cpelconque  de^ 
forces du systeme, est Bgale et directement opposde d lart‘sul- 
tank  de toutes les autres. La diCficult6 ne consiste donc, dans 
cette mBthode, qu’h determiner cette rksultante, c’est-&dire 
A composer entre elles les forces proposbes. Cette composition 
s’effectue immediatement pour le cas de deux forces d’ap”’ 
la troisibme loi fondamentale du mouvement, et l’on en 
duit ensuite la composition d’un nombre quelconn~ - 
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forces. La question 618mentaire prksente, comme on sait, 
deux cas essentiellement distincts, suivant que les deux forces 
Q composer agissent dans des directions convergentes ou 
dans des directions parallbles. Chacun de ces deux cas peut 
&re trait6 comme dkrivant de l’autre, d’oh resulte parmi les 
geomhtres une certaine divergence dans la manibre d’ittablir 
les lois Blkmentaires de la composition des forces, suivant le 
cas que l’on choisit pour point de dkpart. Mais, sans contes- 
ter la possibilite rigoureuse de proceder autrement, il me 
semble plus rationnel, plus philosophiyue et plus slrictement 
conforme A l’esprit de cette maniere de traiter la statique, de 
commencer par la composition des forces qui concourent, 
d‘oh .l’on d6duit naturellement celles des forces paralleles 
comme cas particulier, tandis que la deduction inverse ne 
peut se faire yu’A l’aide de considerations indirectes, qui, quel- 
que ingenieuses qu’elles puissent btre, prksentent nkcessaire- 
ment quelque chose de forc6. 

Aprks avoir Btabli les lois Blementaires de la composition 
. des forces, les gkometres, avant de les appliquer A la re- 

cherche des conditions de l’hquilibre, leur font Bprouver or- 
dinairement une importante transformation, yui, sans 6tre 
completement indispensable, prbsente nkanmoins, sous le 
rapport analytique, la plus haute utilit6, par l’extreme sim- 
plification qu’elle introduit dans l’expression algkbrique des 
conditions d’bquilibre. Cette transformation consiste d a m  ce 
qu’on appelle la thkorie des momenfs, dont la propri6tB essen- 

, lielle est de rBduire analytiquement toutes les lois de la com- 
position des forces & de simples additions et soustractions. 
La dhomination de moments, entibrement detourndc aujour- 
d’hui de sa signification premikre, ne dksigne plus mainte- 
nant que la consideration abstraite du produit d’une force 
par une distance. I1 faut distinguer, comme on sait, deux 
sortes de moments, les moments par rapport A un point, qui 
indiquent le produit d’une Iorce par la perpendiculaire 
abaisske de ce point sur sa direction, et les moments par 
rapport 9 un plan, qui designent le produil de la force par la 
distance de son point d’application A ce plan. Les premiers 
ne dependent Bvidemment que de la direction de la force, et 
nullement de son point d’application ; ils sont spkcialement 
appropries par leur nature ?I la th6orie des forces non paral- 
Ii.les : les seconds, au contraire, ne dependent que du point 
‘!’application de la force et nullement de sa direction ; ils sont 
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donc essentiellement destines a la thBorie des forces para1 
lkles. Nous aurons occasion d‘indiquer, plus bas, par quelle 
heureuse idhe fondainentale M. Poinsot est parvenu & attri- 
bucr gdnbralement, et de la maniere la plus naturelie, une 
signification concrete directe a l’un et A l‘autre genre de mo- 
ments, qui n’avaient rkellement avant h i  qu’une valeur 
abstraite. 

La notion de moments une fois Btablie, leur thdorie 618- 
mentaire consiste essenliellement dans ces deux propriBt6s 
g6nkrales trks remarquables qu’on ddduit aisdment de la 
composition des forces : 10 si l’on considere un systkme de 
forces toutes situkes dans un meme plan et disposhes, d’ail- 
Ieurs, d’une manikre quelconque, le moment de leur rksul- 
tante, par rapport A un point quelconque de ce plan, est 8gal 
a la somme alghbrique des moments de toutes les compo- 
santes par rapport A ce meme point, en attribuant & ces 
divers moments le signe convenable, d’apres le sens suivant 
lequel chaque force tendrait i~ faire tourner son bras de levier 
autour de I’originc des moments supposhe fixe; 2 O  en consi- 
dBrant un systeine de forces paralleles disposdes d’une 
manikre quelconque dans l’espace le moment de leur r6sul- 
tante par rapport a un plan quelconque est Bgal la somme 
algbbrique des moments de toutes les composanles par 
rapport A ce meme plan, le signe de chaque moment &ant. 
alors naturellement ddtermini., conformkment aux rbgles 
ordinaires d’apres le signe propre ti chacun des facteurs 
dont il se compose. Le premier de ces deux theorkmes fon- 
dameiitaux a 6th decouvert par un gkometre auquel la mkca- 
niyue rationnelle doit beaucoup et dont la mdmoire a Bt6 
dignement relevee par Lagrange d‘un injuste oubli, Varignon. 
La manihre dont Varignon Btablit ce th6orkme dans le cas 
de deux composantes, d’021 rhsulte immhdiatement le cas 
gBndra1, est m&me specialemen t, reniarquable. En effet, re- 
gardant le moment de chaque force par rapport A un point 
comme Bvidemment proportionnel a l’aire du triangle qui 
aurait ce point pour sommet et pour base la droite qui reprd- 
sente la force, Varignon, d’aprks la loi du  parall8logramme 
des forces, prksente d’abord le theoreme des moments sou9 
une forme gkom6trique tr&s simple, en dbmontrant que si, 
dans le plan d’un parall6logramme, on prend un point quel- 
conque, et que l’on considhe les trois triangles ayant ce 
point pour sommet commun, et pour bases des deux r f W L  
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contigus du parallelogramme et la diagonale correspondante, 
le triangle construit sur la diagonale sera constammcn t kqui- 
valent A la somme ou A la diffkrence des triangles construits 
sur les deux cBtBs ; ce qui est en soi, comme l’observe avec rai- 
son Lagrange, un beau th6orkme de g6omktrie ind6pendam- 
ment de son utili16 en mdcanique. 

A l’aide de cette th6orie des moments, on parvient ?I expri- 
mer aiskment les relations analytiques qui doivent exister 
entre les forces dans 1’6tat d‘6quilibre, en considerant d’abord 
pour plus de facilit6, les deux cas particuliers d’un systkme 
de forces toutes situ6es d’une manikre quelconque dans un 
m&me plan, et d’un systkme quelconque de forces parallkles. 
Chacun de ces deux systemes exig-e, en gknbral, trois equations 
d’kquilibre, qui consistent : io pour le premier, en ce que la 
somme algkbrique des produits de chaque force, soit par le 
cosinus, soit par le sinus de l’angle qu’elle fait avec une 
droite fixe prise arbitrairement dans le plan, soit s6par6ment 
nulle, ainsi que la somme alg6brique des moments de toutes 
les forces par rapport A un point quelconque de ce plan; 
lo pour le second, en ce que la somme alg6brique de toutes les 
nrces proposbes soit nulle, ainsi que la somme algBbrique 
‘ e  leurs moments pris skparkment par rapport Q deux plans 
‘iffkrents paralleles A la direction commune de ces forces. 
pres avoir trait6 ces deux cas prdliminaires, il est facile 
en dkduire celui d’un systkme de forces tout Q fait quelcon- 

,ue. 11 suffit, pour cela, de concevoir chaque force du sys- 
”me dkcomposke en deux, l’une situ6e dans un plan fixe 
[uelconque, l’autre perpendiculaire A ce plan. Le systkme 
1ropos6 se trouvera dks lors remplace par l’ensemble de 
leux systbmes secondaires plus simples, l’un compos6 de 
orces dirig6es toutes dans un m$me plan, l’autre de forces 
wtes perpendiculaires A ce plan et cons6qixeinment paral- 
3les entre elles. Cornme ces deux systkmes partiels ne sau- 
Gent Bvidemment se faire Bquilibre l’un A l’autre, il faudra 
m, pour que 1’6quilibre puisse avoir lieu dans le systkme 
i’nkral primitif, qu’il existe dans chacun d’eux en particu- 
fir ce qui ramene la question aux deux questions pr6limi- 
)ires dbjh traitdes. Telle est du moins la manikre la plus 
inple de concevoir, en traitant la statique par la m6thode 
wmique, la recherche g6n6rale des conditions analytiques 

1’Cquilibre pour un systkme quelconque de forces; quoi- 
l l ’ i l  ftlt, d’ailleurs, possible Bvidemment, en coinpliquant la 
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solution, d e  resoudre directement le problhme dans soi 
entiere generalite, de faGon B y faire rentrer au contr~ire 
comme une simple application, les deux cas prhliminaires 
Quelque marche qu’on juge Q propos d’adopter, on trouvr 
pour 1’6quilibre d’un systeme quelconque de forces, les s i x  

equations suivantes : 

SP cos,a = 0, SP cos 6 = 0, SP cosy = a, 
Se’P (y COS a - x COS 6) = 0, SP (z COS a - x cosy) = o, 

en designant par P l’intensilk de l’une quelconque des force 
du systeme, par a, 6, y, les angles que forme sa dirtxtion 
avec trois axes fixes rectangulaires choisis arbitrairement, el 
par x, y, z, les coordonnees de son point dapplication rela- 
tivement A ces trois axes. J’emploie ici la caractbristique S 
pour designer la somme des produits semblables, propres ‘ 1  

toutes les forces du systeme P ,  P‘, P”, etc. 
Telle est, en substance, la maniere de proceder B la dbtei 

mination des conditions gkndrales de l’kquilibre, en conceyar 
la statique comme un cas parliculier de la dynamique Bl; 
mentaire. Mais, quelque simple que soit en effet cette mi 

thode, il serait Bvidemment plus rationnel et, plus satisfais. 
de revenir, s’il est possible, a la mdthode des anciens, en I 

gageant la statique de toute consideration dynamique, p0uJ 
proceder direclement A la recherche des lois de l’kquilibrc 
envisage en lui-meme, Q I’aide d’un principe d’bquilibre slil 
fisamment general, Btabli immkdiatement. C’est effectivemenl 
ce que les geomktres ont lent&, yuand une fois les Bquation. 
generales de 1’6quilibre ont 816 decouvertes par la mbthodr 
dynamique. Mais ils ont surtout kt6 determines .4 ktablir un‘ 
mdthode statique directe, par un motif philosophique d’nl 
ordre plus &lev6 et en meme temps plus pressant qoe le besoi 
de presenter la statique sous un point de vue Iogiqueplr 
parfait. C’est maintenant ce qu’il nous importe Bminemmeil 
d’expliquer, puisyue telle est la marche qui a conduil L:l 
grange A imprimer A l’ensemble de la m6canique rationncll 
cette haute perfection philosophique qui la caracidrise d; 
sormais. 

Ce motif fondamental rbsulte de la nBcessitk oh I’on 
irouve pour trailer, en gknkral, les questions les plus 
ficiles et les plus importantes de la dynamique, de les fall 

rentrer dans de simples questions de statique. Nom mvl 

SI’ (y cos y - z cos 6) = 0 ; 
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nerons spEcialement, dans la leGon suivante, le cElkbre principe 
general de dynamique decouvert par d’Alembert, et A l’aide 
duquel toute recherche relative au mouvement d’un corps ou 
d‘un systkme quelconque peut Btre convertie immkdialement 
en un+problkme d’kquilibre. Ce principe, qui, sous le point 
de vue philosophique, n’est vraiment, cornme je  l’ai dbjja 
indiqu6 dans la leGon precedente, que la plus grande g6nEra- 
lisation possible de la seconde loi fondamentale du mou- 
vement, sert depuis pres d’un sibcle de base permanente A la 
solution de tous les grands problhmes de dynamique, e l  doit 
Evidemment desormais recevoir de plus en plus une telle des- 
tination, vu l’admirable simplificalion qu’il apporte dans les 
recherches les plus difficiles. Or, il est clair yu’une semblable 
manikre de proceder oblige nkessairement a traiter A son 
tour la statique par une mkthode directe, sans la d6duire de 
la dynamique, qui ainsi est, au contraire, entikrement fondEe 
sur elle. Ce n’est pas qu’il y est, A proprement parler, aucun 
veritable cercle vicieux d pcrsister encore dans la marche or- 
ilinaire exposee ci-dessus, puisque la parlie Blementaire de 
la dynamique, sur layuelle seule on a fait reposer la statique, 
<e trouve, en realitA, &Ire complbtemenl distincte de celle 
qu’on ne peut traiter yu’en la reduisant a la statique. Rlais il 
n’en est pas moins evident que l’ensemble de la mhcanique 
rationnelle ne prksente alors, en procedant ainsi, qu’un ca- 
ractkre philosophique peu satisfaisant, B cause de l’alterna- 
live frbquente entre le point de vue siatique et le point de 
ue dynamique. En un mot, la science, mal coordonnee, se 
rouve, par la, manquer essentiellement d’unitk. 
L‘adoption dkficitive et l’usage universe1 du principe de 
‘Alembert rendaient donc indispensable aux progres futurs 
‘I> l’esprit humain une refonte radicale du systkme entier de 

I mbcanique rationnelle, oh, la statique &ant traithe direc- 
ment d’aprks une loi primitive d’equilihrs suffisamment 86- 
nrale, et la dynamiyue rappelke a la statique, l’ensemble de 
science ptit acyuerir un caractere d’unitk dksormais irrEvo- 
ble. Telle est la revolution kminemment philosophique ex& 
\Be par Lagrange dans son admirable trait6 de Mkcanique 
alyfique, dont la conception fondamentale servira toujours 

1 base b tous les travaux ultkrieurs des geomktres sur les 
is de l’equilibre et du mouvement, cornme nous avons vu la 
rande id6e-mhre de Descarkes devoir diriger indbfiniment 
111~s les speculations gt5omktriques. 
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En examinant les recherches des geomhtres anterieurs SUI 
les propridtes de l‘dquilibre, pour y puiser un principe direct 
de statique qui pOt offrir toute la gBn8ralitB nkcessairc, 
Lagrange s’est arri516 h choisir le p r i n c i p e  des vifesses vir- 
tuelles, devenu dBsormais si c618bre par l’usage immense el 
capital qu’il en fait. Ce principe, decouvert primitivement par 
Galilee dans le cas de deux forces, comme une proprihtt: 
gendrale que manifestait l’dquilibre de toutes les machines 
avait Bte, plus tard, Btendu par Jean Bernouilli A un nombri 
quelconque de forces, constituant un systkme quelconque 
et Varignon avait ensuite remarque expressement l’emploi 
universe1 qu’il Btait possible d’en faire en statique. La combr- 
naison de ce principe avec celui de d’Alembert a condui 
Lagrange h concevoir et b traiter la mkcanique rationnell 
tout entiere comme dBduite d’un seul thBorkme fondamental 
e t  a lu i  donner ainsi le plus haut de@ de perfection qu’nn 
science puisse acquerir sous le rapport philosophique, unf 
rigoureuse unit& 

Pour concevoir nettement avec plus de facilit6 le princip 
g6nBral des vitesses virtuelles, il est encore utile de le con‘ 
dBrer d’abord dans le simple cas de deux forces, comme l’aw 
fait Galilee. I1 consiste alors en ce que, deux forces se faisar 
Bquilibre A l’aide d’une machine quelconque, elles sont enll 
elles en raison inverse des espaces que parcourraient dans 1 
sens de leurs directions leurs points d’application, si on sup 
posait que le systkme vint prendre un mouvement infin) 
ment petit : ces espaces portent le nom de vifesses virtuell( 
afin de les distinguer des vitesses rkelles qui auraient ego 
tivement lieu si l’equilibre n’exist ait pas. Dans ceiBtat primill 
ce principe, qu’on peut trEs aisement verifier relativemenf 
toutes les machines connues, prBsente ddjA une grande utili11 
pratique, vu l’extr&me facilile avec IaquelIe il permet d’ohlc 
nir effectivement la condition mathematique d’dquilibre d’ur 
machine quelconque, dont la constitution serait meme enb 
rement inconnue. En appelant moment uirfuel, ou simplemP1l 
nzomenf, suivant l’acception primitive de ce terme parmi 1~ 
gdomktres, le produit de chaque force par sa vitesse virfirelll 
produil qui, en effet, mesure alors l’effort de la force pourmoll 
voir la machine, on peul simplifier beaucoup 1’6nonck du  p’ll 
cipe en se bornant A dire que, dans ce cas, les moments 
deux forces doivent &tre Bgaux et de signe contraire poi’ 

qu’il y ait Bqiiilibre ; le signe positif ou nhgatif drr c l w  
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moment est determine d’aprbs celui de la vitesse virtuelle, 
qu’on estimera, conformement a l’esprit ordinaire de la thkorie 
mathematique des signes, positive ou nkgative selon que, 
par le mouvement fictif que l’on imagine, la projection du 
point d’application sc trouverait tombey sur la direction m6me 
de la force ou sur son prolongement. Cette expression abrBg6e 
du principe des vitesses virtuclles est surtout utile pour 
Bnoncer ce principe d’une manibre gbnkrale, relativement B 
un systbme de forces tout B fait quelconque. I1 consiste alors 
en ce que la somme algdbrique des moments virtuels de toutes 
les forces, estimes suivant la rbgle prkckdente, doit &re nulle 
pour qu’il y ait Bquilibre ; et cette condition doit avoir lieu 
distinctement par rapport atous les mouvements Blkmentaires 
que le s y s t h e  pourrait prendre en vertu des forces dont il 
est anim6. En appelant P,  P‘, PI’, elc., les forces proposbes, 
et, suivant la notation ordinaire de Lagrange, 5p, E $ , & $ ,  elc., 
les vitesses virtuellcs correspondantes, ce priiicipe se lrouve 
immediatement exprima par 1’6qualion 

P6p + P 8 p ‘  + P”+” + etc. = 0. 
ou plus bribvement 

dans laquelle, par les travaux de Lagrange, la mkcanique 
rationnelle tout entikre p e d  6tre regard& comme implicite- 
ment renfermke. Quant B la statique, la difticul.te fondamen- 
Me de developper corivenabiement cette 6quation gknkrale 
<e rkduira essentiellement, lorsque toutes les forces dont il 
h u t  tenir compte seront bien connues, a une difficult6 pure- 
inent analytique, qui consistera A rapporter, dans chaque 
cas, d‘aprbs les conditions de liaison caractkristiques du 
cysteme considBr6, touks  les variations infiniment petites 6 p, 
3 p’, etc., au plus petit nombre possible de variations rBelle- 
ment inddpendantes, afin d’annuler separdment les divers 
:‘roupesde termes relatifs & chacune cle ces dernihresvariations 
ce qui fournit, pour l’kquilibre, autanl d’kquations distinctes 
qu’il pourrait exister de mouvements klkmentaires vraiment 
lliffhents par la nature du systbme proposk. En supposant 
clue les forces soient entikrement quelconques, et qu’elles 
4ent appliquees aux divers points d’un corps solide, qui ne 
.nit d‘ailleurs assujetti a aucune condition particulibre, on 
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parvient aussi imm6diatement et de la manibre la plus simple 
aux six 6quations gendrales de 1’Bquilibre rapportees ci-dessus 
d’aprhs la melhode dynamique. Si le solide, au lieu d‘btre 
complktement libre, doit Btre plus ou moins gene, il suffit 
d’introduire au nombre des forces du syst8me les resistances 
qui en r6sultent aprbs les avoir convenablement dkfinies, ce 
qui ne fera qu’ajouter quelques nouveaux termes 4 l’kquation 
fondamentale. I1 en est de meme quand la forme du solide 
n’est point supposee rigoureusement invariable, et qu’on 
vient, par exemple, B considher son elasticit& De semblables 
modifications n’ont d’autre effet, sous le point de vue 
que de compliquer plus ou moins Yequation des 
virluelles, qui ne cesse point pour cela de conservc 
sairement son entiere g6n6ralit6, quoique ces CI 
secondaires puissent quelquefois rendre presque inex 
les difficult& purement analytiques que prbsente la 
effective de la question proposbe. 

Tant que le theoreme des vitesses virtuelles n’ 
conGu quc comme une propriete gencirale de 1’6qui 
avait pu se borner B le verifier par sa conformite c 
avec les lois ordinaires de l’equilibre ddja ohtenues au 
et dont il prdsentait ainsi un resum6 tres utile par S~ 
cite et son uniformite. Mais, pour faire de ce th6orAme fon- 
damental la base effective de toute la mecanique rationnelle, 
en un mot, pour la convertir en un veritable principe, il &ail 
indispensable de l’etablir directement sans le deduire d’au- 
cun autre, ou du moins en ne supposant que des.propositionc 
prBlimi’naires susceptibles par leur extreme simplicit6 d’&trc 
presentees comme immediates. C’est ce qu’a si heureusement 
execute Lagrange par son ingenieuse demonstration fondCr 
sur  le principe des mouffes et dans IaquelIe il parvient 
prouver g6n6ralement le theoreme des vitesses virtuelles avec 
une extreme facilit6, en imaginant un poids unique, qui, ,I 
l’aide de moufles convenablement construits, se trouve rem 
placer s imul l anhen t  toutee Ies forces du systAme. On 8 

successivement propose depuis quelques autres ddmonslra- 
tions directes et generales du principe des vitesses virtuellc~ 
mais qui, beaucoup plus compliquees que celle de Lagrangc 
ne lui sont, en realite, nullement superieures quant ii 1,~ 
rigueur logique. Pour nous, sous le point de vue philoao- 
phique, nous devons regarder ce theorbme general commc iini 

consequence nbcessaire des lois fondamentales du rnm‘ 

‘avail BtB 
libre, on 
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a simpli- 
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ment, d’sh elle peut &re ddduite de diverses manihres, et 
qui devient ensuite le point de depart effectif de la mdcanique 
rationnelle tout entikre. 

L’emploi d’un tel principe ramenant l’ensemble de la 
science B une parfaite unite, il devient dvidemment fort peu 
inthressant desormais de connaitre d’autres principes. plus 
gbn6raux encore, en supposant qu’on puisse en obtenir. On 
peut donc regarder comme essentiellement oiseuses par lcur 
nature les tentatives qui pourraient &re projethes pour subs- 
tituer quelque nouveau principe 9 celui des vitesses virtuelles. 
Un tel travail ne saurait plus perfectionner nullement le 
caracthre philosophique fondamental de la m6canique ration- 
nelle, qui, dans le trait6 de Lagrange, est aussi fortement 
coordonn6e qu’elle puisse jamais 1’8tre. On n’y pourrait 
rbellement avoir en vue d’autre utilite effective que de sim- 
plifier consid6rablement les recherches analytiques anx- 
quelles la science est maintenant rbduite, ce qui doit paraitre 
presque impossible quand on envisage avec yuelle admirabic 
facilite le principe des vitesses virtuellos a Bt6 adapt6 par 
Lagrange ii I’application uniforme de I’analyse mathCmatique. 

Telle est donc la manikre incomparablement la plus par- 
faite de concevoir et de traiter la statique, et par suite l’eii- 
semble de la m6canique rationnelle. Dans un  ouvrage tel que 
celui-ci surtout, nous ne pouvions hhsiter un seul moment B 
accorder A cette mBthode une prbf6rence dclatante sur  loute 
autre, puisque son principal avantage caractdristique est de 
perfectionner au plus haut degr6 la philosophie de cette 
science. Cette consideration doit avoir B nos yeux bien plus 
d‘importance que nous ne pouvons en attribuer en sens in- 
Verse aux difficultes propres qu’elle prdsente encore fr8que.m- 
ment dans les applications, et  qui consistent essentiellement 
dans l’extreme contention intellectuelle qu’elle exige souvent, 
re qui peut 6tre regard6 comme dtant jusqu’ii un certain 
pint inherent B toute methode trks gdnkrale oh les questions 
quelconques sont constamment ramenBes B un principe 
mique. Ndanmoins ces difficultds sont assez grandes jus- 
qu’ici pour qu’on ne puisse point encore regarder la mhthode 
de Lagrange comme vraiment BIBmentaire, de manikre & 
pouvoir dispenser entikrement d’en considher aucune autre 
Ian., un enseignement dogmatique. C’est ce qui m’a d6ter- 
Inin6 caract6riser d’abord avec quelques ddvcloppements la 
4hode dynamique proprement dite, la seule encore gdnh- 
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ralement usithe. Mais ces, considkrations ne peuvent L ~ ~ ,  

Bvidemment que provisoires ; les principaux embarras qu’oc- 
casionne l’emploi de la conception de Lagrange n’ayant 
rbellement d’autre cause essentielle que sa nouveautb. ljne 
telle mkthode n’est point indbfiniment destinke sans doute A 
l’usage exclusif d’un trks petit nombre de gdomktres, qui en 
ont seuls encore une connaissance assez familikre pour utiliser 
convenablement les admirables proprikths qui la caract6 
risent : elle doit certainement devenir plus tard aussi popu- 
laire dans le monde mathematique que la grande Conception 
gEom6trique de Descartes, et ce progrks general serait vrai- 
semblablement dBjja presque effectuk si les notions fonda- 
mentales de l’analyse transcendante Btaient plus universelle- 
ment rkpandues. 

J e  ne croirais pas avoir convenablement caracthis6 toutes 
les notions philosophiques essentielles relatives la statique 
rationnelle, si je ne faisais maintenant une mention distincte 
d’une nouvelle conception fort importante, introduite dansla 
science par M. Poinsot, et que je regarde Commo le plus 
grand perfectionnement qu’ait BprouvB, sous kpoint  de vue 
philosophique, le systkme gbnkral de la mbcanique, depuis la 
r6gknkration opkree par Lagrange, quoiqu’elle ne soit pa? 
exactement dans la m8me direction. I1 s’agit, comme on 
voit, de l’jngknieuse et lumineuse thkorie des couples, qur  
M. Poinsot a si heureusement creBe pour perfectionner direi- 
tement dans ses conceptions fondamentales la mkcaniquc 
rationnelle, et dont la portde ne me parait point avoir it( 
encore suffisamment apprkcike par la plupart des g6ombtrcc 
On sait que ces couples, ou systkmes de forces parall&lr~ 
egales et contraires, avaient A peine kt6 remarques avan’ 
M. Poinsot comme une sorte de paradoxe en siatique,cl 
qu’il s’est emparB de cette notion isolke pour en faire immP- 
diatement le sujet d’une thkorie fort Btendue et, entikemenl 
originale relative a la transformation, la composition et n 
l’usage de ces groupes singuliers, qu’il a montrks douds d~ 
propriBtBs si remarquables par leur gBnkralit6 et leur sin]. 
plicit6. Ces propriktks fondamentales consistent essentielk- 
ment : i o  sous le rapport de la direction, en ce que I’elTp’ 
d’un couple depend seulement de la direction de son plan 0’1 

de son axe, et nullement de la position de ce plan, ni de cell1 
du couple dans le plan; 2 O  quant k l’intensite, en ce que I’eBf’ 
d’un couple ne depend proprement ni de la vnlrirr rlc oli- 
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des forces kg-ales qui le composent, ni du bras de levier sur 
lequel elles agissent, mais uniquement du produit do cette 
force par cette distance, auquel ill. Poinsot a donn6 avec 
raison le nom de moment du couple. 

En adoptant la mkthode dynamique proprement dite pour 
proceder B la recherche des conditions generales de 1’8qui- 
libre, M. Poinsot l’a prdsentee sous un point de vue complb 
ternent iieuf B l’aide de sa conception des couplcs, qui l’a 
consid8rablement simpliG6e et  Bclaircie. Pour caractkriser ici 
sornrnairement cette vari6t6 de la m8thode dynamique, il suf- 
lira de concevoir que, en ajoutant en un point quelconque 
du systhme deux forces kgales B chacune de celles que l’on 
consid8i-e et qui agissent, en sens contraire I’une de l’autre, * 

suivant une droite parallble B sa direction, on pourra ainsi, 
sans jamais altkrer kvideminent l’ktat du systbme proposk, le 
regarder comme remplace: i o  par un systeme de forces 
Egales aux forces primitives transportees toules parallelement 
<I leurs directions au point unique que l’on aura choisi, et qui, 
cn consequence, seront gkn6ralement reductibles en une 
seule; 2 O  par un systkme de couples ayant pour mesure de 
‘cur intensit6 les moments des forces proposkes relativement 
1 ce m6me point, et, dont les plans, passant tous en ce rn6:tie 
point, les rendront aussi reductibles genkralement B un 
‘Xouple unique. On voit, d’aprks cela, avec quelle facilit6 on 
Ilourra proceder ainsi la dklerinination des relations d’8qui- 
libre, puisqu’il suffira de trouver, par les lois connues de la 
rompositicn des forces convergentes, cette r6sultanle unique, 
din d’exprinier qu’elle est nulle: et ensuite, par les lois que 
\I. Poinsot a ktablies pour la composition des couples, obte- 
llir Bgalement ce couple rksultant, et l’annuler aussi sbpa- 
ibment; car il est clair que, la force et le couple ne ‘pouvant 
.c dktruire mutuellement, 1’8quilibre ne saurait exister qu’en 
p s  supposant individuellenient nuls. 

I1 faut, sans doute, reconnaitre que cette nouvelle ina- 
kre de proceder n’est point indispensable pour appliquer 
1 mkthode dynamique A la determination des conditions 
‘hkrales de l’equilibre. Mais, outre l’extreme simplification 
u’elle introduit dans une lelle recherche, nous devons sur- 
But apprbcier, quant aux progrks gknkraux de la science, la 
lute inattendue qu’elle y apporte, c’est-a-dire l’aspect &mi- 
I’mment lucide sous lequel elle prbsente une partie essentielle 

“es conditions d’kquilibre, toutes celles qui sont relatives 
A. C. - I. 22 
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aqx gomen& des forces proposdes, et qui constitaent la plus 
importante moiti6 des Bquations statiques. Ces moments, qui 
n’indiquaient jusqu’alors qu’une considkration purement abs- 
traite, artificiellement introduite dans la statique pour faci 
liter l’expression alg6brique des lois de l’dquilibre, ont pris 
dBsormais une signification concr&le parfaitement distiwte, 
et sont, entrks aussi naturellement que les forces elles-m6mes 
dans les sp6culations statiques, cornme &ant la rnesure 
directe des couples auxyuels ces forces donnent immhdia- 
tement naissance. On conGoit ais6ment d priori quelle faci- 
lite cette interpretation g6nBrale et BlBmentaire doit nkcessai- 
rement procurer pour la combinaison de toutes les idBes 
relatives A la thdorie des moments, comme on en voit deja 
d‘ailleurs la preuve effective dans l’extension et le perfection- 
nement de cette importante thdorie, par les travanx de 
M. Poinsot lui-meme. 

Quelles que soient, en rBalit6, les qualitks fondamentales 
de la conception de M. Poinsol par rapport A la statique, on 
doit nkanmoins reconnaltre, ce me semble, que c’est surtout 
au perfectionnement de la dynamique qu’elle se trouve, par 
sa nature, essenliellement deslinBe ; et je crois pouvoir assurer, 
A cet Bgard, que cette conception n’a point encore exercB 
jusqu’ici son influence la plus capitale. I1 faut la regarder, en 
effet, comme directement propre a perfectionner sous un 
rapport trks important les BlBments m6mes de la dynarnique 
gdndrale, en rendant la notion des mouvements de rotation 
aussi naturelle, aussi familikre, et presyue aussi simple q u e  
celIe des mouvements de translation. Car le couple peut 6tre 
envisage comme 1’616ment nature1 du mouvement de rotation, 
aussi bien que la force l’est du mouvement de translation. Ce 
n’est pas ici le lieu d’indiquer plus distinctement cette consi- 
deration, qui sera convenablement reproduite dam les IeGons 
suivantes. Nous devons seulement concevoir, en these gdnk- 
rale, qu’un usage bien entendu de la thBorio des couples 
Btablit la possibilitk de rendre 1’6lude des mouvements d~ 
rotation, qui constitue jusqu’ici la partie la plus cornpliqukr 
e t  la plus obscure de la dynamique, aussi Blhentaire 
aussi nette que 1’Btude des mouvements de translation. NOV 
aurons occasion de constater effectivement plus tard A que] 
de@ de simplicit4 el de Clark5 M. Poinsot est parvenu 3 
rbduire ainsi diverses propositions essentielles, relatives aux 
rnouvementa de rotation, ~1 qui n’dtaient &tablies avant h’ 



M ATHEM ATIQUE 339 

que de la manibre la plus penible et la plus indirecte, princi- 
palement en ce qui concerne les propriktks des aires, dont il 
a meme sensiblement augment6 1’6lendne et rkgularisk 
l’application sous divers rapports importank, surtout, en 
dernier lieu, quant B la dkterinination de ce qu’on appclle le 
plan invariable. 

Pour completer ces considkrations philosophiques sur 
l’ensemble de la statique, je crois devoir ajouter ici l’indi- 
cation sommaire d‘une dernibre notion genkrale, qu’il me 
parait utile d’introduire dans la theorie de l’kquilibre, de 
quelque manibre qu’on ait d’ailleurs jug6 convenable de 
l’btablir. 

Quand on vent se faire une juste idee de la nature des 
diverses equations qui expriment les conditions de l’kquilibre 
d’un systeme quelconque de forces, il est, ce me semble, 
insuffisant de se borner h constater que I’ensemble de ces 
Bquations est indispensable pour l’dyuilibre, et l’etablit in6vi- 
tablement. I1 faut, de plus, pouvoir assiguer netlement la 
signification slatique distinctemenl proprc a cliacune de ces 
equations envisagee isolkment, c’est-a-dire determiner avec 
precision en quoi chacune contribue skparement A la produc- 
tion de l’kquilibre, analyse h laquelle on ne s’attache point 
ordinairement, quoiqu’elle soit, sans doute, importante. Par 
quelque mkthode qu’on procede a 1’6tablissement des &qua- 
tions statiques, il est clair & priori que 1’6quilibrc nc peut 
rbsulter que de la destruction de ~ Q U S  les mouvemenls 6li.men- 
taires que le corps pourrait prendre en vertu des lorces dont 
il est anim6, si ces forces n’avaient point entre elles les 
relations nhcessaires pour se contrebalancer exactement. 
Ainsi chaque Bquation prise B part doit necessairement 
aneantir un de ces mouvements, en sorte que l’ensemble de 
ces Bquations produise l’kquilibre, par l’impossibilit6 oh sc 
trouve dbs lors le corps de se mouvoir d’aucune manikrc. 
Examinons maintenant sommairement le principe g6n6ral 
d’aprks lequel une telIe analyse me semble pouvoir s’opkrer 
dans un cas quelconque. 

En considerant le mouvement sous le point de vue le plus 
positif, comme le simple transport d’un corps d’un lieu dans 
un autre, indkpendamment dumode quelconque suivantlequel 
il peut &tre produit, il est evident que tout mouvement doit 
etre envisagk, dans le cas le plus gkneral, comme n6ces- 
qairement compose h la fois de translation et de rotation. Ce 
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n’est pas, sans doute, qu’il ne puisse reellement exister de 
translation sans rotation, ou de rotation sans translation ; 
mais on doit regarder l’un et l’autre cas comme btant d’ex- 
ception, le cas normal consistant en effet dam la coexistence 
de ces deux sortes de mouvements, qui s’accompagnent 
constamment, B moins de conditions particulibres tr6s prd- 
cises, et par suite fort rares, relativemeni, aux circonstances 
du phBnom8ne. Cela est tellemenl vrai que la seule vbrifi- 
cation de l’un de ces mouvemeiits est 1ia.bituellement regar- 
d6e avec raison par les gBomktres, q u i  connaissent loute la 
porlee de cette observation Blhentaire,  comme un puissant 
motif, non d’affirmer, mais de presumer trks vraisemblable- 
ment l’existence de l’autre. Ainsi, par exemple, la seule 
connaissance du niouvenient de rotation du soleil sur son 
axe, parfaitement conslat6 depuis Galilee, serait d priori 
pour un g6omt:tre une preuve presque ccrtaine d’nn mou- 
vement de translation de cet astre accompagne de toutes ses 
planbtes, quand meme les as tronomcs n’auraient point com- 
mence deja B reconnaitre cffectivement, par des observations 
directes, la realit6 de ce transport, dans un sens encore peu 
determine. Pareillement, c’est d’aprbs une semblable consi- 
deration qu’on admet communBment, avec raison, outre le 
motif d’analogie, l’existence d’un mouvement de rotation 
dans les planetes meme h 1’8gard desquelles on n’a point 
encore pu le constater directement, par cela seul qu’elles ont 
un mouvement de translation bien connu autour du soleil. 

I1 resulte de cette premiere analyse que Ies kquationsqui 
expriment les conditions d’hquilibre d’un corps, sollicit4 par 
des forces quelconques, doivent avoir pour objet, les unes de 
detruire tout mouvement de translation, les autres d’anbantir 
tout mouvement de rotation. Voyons maintenant, d’aprbs le 
meme point de vue, afin de completer cetapequ gbnbral, que1 
doit 6tre apriori le nombre des Bquations de chaque e s p h  

Quant A la translation, il suffit de considdrer que, pour 
emp8cher un corps de marcher dans un sells quelconque, il 
faut Bvidemment Yen empecher selon trois axes principaux 
silues dans des plans diffbrents, et qu’on suppose d’ordinaire 
perpendiculaires entre eux. En effet, quelle progression 
serait possible, par exemple, dans un corps qui ne pourrail 
avancer ni de I’est A l’ouest ou de I’ouest I’est, ni du nord 
au sud ou du sud au nord, ni enfin du hau t en bas ou du bas 
en haut?  Toute progression dans un autre sens quelconque 
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pouvant Bvidemment se concevoir mmme composde de pro- 
gressions partielles correspondantes dans ces trois sens 
principaux, serait dks lors devenue necessairement impos- 
sible. D’un autre cBt6, il est clair qu’on ne doit pas consi- 
derer moins de trois mouvements Blkmentaires inddpendants, 
car le corps pourrait se mouvoir dans le sens d’un des axes, 
sans avoir aucune translation dans le sens d’aucun des autres. 
On conqoit ainsi que, en gBn6ra1, trois Bquations de condi- 
tion seront nkcessaires et suffisantes pour Btablir, dans un 
systbme quelconque, I’Bquilibre de translation ; et chacune 
d‘elles sera specialement destinBe ZI dbtruire un des trois 
mouveinents de translation Blementaires que le corps pour- 
rait prendre. 

On peut presenter une considBration exacteinent analogue 
relativement A la rotation; il n’ji a de nouvelle difficult6 que 
celle d’apercevoir distinctement une image mbcanique plus 
compliqu6e. La rotation d’un corps dans un plan ou autour 
d’un axe quelconque, pouvant toujours se concevoir d6com- 
posee en trois rotations BIBmentaires dans les trois plans coor- 
donnks ou autour des trois axes, il est clair que, pour 
empecher toule rotation dam un corps, il faut aussi l’em- 
pbcher de tourner sBparBment par rapport 5t chacun de ces 
trois plans ou de ces trois axes. Trois Bquations sont donc, 
pareillement, nbcessaires et suffisantes pour Btablir 1’6qui- 
libre de rotation ; et I’on aperqoit, avec la meme facilitB que 
dans le cas prkckdent, la destination mkcanique propre & cha- 
cune d’elles. 

En appliquant I’analyse prEcBdente A l’ensemble des six 
Bquations generales rapporthes au commencement de cette 
lepon, pour 1’Bquilibre d’un corps solide animB de forces 
puelconques, il est ais6 de reconnaitre que les trois premikres 
sont relatives A 1’Bquilibre de translation, et les trois autres 
til’8quilibre de rotation. Dans le premier groupe, la pre- 
miere Cquation empeche la translation suivant l’axe des 
2 ,  la seconde suivant l’axe des y, et la troisikme suivant 
l’axe des z. Dans le second groupe, la premiere Bquation 
empeche le corps de tourner suivant le plan des zy, la 
ceconde suivant le plan des z z  ~ et la troisieme suivant, le plan 
des yz. On conqoit nettement par l5t comment la coexistence 
de toutes ces Bquations 6tabIit nkessairement YBquilibre. 

Cette decomposition serait encore utile pour rhduire, dans 
chaque cas, les equations d’kquilibre au nombre strictement 
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nhcessaire, quand on vient particulariser plus ou moins le 
systkme de forces considBrB, au lieu de le supposer entibre- 
ment quelconque. Sans entrcr ici dans aucun dBtail spbcialh 
ce sujet, il sufiira de dire conformkment au point de vue pr8- 
CBdent, que, la particularisation du systEme proposB res- 
treignant plus ou moins les mouvements possihla, soit 
quant a la rotation, aprbs avoir d’abord exactement ddter- 
minB dans chaque cas, ce qui sera toujours facile, en quoi 
consiste cette restriction, il faudra supprimer, comme super- 
flues, les 6quations d’Bquilibre relatives aux translations ou 
aux rotations qui ne peuvent avoir lieu, et conserver s~irle- 
ment celles qui se rapportent aux mouvements rest4 
sibles. C’est ainsi que, suivant la limitation plus ou 
grande du systEme de forces particulier que l’on con5 
il peut, au lieu de six Bquations ndcessaires en genera 
l’bquilibre, n’en plus subsister que trois, 011 deux, ou 
une seule, qu’il sera par Ih facile d’ohtenir dans chaqi 

On doit faire des remarques parfaitement anabgues 
aux restrictions de mouvements qui rbsulteraient, not 
constitution spBciale du systkme des forces, mais des 
plus ou moins Btroites auxquelles le corps pourrait Btre 
jetli dans certains cas, et qui produiraient des effets se 
bles. I1 suffirait Bgalement alors de voir nettement 
mouvements sont rendus impossibles par la nature de 
ditions imposdes, et  de supprimer les Bquations d’bqc 
qui s’y rapportent, en conservant celles relatives aux 
vements rest& libres. C’est ainsi, par exemple, que, d: 
cas d’un systhme quelconque de forces, on trouverait qi 
trois dernikres Bquations suffisent pour l’dquilibre, si le 
est retenu par ua  point fixe autour duquel il peut tourriel 
librement en tous sens, tout mouvement de translation &ant 
alors devenu impossible ; de m6me on verrait les Bquations 
d‘kquilibre &ire au nombre de deux, ou beme se rci 
une seule, s’il y avait B la fois deux points fixes, suiv: 
le corps pourrait ou non glisser le long de l’axe qui let 
et enfin on arriverait h reconnaItre que I’Bquilibre 
necessairement sans aucune condition, quelles que soi 
forces du systEme, si le corps solide prhsente trois pain1 
non en ligne droite. Enfin on pourrait encore empla 
meme ordre de considkralions lorsque les points, au lieu 
rigoureusement fixes, seraient seulement astreiiits li dernearr’ 
sur des courbes ou des surfaces donn6es. 
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bn le voit, ehtikrement inddpendant de la mdthode qdklcon- 
que d’aprbs laquelle auront 8tB obtenues les Bquatioiis de 
1’8quilibre. Mais les diverses mkthodes gknbrales sofit loin 
cependant de se pr6ter avec la m6me facilitB 9 ]’application 
de cette rkgle. Celle qui s’y adapte le tnieux, c’est incontes- 
tablement 1g mBthode statiyueproprementdite, fondke, cbmme 
nous l’avons vu, sur le principe des vitesses virtuelles. On 
doit meltre, en effet, au noinbre des propriktks caracthristi- 
ques de t e  principe, la nettetk parfaite avec laqttelle il analyse 
naturellement le phkmmkne de I’dquilibre, en considkrant 
distinctement chacun des rnouvements Bldmentaires que per- 
mettent les forces du systkme, et fournissant aussiibt one 
Bquation d’tiquilibre specialement relabive h ce mouvement. 
La mdthode dynamique ne prdsente point cet avantage 
important. I1 faut reconnaitre toutefois que, dans la: maniPre 
dont M. Poinsot l’a conyie, elle se trouve, a cet dgard, con- 
4dBtablement amBliorde, puisque la seule distinction des 
conditions d’kquilibre relative aux forces et de celles qui 
concernent les couples, distinction qui s’ktablit alors nkces- 
saifement, rdalise, par elle-m&me, la d8tetmination s6par6e 
entre l’kquilibre dc translation et I’Bquilibre de rotation. Mais 
la QBthode dynamique ordinaire, exclusivement usitee en 
statique avant la reforme de M. Poinsot, et que j’ai caractk- 
ris6e dans son enserlible au commencement de cette IeSon ne 
remplit nullement cette condition essentielle, sans layuelle 
nhanmoins, il me parait impossible de concevoir nettement 
l’expression analytique des Iois gknerales de 1’8quilibre. 

Aprks avoir considdrd les diverses manikres principales de 
parvenir aux lois exactes de 1’6quilibre abstrait pour un sys- 
lbme quelconque de forces, en supposant les corps dans cet 
ktat complktement passif que nous avions reconnu, yuoique 
Iwement hypothdtique, 6tre strictement indispensable 9 
I’Btablissement des principes fondamentaux de la mbcanique 
rationnelle; nous devons maintenant examiner comment les 
QBomktres ont pu tenir compte des propridtks generales natu- 
relles aux corps rdels, et auxquelles il faut nbcessairement 
nvoir 6gard dans toiite application effective de la mdcanique 
nhstraite. La seule que l’on sache jusyu’ici prendre en consi- 
hation d’une maniare vraiment complbte, c’est la pesanteur 
hestre. Voyons comment on a pu l’introduire, en efl‘et, dans 
‘T Bquatiods statiques. Cet important examen 

L‘esprit de l’andyse que je viens d’efiquisser est, c 
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doutr, &ns l’ordrs striclement logique de nos btudeu philo- 
sophiques, une anticipation vicieuse sur  la partie de ce cours 
relative B la physique proprement dite, ob nous envisagerons 
specialement la science de la pesanteur. R‘lais la thkorie 
des centres de gravite, A laquelle se reduit essentiellement 
cette etude statique de la pesanteur terrestre, joue un r6le 
trop Btendu et trop important dans toutes les parties de la 
idcanique rationnelle, pour que nous puissions nous dispen. 
ser de l’indiquer ici, a l’exemple de tous les g6omdtres, 
quoique ce ne soit pas strictement regulier. Du reste, je dols 
faire observer A ce sujet qu’on 6viterait presque entikrement 
tout ce qu’il y a vraiment d’irrationnel dans cette disposition 
scientifique, sans se priver nbanmoins des avantages capitaux 
que prBsente la resolution prkalable d’une telle question, si 
on contractait l’habitude de classer la thkorie des centres de 
g r a d e  parmi les recherches de pure geom6trie, comme je 
l’ai propose B la fin de la treizieme leCon. 

Pour tenir compte de la pesanteur terrestre, dans les ques- 
tions statiques, il suffit, comme on sait, de se representer, 
sous ce rapport, chayue corps homogene comme un systkrne 
de forces paralleles et Bgales, appliqukes a toutes les mole- 
cules du corps, et dont il faut determiner completement la 
resultante, qu’on introduira dks lors sans aiicune difficult6 
parmi les forces extdrieures primitives. En rkalit6, ce para]- 
lblisme et cette Bgalitb des pesanteurs molhculaires ne sod  
effectivement que des approximations, puisque, de fait, toute? 
ces forces concourraient au centre de la terre si cette planBtc 
Btaii rigoureusement sphdrique, et que leur intensite abrnlllr 
independamment des inegalitds qui tiennent li la force centri- 
fuge produite par le niouvement de rotation de la terrc, 
varie en raison inverse des carres des distances des molkculec 
correspondantes au centre de notre globe. R‘lais, quand il nr 
s’agit que des masses terreslres a notre disposition, auxquelkc 
sont ordinairement destindes c8s applications de la statiqur, 
les dimensions n’en sont janiais assez grandes pour que Ii. 
dBfaut de parall6lisme et d’Pgalii8 entre les pesanteurs (Ir‘ 
diverses molecules de chaque masse doive 6tre reellemenl 
pris en considhation. On suppose donc alors, avec raison, 
toutes ces forces rigoureusement paralleles et Bgales, ce qlll 

simplifie extreniement la question de leur composition. Jin 
effet, leur resultante est, des ce moment, @le li Jeursornmr, 
et agit suivant une droite parallkle A leur direction cornrn~lnr 
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en sorte que son intensit6 et sa direction sont iminediatement 
connues. Toute la difficulti se rkdnit donc A trouver son point 
d‘application, c’est-a-dire ce qu’on appelle le centre de  gravil.6 
du corps. D’aprBs les propriktks gknkrales du point d’appli- 
cation de la rksultante dam u n  systkme quelconque de forces 
paralkles, la distance de ce point & un plan quelconque est 
Bgale & la sornme des moments de loutes les forces du sys- 
terne par rapport h ce meme plan, divishe par la somme de 
ces forces elles-mhes.  En appliquant cette Iormule au centre 
de gravitk, et ayant Bgard ti la simplification que produit alors 
1’BgalitB de toutes les forces proposbes, on trouve que la dis- 
tance du centre de gravitk B un plan quelconque est &ale h 
la somme des distances de lous les points du corps considbrk, 
diviske par le nomhre de ces points; c’est-a-dire que cette 
distance est ce qu’on appelle proprement la moyenne arith- 
mktiyue entre les distances de tous les points proposks. 
Cette considkration Iondamenlale rhduit kvidemment la notion 
du centre de gravitk i~ 6tre puremen t g&omktrique, puisqu’en 
le cherchant ainsi comme centre des  moyennes dis tances,  
suivant la denomination rationnelle des anciens gkomBtres, 
laquestion ne conserve plus aucune trace de son origine 
mkcanique, et consiste seuleinent dans ce problkme de g6o- 
mktrie g6nBrale : Etant donnk un syslkme quelconque de 
points disposks entre eux d’une manibre dkterminke, trou- 
ver un point dont l a  distance A un plan quelconque soit 
moyenne entre les distances de tous les plans donnks h ce 
meme plan. I1 y aurait, comme j e  l’ai dkjja indique, des avan- 
tages importants A concevoi r habituellement ainsi la notion 
ghkrale du centre de gravith, en faisant complktement 
abstraction de toute considkration de pesanteur, car cette idee 
simple et purement geomktricpe est prhciskment celle qu’on 
doit s’en former dans la plupart des thkories principales de la 
mkcanique rationnelle, surtout quand on envisage les grandes 
proprikt6s dynamiques du centre des moyennes distances, 013 
I’idke hktkrogbne et surabondante de la gravitb introduit ordi- 
nairement une complication et une obscurith vicieuses. Cette 
manikre de concevoir la qnestion conduit naturellement, il 
cs t  vrai, Q l’exclure de la mkcanique pour la faire rentrer 
dans la g6om6trie, comine je l’ai proposh. Si je ne l’ai pas 
ainsi classhe effectivement, c’est uniyuement a h  de ne 
m’Bcarter que le moins possible des habitudes universellement 
‘pcues,quoi que je fusse tres convaincu qu’une telle transpo- 
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&€tion serait Ia seule disposition vraiment ratiorinellt?. Quoi 
qu’il en soit de celte discussion d’ordre, ce qui importe ebsen- 
tiellernent, c’est de ne point se mhprendre sur la veritable 
nature de la question, B quelque dpoque et sous quelque &no- 
mination qu’on juge convenable de la traiter. 

La seule definition geometrique 3u centre de gravith 
donnerait immedialement le moyen de le dbterrniner, si le 
systkme des points que l’on considere n’ktait compos6 que 
d’un nombre fini de points isoles, car il en rksulterait direc- 
tement alors des formules trBs simples et qui n’auraient 
nullement besoin &&re transformbes pour exprimer les coor- 
donn6es dh point cherchh, relativement trois axes Pectdh- 

fixes arbitrairement. Mais ces formules fondamentrlles 
ne peuveiit plus &tre employees sans transformation, dussitbt 
qu’il s’agit d’un systkme compos6 d’une infinite de points 
formant un veritable corps continu, ce qui est le cas ordinaite. 
Car le numdratctlr et le dbnominateur de chaqbe forhdle 
derenant d8s Iors simultanement infinis, ces formules n’offient 
plus aucune,signification distincte, et ne sauraient 6tre appli- 
quees qu’aprhs avoir htB convenablemenl transfokm6es. 
C’est dam cette transforrhation gkiihrale que consiste, sous 
le rapport analytique, toute la difficult6 fondamentale de la 
question du centre de gravith envisagee sous le point de vue 
le plus Btendu, Or, il est clair que le calcul ihtegral donne 
immediatement les moyens de la surmonter, puisque ce5 
deux sommes infinies qui constituent les deux termes de 
chaque formule sont Bvidemtnent par elIes-ni&mes de vdrL 
tables intbgrales, dont celIe qui exprime le d8nomin8t86r 
e n des trois formules se rapporte aux Blbments gEothB- 
triqaes infiniment petits de la masse considerbe, et cell6 qdi 
reprBsente le numbrateur propre 9 chaque formule se rap- 
porte aux produits de ces Blements par leurs coordbnnler 
correspondantes. I1 suit de la, pour ne considbrer ici que I p  

cas le plus gEnEral, qu’en ddcomposant le corps seulemenf 
en elements infinirnent petits dans deux sens par deux dries 
de plans infiniment rapprochks paralleles les uns BU plan dec 
zz, les mtres au plan des yz, on trouvera aussitdt les forfnulrc 
fondamentales : 
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qui feront Connaltre les trois coordonndes du centre de gravite 
du volume d'un corps homogbne de forme quelconque, liniite 
par une surface dont 1'Bquation en x, y et z est supposee 
donnee. On obliendrn de la m6me manibre, pour le centre de 
gravite de la surface s e d e  de ce corps, Ies formules : 

La determination des centres de gravite sera donc red& 
insi, dans chague cas particulier, A des recherches purement 
tialytiqtles, tout A fait analogues ?i celles qu'exigent, comme 
ious l'avons vu, les quadratures et les cubatures. Seulement, 
es integrations Btant, en gkneral, plus compliquees, 1'Btat 
"extrbme imperfection dans lequel se trouve jusqu'ici le 
alcul integral permettra bien plus rarement encore de par- 
rnir & une solution definitive. Mais ces formules generales 
(en ont pas moins, par elles-memes, une importance capi- 
de, pour introduire la consideration du centre de gravit6 
ans les theories gBn8rales de la mecanique analytique, ainsi 
[ue nous aurons specialement occasion de le reconnaitre 
lientat. I1 faut d'ailleurs considkrer, quant A la question 
nhe,  que ces formules Bprouvent de tr& grandes simplifi- 

d on vient A supposer que la surface qui termine 
' p  corps propose est une surface de revolution, ce qui heu- 
''ensement a lieu dans la plupart des applications vraiment 
importantes. 

Telle est donc essentiellement la manikre de tenir compte 
IC la pesanteur terrestre dam les applications de la statique 
Wraite. Quant 21 la pesanteur universelle, on peut dire que 
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* jusyu’ici elle n’a Bt6 prise en consideration d’une manih 
vraiment complete que relativement aux corps spherique!: 
Ce n’est pas que, lorsque la loi de la gravitation est suppod(, 
connue, et surtout en la concevant inversement proportion- 
nelle au carrd de la distance, comme dans la vkritablepesan- 
teur universelle, on ne puisse aisdment construire, & l’aidc 
d’integrales convenables, des formules qui expriment l’attrac- 
tion d’un corps de figure et de constitutions quelconquessui 
un point donnd, et m&me sur un autre corps. Mais ces expree- 
sions symboliques gendrales sont demeurees jusqu’ici le pluq 
souvent inapplicables, faute de pouvoir efyectuer les intdgra- 
tions qu’elles indiquent, m$me quand on suppose, pour 
simplifier la question, que chaque corps est homoghe. Ce 
n’est encore que par approximation fort imparfaite qu’on a p11 
parvenir A la determination definitive dans le cas trks simple 
de l’altraction de. deux ellipsoldes tres peu differents de la 
sphkre, ce qui a lieu heureusement pour toutes nos planktes, 
Ii faut d’ailleurs considirrer que, dans la rBalit6, ces formules 
supposent la connaissance priralable de la loi de la densitd 9 
l’interieur de chaque corps propose, ce que nous ignoronq 
jusqu’ici complktement. 

Dans l’ktat present de cette importante et difficile thdorie, 
on peiit dire que les theorkmes primitit‘s de Newton SUI’ 
l’attraction des corps spheriques constituent effectivemenl 
encore la partie la plus utile de cet ordre de notions. Ces 
propri6tks si remarqnables, et que Newton a si simplemenl 
dtahlies, consistent, comme on sait, en ce que : 10 I’attractio~l 
d’une sphene dont toutes les moldcules attirent en raison 
inverse du carre de la distance, est la meme sur un poinl 
exterieur quelconque, que .si la masse entiere de cette sphCrc 
Btait condenske A son centre ; 2 O  quand un point est placll 
dans l’intdrieur d’une sphere dont les molkcules agissent SUI’ 
lui suivant cette meme loi, il n’dprouve absolument aucunt’ 
attraction de la part de tou te la portion du globe qui se trouv 
A une plus grande distance que lui du centre, du moins, en 
supposant, si leglobe n’est pas homogene, que chacune des?: 
couches spheriques concen triques presente en tous ses poin 
la meme densite. 

La pesanteur est la seule force natureIIe dont nous sachior 
rkellement tenir compte en statique rationnelle : encore veil 
on combien cette etude est peu avancde par rapport A la p’ 
vitd universelle. Quant aux circonstances extkrienrrr 
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rales, dont, on a dQ Bgaleinent faire d’abord complktement 
abslraction pour Btablir les lois rationnelles de la mhcanique, 
comme le frottement, la resistance des milieux, elc., on peut 
dire que nous ne connaissons encore nullement la manibre de 
les introduire dans les relations fondamentales donnBes par 
lamecanique analytique, car on n’y est parvenu jusqu’ici qu’& 
l’aide d’hypothbses fort prdcaires, et m&me Bvidemment 
inexactes, qui ne peuvent &re rBellemenl consid6rees, dans le 
plus grand nombre des cas, que comme propres A fournir 
des exercices de calcul. Du resle, nous devrons revenir sur 
ce sujet dans la partie de ce cows relative B la physique pro- 
prement dite. 

Pour completer l’examen philosophique de l’enssmble de la 
statique, il nous reste enfin h considkrer sommairement la 
manibre gBnBrale d’6tablir la thBorie de l’dquilibre, lorsque 
le corps auquel les forces sont appliquhcs est suppos6 se 
trouver B 1’8tal fluide, soit liquide, soit gazeux. 

L‘hydrostatique peut &re complbtement traitBed’apr8s deux 
mbthodes gBn6rales parfaitement distinctes, suivanl qu’on 
cherche directemenl les lois de 1’Bquilibre des fluides d’aprks 
des considerations statiques exclusivement propres h cette 
classe de corps, ou qu’oii se borne A les deduire simplement 
4es principes fondamen taux qui ont dBjB fourni les Bquations 
statiques des corps solides, en ayant seulement Bgard, comine 
I convient, aux nouvelles conditions caractBristiques qui rB- 
iultent de la fluidit& 

La premiere mBthode a dQ naturellement commencer par 
!Ire la seule employbe, comme Btant primitivement la plus 
acile, sinon la plus rationnelle. Tel a Bt6 effeclivement le ca- 
actere des travaux des g6omEtres du dix-septieme et du 
iu-huitieme sibcles sur cette importante section de la m6ca- 
!que gknhrale. Divers principes statiques particuliers aux 
uldes, et plus ou inoins satisfaisants, ont 6tt. successivement 
rOposBs, principnlement i l’occasion de la c61bbre question 
ins laquelle les gdomblres se proposaient de determiner 
priori la veritable fPgure de la terre, supposBe originaire- 
ent toute fluide, question capitale qui, envisagee dans son 
\semble, se rattache en effet, directement ou indirectement, 
Mes les theories essentielles de l‘hydrostatique. On sait 
le Huyghens avait d’abord essay6 de la rhsoudre, en prenant 

principe d’byuilibre la perpendicularit6 Evidemment n8- 
‘’0 de la pesanteur A la surface lihre du fluide. Newton, 
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de son cat6, avait, B la meme Bpoque, choisi pour considbra 
tion fondamentale la necessite non moins Bvidente de 1’BgalitB 
de  poids entre les deux colonnes fliiides allant du centre, 
I’une au pale, I’autre A un point quelconque de 1’6quateur. 
Bouguer, en discutant plus tard cette importante question, 
montra clairement que ces deux manikres de proceder Btaient 
dgalement vicieuses, en ce que le principe d’Hupghens et 
celui de Newton, bien que tous deux incontestables, ne s’accor- 
daient point, dans un grand nombre de cas, A donner la meme 
force A la masse fluide en kquilibre, ce qui mettait pleinement 
en  evidence leur insuffisance commune. Mais Bouguer se 
trompa gravement 51 son tour, en croyant que la reunion de 
ces deux principes, lorsqu’ils s’accordaiept 51 indiquer unr 
meme figure, etai t en t ihemen t suffisaiite pour l’kquilibrc 
Giairaut, dans son immortel trait6 de la figure de la terre,dk- 
couvrit, le premier, les vdritables Iois g6ndraIes de l’equilibrc 
d’une masse fluide, en partant de la considhation hident? 
de l’equilibre isole d’un canal quelconque infiniment petil 
et, d’aprhs ce criterium infaillible, il montra qu’il pouva~’ 
exister une infinite de cas dans lesquels la combinaison exigh 
par Rouguer se trouvait observke sans que cependant 1’8qul. 
libre eat lieu. Depuis que I’ouvrage de Clairaut eut fond( 
dans son ensemble l’hydrosta tique rationnelle , plusieurc 
grands geomktres, continuant & adopter la m6me irnanikregP- 
iierale de prockder, s’occupkrent dbtablir la thPorie mathha- 
tique de l’dquilibre des fluides sur des considerations plus nn- 
turelles et plus distinctes que celle employee par son illustr 
iuventeur. On doit principalement distinguer, B cet Bgard, I? 
travaux de Maclaurin et surtout ceux d’Euler, qui ont donr 
h cette thBorie fondamentale la forme simple et rBgulib 
qu’elle a maintenant dans tous les trait& ordinaires, en 
fondant sur le principe de 1’6galit6 de pression en toiit sens 
qu’on peut regarder comme une loi generale indiquee parl’ob- 
servation relativement Q la constitution statique des fluideE 
Ce principe est incontestablement, en effet, le plus convenabl 
qu’on p u k e  employer dans une telle recherche, lorsqu’ol 
veut traiter directement par quelque consideration prop! 
aux fluidcs la thEorie de leur eyuilibre, dont il fournit imm 
diatement les equations generales avec une extreme facilili 
I1 suffit alors, pour les obtenir le plus simplement possibil 
aprBs avoir conCu la masse flnide partaghe en molhcules Cl1 
biques .par trois series de  plans infiniment rapprochk 1 ’  
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rallhles aux trois plans coordonnks, d’exprimer que chaque 
rnol&.de est Bgalement presske suivant les trois axes perpcn- 
diculaires A ses faces par l’ensemhle des forces du systkme, la 
pression de la molbcule en chaque sens ktant 6gde  B la dif’f8- 
Pence des pressions exercBes sur les deux faces opposBes cor- 
respondantes. On trouve ainsi que la loi mathkmatique de 
l’kquilibre d’un fluide quelconque, par quelles que forces qu’il 
soit sollicitd, est exprimke par les trois Bquations : 

d P  d P  d P  & = P X  -=pY,  -&=pz, d.!l 
ob P exprime la pression supportke par la mol6cule dont les 
coordonnBes sont x, y, z, et la densit6 ou pesanteur specifique 
p,et X, Y, Z, dksignent les composantes totales des lorces dont 
le fluide est animb suivant les trois axes coordonnks, Comme 
on peut Bvidemment deduire, de l’ensemble de ces trois Bqua- 
tions, la formule 

P = f p  ( X d z +  Y d y  + Z d s )  

pour la dhtermination de la pression en chaque point, quand 
les forces seront connues ainsi que la loi de la densitB, il est 
Yossible de donner une autre forme analytique a la loi gkn6- 
ale de 1’8quilibre des fluides, en se bornant B dire que la 
onction diBBrentielle, placke ici sous le signe s, doit satis- 
aire aux conditions connues cl’intBgrabilitB relativement aux 
‘rois variables indBpendantes x, y ,  z, ce qui est prBcis6inent 
!expression trbs simple trouvbe primitivement par Clairaut 
pant A la thhorie mathkmatique de l’hydrostatique. 
L‘Btude de l’kquilibre des fluides donne constamment lieu 

1 une nouvelle question gBnBrale fort importante qui leur est 
‘ropre, celle qui consiste B dBterminer, dans le cas d’kqui- 
bre, la figure de la surface qui limite la masse fluide. La 
dution abstraite de cette question est implicitement com- 
rise dans la formule fondamentale PrBckdente, puisqu’il 
ilffit Bvidemment de supposer que la pression est nulle ou 
11 moins constante, pour caractkriser les points de la sur- 
ice, ce qui donne indistinctement : 

writ A I’Bquation diffbrentielle gbnBrale de cette surface. 
oute la difficult6 concrete se rBduit donc essentiellement, 
1 chaque cas, h connaitre la loi rBeIle relative h la variation 

X d x  + Y d y  + Zdz = o 

http://rnol&.de
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de la densite dans l’interieur de la masse fluide propode 
B moins qu’elle ne soit homogkne; dktermination qui pr6sente 
des obstacles tout a fail insurmontables dans les applications 
les plus imporlantes. Si I’on en lait abstraction, la question 
ne pr6sente dks lors qu’une recherche analytique plus ou 
moins compliqu6e, consistant dans l’intdgration, le plus SOU- 
vent encore inconnue, dc l’dquation diflkrente. On doit 
remarquer d’ailleurs que cette kquation est, par sa nature, 
assez g6ndrale pour yn’on puisse I’appliquer meme Al’kquilibre 
d’une masse fluide qui serait animde d’un mouvement de 
rotation dBtermin6, coinme l’exige surtout la grande question 
de la figure des planktes. I1 suffit alors en effet de com- 
prendre, parmi les forces du systbme proposd, les forces 
centrifuges qui rksul tent de ce mouvement de rotation. 

Telle est, par aperGu, la manibre g6nkrale d’etablir la 
theorie math6malique de 1’6quilibre des fluides, en la fondant 
directement sur des principes statiques particuliers ti ce 
genre de corps. On conCoit, comme j e  l’ai dkja indique, que 
cette methode ait dit d’abord 6tre seule employee; car, 
1’6poque des premibres recherches, les diffkrences caractk- 
ristiques enlre les solides et Ics fluides clevaient n6cessaire- 
ment paraitre trop considkrables pour qu’aucnn gBomktrc 
pbt alors se proposer d’appliquer h ccus-ci les principec 
gdn6rnux uniquemcnt destinbs aux autres, en ayant seulement 
egard, dans cette d6duction1 h quelques nouvelles conditions 
sp6ciales. Mais quand leslois fondamentales de l’hydrostatique 
ont enfin 6t6 obtenues, et que l’esprit huniain, cessant d’ktre 
prdoccup6 de la difficult6 de leur 6tablissement, a pu mesurel’ 
avec justesse la diversite r6elle qui existe entre la thdorie des 
fluides et celle des solides, il dtait impossible qu’il ne clier- 
chiit poinl B les ramener ioutes deux aux m6mes principeq 
essentiels, et qu’il ne reconniit pas, en thkse g6n8rale1 l’applica- 

‘ bilit6 necessaire des rbglcs fondamentales de la statique I! 
1’6quilibre des fluides, pourvu qu’on tint compte convent’- 
blement de la variabilit6 de forme qui les caractdrise. En ul’ 
mot, la science ne pouvait rester sous ce rapport dans sori 

6tat primitif oh i’on accordaii une importance Bvidemmell’ 
exag6rde aux conditions propres aux fluides. Mais, pol; 

subordonner l’hydrostaiique la statique proprement dite, r’ 
augmenter ainsi par une plus grande unit6 la perfecliol 
rationnelle de la science, il Btait indispensable que la t h ~ o r l l  
abstraite de 1’6quilibre fat pr‘ealablement traitee d’aprk. 
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principe statique suffisamment general, qui seul pouvait etre 
directement applique aux fluides aussi bien qu’aux solides, 
car on ne pouvait point recourir, B cet eEet, aux Bquations 
d‘hquilibre proprement dites, dans la formation desquelles on 
avait toujours eu, nkcessairement, plus ou moins Bgard A 
l‘invariabilite du systbmc. Cette condition inevitable a 618 
remplie, lorsque Lagrange a conpu la manikre de fonder la 
statiyue, et par suite toute la mkcanique rationnelle, sur le 
seul principe des vitesses virtuelles. Ce principe est evidem- 
ment, en effet, par sa nature, tout aussi directement appli- 
cable aux fluides qu’aux solides. et c’est la une de ses 
proprietes les plus prhcieuses. Dbs lors l’hydrostalique, 
philosophiquement class6e B son rang naturel, n’a plus 618, 
dans le trait6 de Lagrange, qu’une division secondaire de la 
statique. Quoique cette manibre de la concevoir n’ait pas 
encore pu devenir suffisamment familikre, et que la mkthode 
hydrostatique directe soit restee jusqu’ici la seule usuelle, il 
n’est pas douteux que la rnethode de Lagrange finira par &re 
habituellement et exclusivemcnt adoptee, comme &ant celle 
qui imprime B la science son veritable caraclkre dkfinitif, en 
la faisant deriver tout enlikre d’un principe unique. 

Pour se representer nettement, en g6n8ra1, comment le 
principe des vitesses viriuelles peul conduire aux equations 
fondamentales de 1’6yuilibre des fluides, il suffit de consi- 
d6rer que tout ce qu’une telle applicatibn exige de particulier 
consiste i~ comprendre parmi les forces quelconques du 
systkme une force nouvelle, la pression excrcke sur chaque 
molecule, qui introduira un terme de plus dans 1’6quation 
g&n&rale, ou, plus exactement, qui donnera lieu h trois 
nouveaux moments virtuels, si l’on dislingue, comme il 
convient, les variations sBparemeni relatives & chacun des 
trois axes coordonnes. En procedant ainsi, on parviendra 
immediatement aux trois kquations gknerales de 1’6quilibre 
des fluides, qui ont et6 rapporthes ci-dessus d’aprks la 
mkthode hydrostalique proprement dite. Si le fluide consi- 
der& est liquide, il €audra concevoir le systkme assujetti ii 
cette condition caracteristique de pouvoir changer de forme, 
sans cependant jamais changer de volume. Cette condition 
d‘incompressibilitk s’introduira d’autanl plus naturellement 
dans 1’Bquation generale des vitesses virtuelles, qu’elle peut 
$‘exprimer immi.diatement, conime l’a fait Lagrange, par 
line formule analytique analogue a celle des termes de cette 

A. C, - I. 23 
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6quatSon, en exprimant que la variation du volume est nulle, 
ce qui m6me a permis B Lagrange de se representer abstrai- 
terhent cette incompressibilite comme l’effet d’une certaine 
force nouvelle, dont il suffit d’a*jouter le moment virtuel & 
ceux des forces du systbme. Si l’on veut Btablir au contraire, 
la theorie de 1’6quilibre pour les fluides gazeux, il faudra 
remplacer \la condition de l’incompressibilitb par celle qui 
assujettit le‘trolume du fluide B varier suivant une fonction 
determinee de la pression, par exemple en raison inverse de 
cette pression, conformement & la loi physique sur laquelle 
Mariotte a fond6 toute la mhcanique des gaz. Cette nouvelle 
circonstance donnera lieu une Bquation analogue a celle 
des liquides, quoique plus compliquee. Seulement cette 
dernibre section de la th6orie gdndrale de l’equilibre, outre 
les grandes difficultes analytiques qui lui sont propres, se 
ressentira nkcessairemcnt, dans les applications, de I’incerti- 
tude o-ir l’on est encore sur la veritable loi des gaz relativement 
B la fonction de la pression qui exprime rhellernent la densite 
car la loi de Mariotte s j  precieuse par son exlr6me simplicit&, 
ne peut malheurqusement 6tre regardee que comme une, 
approximation, qui, suffisamment exacte pour des circons-‘ 
tances moyennes, ne saurait 6tre Btendue rigoureusement 4 
un cas quelconque. 

Tel est le caractere fondamental de la methode incontesta- 
blement la plus rationnelle qu’on puisse employer pour for- 
mer la theorie abstraite de l’kquilibre des fluides, et que nous 
devons regarder, surtout dans cet ouvrage, cornme consti- 
tuant dksormais la conception dkfinitive de l’hydra 
Cette conception paraitra d’autant plus philosophit 
dans la statique ainsi traitbe, on trouve une suite d 
quelque sorte intermediaire entre les solides et le! 
lolesqu’on considere les questions relatives aux corp 
susceptibles de changer de forme jusqu’h un certa, 
d’aprks des lois d6termin6es, c’est-A-dire quand 
compte de la flexibilit6 et de l’8lasticit6, ce qui eta1 
le rapport analytique, une filiation naturelle qui fai 
par une succession de recherches presque insensi 
systkrnes dont la forme est rigoureusement inyariablc 
oh elle est au contraire Bminemment variabIe. 

Aprks avoir examine sommairement comment la 
rationnelle, envisagee dans son ensemble, a pu &tn 
enfin h ce haut degr6 de perfection speculative oh to 
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questions qu'elle est susceptible de prhsenter, constamment 
traitkes d'aprks un principe unique directement btabli, sont 
uniformkment rdduites A de simples probldmes d'analyse 
mathkmatiyue, nous devons maintenant entreprendre la 
meme Btude relativement A la dernibre branche de la mkca- 
nique gdndrale, nkcessairement plus &endue, plus compli- 
quke, et par suite plus difficile, celle qui a pour objet la th6o- 
rie du mouvement. Ce sera le sujet de la lepon suivante. 



D I X - S E P T I E M E  L E G O N  

Vue g6n6rale de la dynamique. 

j_ 

L’objet essentiel de la dynamique consiste, comme nous 
l’avons vu, dans 1’6tude des mouvenients varies produits par 
les forces coniinues, la theorie des mouvements uniformes 
dus aux forces instanfane‘es n’6tant entikrement qu’une simple 
consequence immhdiate des trois lois fondamentales du  mou- 
vement. Dans cette dynamique des mouvements varies ou 
des forces continues on distingue ordinairement et avec 
raison deux cas g&nBraux, suivant qu’on considhe IC mou- 
vement d’un point ou celui d’un corps. Sous le point de vue 
le plus positil, cette distinction revient A concevoir que, dans 
certains cas, toules les partics du corps prennent exactement 
le m&me mouvement, en sorte qu’il suffit alors, en effet,de 
determiner le mouvement d’une seule mokcule, chacune se 
mouvant comme si elle etait isolke, sans aucun Bgard aux 
conditions de liaison du systkme ; tandis que, dans le cas le 
plus general, chaque portion du corps ou chaque corps 
du systhme prenant un mouvement distinct, il faut examiner 
ces divers effets et connaitre l’influence qu’exercent sur eux 
les relations qui caracthisent le systkme considkrk. La 
seconde th6orie &ant Bvidemment plus coinpliqube que la 
premiere, c’est par celle-ci qu’il convient necessairement de 
commencer I’Btude spBciale de la dynamique, m&me quand 
on les deduit toutes deux de principes uniformes. TeI esl 
aussi l’ordre que nous adopterons ici dans l’indication de no< 
consid6rations philosophiques. 

Relativement au mouvement d’un point, nous savons ddj:l 
que la question gendrale consiste A determiner exactemeLl 
toutes les circonstances du mouvement curviligne cornpod. 
resultant de l’action simultanee de diverses forces continue. 
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quelconques, en supposant entierement connu le mouvement 
rectiljgne que prendrait le mcibile sous l’influence exclusive 
de chaque force envisagee isolkment Nous avons Bgalement 
constat6 que ce problkme Btait susceptible, comme tout, autre, 
d’etre considkre en sens inverse, lorsqu’on se proposait, au 
contraire, de decouvrir par quelles forces le corps est solli- 
cite, d’aprhs 1es circonstances caracteristiques directement 
connues du mouvement compose. 

Mais, avant d’entrer clans l’examen philosophique de ces 
deux questions g6n6rales1 nous devons d’abord arrkter notre 
attention sur une theorie prdliminaire fort importante, celle 
du mouvement variE envisage en lui-meme, c’est-&dire con- 
formemen t h I’expression ordinaire, la tht5orie du mouvement 
rectiligne produit par une seule force continue, agissant 
indhfiniment selon la mbme direction. Cette th8orie BMmen- 
taire est indispensable pour Btablir les notions fondamentales 
qui se reproduisent sans cesse dans toutes les parties de la 
dynamique. Voici en quoi elle consiste essentiellement, 
d’aprhs notre manihrc de concevoir la mecanique rationnelle. 

Nous avons precedemment remarque que, dans la question 
dynamique directe, il fallait nbcessairement supposer connu 
1’eKet de chaque force unique, la vBritable inconnue du pro- 
blhme gknEral &ant l’effet determine par le concours de 
toutes les forces. Cettc observation est incontestable. Mais, 
d’apr8s cela, que1 peut &re l’objet de cette partie prkliminaire 
de la dynamique qu’on destine B 1’8tude du mouvement rB- 
sultant de l’action d’une seule force continue? La contra- 
diction apparente ne tient qu’aux expressions peu exactes 
qu’on emploie ordinairement, et d’aprhs Iesquelles une telle 
question semblerait aussi distincte et  aussi directe que le4 
vbritables questions dynamiques, tandis qu’elle n’est r6eI- 
lement qu’un prkliminaire. Pour en concevoir nettement le 
vrai caractkre, il faut observer- que le mouvement varie 
produit par une seule force continue peut &re dt5fini de 
plusieurs manihres, qui dependent les unes des autres, et qui, 
par consequent, ne sauraient jamais &,re donnkes simultn- 
nbment, quoique chacune puisse &tre s6parkment la plus con- 
vanable, d’ob resulte la nkcessitt5 de savoir passer, en gdnBra1, 
de l’une quelconque d’entre elles h toutes les autres : c’est 
dans ces transformations que consiste proprement la theorie 
ghbrale preliminaire du mouvement vari8, designee fort in- 
exactement sous le nom d’6tude de l’action d’une force unique. 
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Ces diversee d6finitions 6quivaIentes d’un meme mouvement 
variB rbsultent de la consideration simultanee des trois fonc- 
tione fondamentales distinctes, quoique correIatives, qu‘on 
y peut envisager, l’espace, la vitesse et la force, coniys 
cornme dependant du temps Bcoul6. La loi du mouvement peut 
Btre immkdiatement donnee par la relation entre l’espace 
parcouru et le temps Bcoul6, et alors il importe d’en deduire 
la vilesse acquise par le mobile & chaque instant, c’est-&-dire 
celle du mouvement uniforme qui aurait lieu si, la force con- 
tinue cessant tout B coup d’agir, le corps ne se mouvait plus 
qu’en vertu de l’impulsion naturelle rbsultant, d‘aprbs la loi 
d’inertie, du mouvement d6jA effectuk : il est Bgalement int6- 
ressant de determiner aussi quelle est, & chaque instant, l’in- 
tensite de la force continue, comparee A celle d’une force acc& 
lhratrice constante bien connue, telle, par exemple, que la 
gravite terrestre, la seule force de ce genre qui nous soit 
assez familiere pour servir hahituellement de type convenable. 
Dans d’autres occasions, au contraire, le mouvement pourra 
&re naturellement defini par la loi qui rhgle la variation de la 
vitesse en raison du temps, et d’oh il faudra conclure celle 
relative & l’espace, ainsi que celle qui concerne la force. I1 en 
serait de m6me si la dBfinition primitive du mouvement con- 
sistait dans la loi de la force continue, qui pourrait 1 
toujours immediatement donnee en fonction du ter 
quelquefois par rapport & l’espace, comme, par 
lorsqu’il s’agit de la gravitation universelle, ou d’a 
relativement 4 la vitesse, ainsi qu’on le voit pour 
tance des milieux. Enfin, si I’on considere cet ordre 
tions sous le point de vue le plus Btendu, il faut c 
en general, que la definition d’un mouvement vari6 
donnee par une Bquation quelconque, pouvant con 
fois ces quatre variables dont une seule est indepen 
temps, I’espace, la vitesse, et la force; le p r o b l h  
tera & dkduire de cette equation la determination dist 
trois lois caractkristiques relatives A.l’espace, A la i 
h la force, et, par suite, en corrklation mutuelle. Ce 
general se rkduit constamment 4 une recherche p 
analytique, h I’aide des deux formules dynamiqi 

, damentales qui expriment, en fonction du temps, 1: 
et la force, quand on suppose connue la loi relativc 
pace. 

La mbthode infinitBsimale conduit h cos deult f i  

n’&tre pas 
nps, mais 
exernple, 
utres fojs 
la rksis- 
de que+ 

oncevoir, 
peut &e 
tenir A 13 

dante, le 
e consis- 
incte de3 
ritesse et 
roblbrnc 
urement 
ies fon- 
I vitesec 
3 a res- 



M ATHEM ATIQVE 359 

avec la plus gratlde facilitB. I1 suffit, en effet, pour les obte- 
nir, de considkrer, suivant l’esprit de cette mhthode, le moil- 
vement comme uniforme pendant la durke d’un meme inter- 
valle de temps infiniment petit, et comme uniformkment 
accC1krB pendant deux intervalles conskcutifs. Dbs lors,’ la 
vitesse, supposee momentanee constante, d’aprbs la premiere 
considkration, sera naturellement exprimhe par la diffkren- 
tielle de l’espace divisee par celle du temps; et, de m&me, 
la force continue d’aprbs la seconde sera Bvi- 
demment mesurde pas le rapport entre l’accroissement infi- 
niment petit de la vitesse, et le temps employe 2I produire cet 
accroissement. hinsi, en appelant t le temps BcoulB, e l’es- 
pace parcouru, u la vitesse acyuise et ‘p l’intensitd de la force 
continue Q chaqde instant, la corrklation g6n6rale et nkces- 
saire de ces quatre variable, simultanbes sera exprimhe analy- 
tiquement par les deux formules fondamentales : 

de d o  dze 
d €-d€2* 

u =-&, - -- 

D’aprbs ces formules, toutes les questions relatives 2I cette 
theorie preliminaire du mouvement varie se rkduiront imm8- 
diatement Q de simples recherches analytiques qui consiste- 
ront ou dans des diffkrentiations, ou, le plus souvent, dans 
des integrations. En considkrant le cas le plus gknkral, oh 
la dbfinition primitive du mouvement propose serait donnde 
seulement par une Bquation entre les quatre variables, le pro- 
bkme analytique consistera dans l’integration d‘une Bquation 
difi6rentielle du second ordre, relative A la fonction e, et 
qui pourra &re frequemrnent inexhutable, vu I’extreme 
imperfection actuelle du calcul integral. 

La conception fondamentale de Lagrange, relativement Q 
l’analyse transcendante, l’ayant nhcessairement oblige se 
priver des facilitks qu’offre l’emploi de la methode infinitksi- 
male pour 1’6tablissement des deux formules dynamiques 
pr6c6dentes, il a 616 conduit a presenter cette th6orie SOUS 
un nouveau point de vue, dont on n’a pas communement, ce 
me semble, assez apprbcie l’importance, et qui me parait 
singuliPrement propre & Bclaircir la veritable nature de ces 
notions Blementaires. Lagrange a montr6 dans sa The‘orie 
des fonetions analytiques que cette consideration dynamique 
consistait rkellement ?I concevoir un mouvement vari6 quel- 
conque cornme compos6 h chaque instant d’un certain mou- 
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vement uniforme et d’un autre mouvement uniformhment 
variB, en l’assimilant au mouvement vertical d’un corps pesant 
l a n d  avec une impulsion initiale. Mais’pour donner ?I cette 
lumineuse conception toute sa valeur philosophique, je crois 
devoir la prksenter sous un point de vue plus Btendu que ne 
l’a fait Lagrange, comme donnant lieu i une thBorie com- 
plete de l’assimilation des mouvements, exactement sem- 
hlables i la theorie gBnBrale des contacts et des surfaces 
exposee dans les treizieme et  quatorzikme leqons. 

A cet ef’l’et, supposons deux mouvement,s rectilignes quel. 
conques, dBfinis par les Bquations e = f ( f ) , E  = F(t) ; que les 
deux mobiles soient parvenus au bout du temps t B une m&me 
situation ; et considBrons leur distance mutuelle aprks un 
certain temps t f h .  Cette distance, qui sera Bgale A la diffk- 
rence des valeurs correspondantes des deux fonctions f et F 
aura Bvidemment pour expression, d’aprks la formule de 
de Taylor, la sBrie : 

A l’aide de cette sbrie, on pourra, par des considerations 
entierement analogues B celles employtSes dans la thborie des 
courbes, se faire une idee nette de I’assimilation plus ou 
moins parfaite des deux mouvements, suivant les relations 
analytiques plus ou moins Btendues des deux fonctions pri- 
mitives fet  F. Si leurs dBrivBes du premier ordre ont une 
meme valeur, il existcra entre les deux mouvements ce qu’on 
pourrait appeler une assimilation du premier otsdre, sem- 
blable au contact du premier ordre dans les courbes, et qu’on 
pourra caractkriser, sous le rapport concret, en disant aiors 
que le mouvement des dcux corps sera le meme pendant un 
instant infiniment petit. Si en outre, lcs deux dhrivdes da 
second ordre prennent encore la memc valenr, l’assimilation 
des mouvemcnts deviendra plus inlime, et s’blevera au second 
ordre ; elle consistcra physiquement alors en ce quc les 
deux mobiles auront le mBme mouvement pendant deux 
instants infiniment petits consecutifs. Pareillement, en ajou- 
tant B ces deux premieres relations 1’Bgaliti: des troisibmrP 
dBrivBes, on Btablira, entre les mouvements considdrk 1111 ’ 
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a‘ssimilation du froisitme ordre, qui Ies fera colncider pen- 
dant trois instanfs conshcutifs, et ainsi de suite indkfiniment. 
Le degrB de similitude des deux mouvements, determine ana- 
lytiquement par le nombre de fonctions dBrivtSes successives 
qui auront respectivement la mEme valeur, aura toujours 
pour interprdtation concrete la cohcidence des deux mobiles 
pendant un nombre 6gal d’instants conskcutifs ; comme 
nous avons vu l’ordre du contact des courbes mesurk gEom6- 
triquement par la communautB d’un nombre correspondant 
d’B16ments successifs. Si la loi caract6ristique de l’un des 
mouvements proposhs contient, dans son expression analyti- 
que, quelques constantes arbitraires, on pourra I’assimiler 
B un autre mouvement quelconque jusqu’8 un ordre marqub 
par le nombre de ces constantes, qui seront alors dBtermi- 
n6es d’aprbs les Bquations destinBes $I Btablir, suivant la 
theorie prbckdente, ce degrB d’intimitk entre les deux mou- 
vements. 

Cette conception fondamentale conduit 21 apercevoir la pos- 
sibilit8,du moins sous le point de vue abstrait, d’acqudrir une 
connaissance de plus en plus approfondie d’un mouvement 
varik quelconque, en le comparant successivement B une 
suite de mouvements connus, dont la loi analytique dBpende 
d‘un nombre de plus en plus grand de constantes arbitraires, 
et qui pourront, par cons6quent, avoir avec lui une co‘inci- 
dence de plus en plus prolong6e. Mais, de meme que nous 
avons vnla thBorie gknkrale des contacts des lignes, appliqu6e 
B la mesure de la courbure des unes par celle des autres, 
devoir se rEduire efyectivement 21 la comparaison d’une courbe 
quelconque d’abord avec une ligne droite et ensuite avec un 
cercle, ces deux lignes Btant les seules qu’on puisse regarder 
comme assez connues pour servir utilement de type B 1’8gard 
des autres ; pareillement la thkorie dynamique relative B la 
mesure des mouvements les uns par les autres doit Btre rdel- 
lement limitBe B la comparaison effective de tout mouvement 
varit5, d’abord avec un mouvement uniforme ob Yespace est 
proportionnel au temps, et ensuite avec un mouvement uni- 
formkment v a t 3  oh l’espace croit en raison du carre du 
temps ; ou bien, afin de tout embrasser en une seule consid& 
ration, avec un mouvement compos6 d’un mouvement uni- 
forme, et d’un autre uniformkment variB, tel que celui d’un 
corps pesant animB d’une impulsion initiale. Ces deux mou- 
vements Bldmentaires sont, en effet, comme le remarque 
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Lagrange, les seuls dont nous ayons rdellement une notion 
assez familiere pour que nous puissions les appliquer avec 
succks B la mesure de tous les autres. En Btablissant cctte 
assimilation, on trouve, d’apres la th6orie preckdente, que 
tout mouvement variB peut 6tre A chaque instant compare h , 
celui d’un corps pesant qui aurait requ une vilesse initiale 
&gale A la premiere d6riv6e de l’espace parcouru envisage 
comme une fonction du temps kcoul6, et qui serait anime 
d’une gravit6 mesuree par la seconde d6riv8e de cetle m&me 
fonction, ce qui nous fait entrer dans les deux formules [on- 
damentales obtenues ci-dessus par la methode infnitesimale. 
Le mouvemeiit propose co’incidera pendant un instant infini- 
ment petit avec le mouvement uniforme exprim6 dans la pre- 
miere partie de cette comparaison, et pendant deux instants 
consdcutifs avec le mouvement uniformemen t ace&l&r6 qui 
correspond A la seconde partie. On se formera donc ainsi 
une idee nette du mouvement du mobile A chaque mqment, 
et de la manikre dont il varie d u n  moment B l’autre, ce qui 
est strictement suffsant. 

Quoiyne la conception de Lagrange, telle que je l’ai g6n& 
raliske, conduise finalement aux m6mes resultats que la th6o- 
rie ordinaire, il est ais6 de sentir cependant sa superiorit4 
rationnelle, puisque ces deux theoremes fondamentaux, dans 
lesquels on avait vu jusqu’alors le terme absolu des efforts 
de l’esprit humain, relativement A l’ktude des mouvements 
varies, peuvent &re envisages maintenant comme une simple 
application particulibre d’une methode trks gknbrale, qui DOUS 
permet abstraitement d’entrevoir une mesure beaucoup plus 
parfaite de tout mouvement vari6, quoique de puissant8 
motifs de convenance nous obligent B considBrer seulement 
la mesure primitivement adoptee. On conqoit, d’aprh ce qui 
prkckde, que si la nature nous offrait un exemple simple et 
familier d’un mouvement rectiligne dans lequel l’espace crol- 
trait proportionnellement au cube du temps, en ajoutant Q nos 
notions dynamiques ordinaires la consid6ration habituelle 
de ce mouvement, nous obtiendrions une connaissance plus 
approfondie de la nature d’un mouvement varib quekonqur, 
qui pourrait alors avoir avec le triple mouvement ainsi com- 
pose une assimilation du troisieme ordre, ce qui nous per- 
mettrait d’envisager directement, par une seule w e  de 1’0s- 

prit, 1’Btat du mobile pendant trois instants conshcutifs, 
tandis que nous sommes maintenant forces de noks arretor il 

I 

i 
1 
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deud instants. Sous le rapport analytique, au lieu de nous 
borner aux deux premieres foiictions dErivees de l’espace 
relativement au temps, cette m6thode reviendrait B consid6rer 
simultanement la troisikme ddrivee, qui aurait dks lors aussi 
une signification dynamique dont elle est actuellement de- 
pourvue. Dans cette supposition, de m6me que nous conce- 
vons habituellement la force accekratrice pour nous reprk- 
senter les changements de la vilesse,nousaurions pareillement 
une consideration dynamique propre B nous figurer les varia- 
tions de la force continue. Notre Btude generale des mouve- 
ments varies deviendrait encore plus parfaite si, Btendant cette 
hypothbse, il existait en outre un mouvement connu dans 
lequel I’espace fOt  proportionnel A la quatrikme puissance du 
temps, et ainsi de suite. Mais, enrdalite, parmi les mouvements 
simples oh l’espace parcouru se trouve croftre proportionnel- 
lement B une puissance entikre et positive du temps Ecoule, 
l’observation ne nous faisant connaltre que le mouvement ~ 

unifurme produit par une impulsion unique et le mouvement 
uniformdment acc616r6 qui rbsulte de la pesanteur terrestre 
suivant la dkcouverte de Galilde, nous sommes contraints de 
nous arreter aux deux premiers degr6s de la th6orie pr6c6- 
dente pour la mesure generale des mouvements varies quel- 
conyues. Telle est la veritable explication philosophiyue de 
la methode universellement adoptke, estimee B sa valeur 
r6elle. 

J’ai cru devoir insister sur cette explication, Farce que cette 
conception fondamentale me semble n’etre pas encore 
apprbciee d’une manikre convenable, quoi qu’elle soit la base 
de la dynamique tout entihe. 

Aprks l’examen gBnEral de cette importante theorie pr6li- 
minaire, je passe maintenant k considerer sommairement 
le caracthe philosophique de la veritable dynamique ration- 
nelle directe, c’est-&-dire de 1’6tude du mouvement curvi- 
ligne produit par I’action simultanee de diverses forces con- 
tinues quelconqucs, en continuant ii supposer d’abord que le 
mobile soit regard6 comme un point, ou,  ce qui revient au 
meme, que toutes les molecules du corps prenant exacteinent 
le m6me mouvement, chacune se meuve isolement sans Btre 
affectbe par sa liaison avec les autres, 

On doit distinguer, en general, clans le mouvement curvi- 
ligne d’une molkcule soumise A l’action de forces quelconques, 
deux cas trhs diffbrents, suivant qu’elle est d’ailleurs .enti&- 
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rernent libre, de manikre $i devoir dBcrire la trajectoire qui 
resultera naturellement de la combinaison des forces pro- 
poshes, ou que, au contraire, elle est astreinte & se mouvoir 
sur une seule courbe ou sur une surface donnde. La thdorie 
fondamentale du mouvement curviligne peut &re Ctablie 
dans son ensemble suivant deux modes fort distincts, en 
prenant pour base l’un ou l’autre de ces deux cas, car chacun 
d’eux peut etre trait6 directement et se trouve en mdme 
temps susceptible de se rattacher A l’autre, les deux consi- 
derations &ant presque Bgalement naturelles selon le point 
de vue oh l’esprit se place. En partant du premier cas, il suf- 
Era, pour en deduire le second, de regarder la resistance, 
tant active que passive, de la courbe ou de la surface sur 
Iaquelle le corps est assujettihrester, commeunenouvelleforce 
& joindre A celles du systeme propos6, ainsi que nous avons 
vu qu’on a coutume de le faire en statique. Si, au contraire, 
on prbfkre Btablir d’abord la thdorie du second cas, o a y  
rambnera ensuite le premier, en considkrant le mobile comme 
force A d6crire la courbe qu’il doit effectivement parcourir, 
ce qui suffira entikrement pour former les Byuations fonda- 
mentales, malgre que cette courbe soit alors primitivement 
inconnue. Quoique cette dernikre mdthode ne soit point 
ordinairement employ&?, il convient, je crois, de les caract6- 
riser ici toutes deux, pour donner le plus completement pos- 
sible une juste idee de la theorie gknkrale du mouvement 
curviligne, car chacune d’elles a,  ce me semble, des avan- 
tages importants qui lui sont propres. Gonsidbrons d’abordla 
premiere. 

Examinant, en premier lieu, le mouvement curviligne d’une 
moldcule entikrement libre soumise B l’action de forces con- 
tinues quelconques, on peut former de deux manikres dis- 
tinctes les Bquations fondameutales de ce mouvement, en le8 
dbduisant par deux modes diffkrents de la th6orie du mou- 
vement rectiligne. Le premier mode, qui a d’abord dtd le 
plus employe par les gkometres, quoique, sous le rapport 
analytique, il ne soit pas le plus simple, consiste A ddcom- 
poser A chaque instant la resultante totale des forces con- 
tinues qui agissent sur le mobile en deux forces, l’une dirigde 
selon la tangente & la trajectoire qu’il dbcrit, I’autre suivant 
la normale. Considdrons alors pendant un instant infiniment 
petit le mouvement comme rectiligne et ayant lieu dans la 
direction de la tangente, d’aprks Ia premiere loi fondamentale ’ ; 

I 
j 
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~1 mouvement. La progression du corps en ce sens ne sera 
Bvidemment due qu’8 la premiere de ces deux composantes, 

laquelle, par consdquent, on pourra appliquer la formule 
Blkmentaire rapportke ci-dessus pour le inouvementrectiligne. 
Cette composante, qui est d‘ailleurs Bgale 9 la force acchlk- 
ratrice totale multiplihe par le cosinus de son inclinaison 
sur la tangente, sera donc exprimBe par la seconde fonction 
dBrivde de l’arc de la courbe relativement au temps. En dB- 
veloppant cette Bquation par les formules giromBtriques con- 
nues, et introduisant dans le calcul les composantes de la 
force accklkratrice totale parallelement aux trois axes coor- 
donnks rectangulaires, on parvient finalement aux trois Bqua- 
tions fondamentales ordinaires du mouvement curviligne. Le 
second mode, plus simple et plus rBgulier, dO B Eider, et 
depuis gknhralement adopth, consiste Q obtenir immddiate- 
ment ces Bquations en dkcomposant directement le mouve- 
ment du corps A chaque instant, ainsi que la force continue 
totale doni il est animB, en trois autres dans le sens des trois 
axes cooydonnbs. D’apres la troisieme loi fondamentale du 
mouvement, le rnouvement selon chaque axe &ant inddpen- 
dant des mouvements suivant les deux autres, n’est dfi qu’8 
la composante totale des forces accBlBratrices parallelement 
4 cet axe, en sorte que le mouvement curviligne se trouve 
ainsi continuellement remplacB par le systeme de trois mou- 
vements rectilignes, Q chacun desquels on peut aussitat appli- 
pe r  la thBorie dynamique prkliminaire indiquke ci-dessus. 
En nommant X ,  Y ,  2, Ies composantes totales, parallelement 
aux trois axes des x, des y, et des z, des forces continues qui 
agissent ?I chaque instant df, sur la molBcule dont les coor- 
donnbes sont x, y, z, on obtient ainsi immediatement les 
liquations : 

iuxquelles on ne parvient que par un assez long calcul en 
4vant le premier mode. 

Telles sont les Bquations diffkrentielles fondamentales du 
llouvement curviligne, d’aprks lesquelles les questions quel- 
’onques de dynamique relalives 8 un corps dont toutes les 
lolkcules prennent exactement le m&me mouvement se 
hduisent immbdiatement B des problemes purement analy- 
wes,lorsqueles donnkes ont Btk convenablement exprimdes. 



366 PHILOSOPHIE POSITIVE 

En considQant d’abord la question g6n6rale directe, qui est 
la plus importante, on se propose, connaissant la loi des forces 
continues doiit le corps est anime, de determiner toutes Ies 
circonstances de son mouvement effectif. Pour cela, de 
quelque manibre que cette loi soit donnCe, ou en fonctiondu 
temps, ou on fonction des coordonnbes, ou en fonction de la 
vitesse, il suffira, en general, d’integrer ces trois Bquations 
du second ordre, ce qui clonnera lieu B des difficultds analy- 
tiques plus ou moins BlevBes, que l’imperfection du calcul 
integral pourra rendre frequemment insurmontables. Les six 
constantes arbitraires successivement introduites par cette 
integration se dktermineront, d’ailleurs, en  ayant egard aux 
circonstances de 1’6tat initial du mobile, dont les Bquations 
diffbrentielles n’ont pu conserver aucune trace. On obtiendra 
ainsi les trois coordonnkes du corps en fonction du temps, de 
manikre B pouvoir assigner exactement sa position A chaque 
instant ; et on trouvera ensuite Ies deux equations caractdris- 
tiques de la courbe qu’il decrit, en eliminant le temps entre 
ces trois expressions. Quant B la vitesse acquise par le 
mobile B une Bpoque quelconque, on pourra, d8s lors,la 
determiner aussi d’aprbs les valeurs de ses trois composantes, 

dx dy dz  
dans le sens des axes, - - -. I1 est, d’ailleurs, utile de df’ dt’ dt 
remarquer, 5 cet Bgard, que cette vitesse u sera souvent su$- 
ceptible d’6tre immhdiatement calculee par une combinaison 
fort simple des trois Bquations diffkrentielles fondamentales, 
qui donne evidemment la formule gBnBrale B l’aide de laquelle 

02 = 2 ( X d z  1- Y d g  + Zdz), s 
une seule integration suffira pour la dbtermination directe de 
la vitesse, lorsque l’expression placee sous le signe S satis. 
fera aux conditions connues d’int6grabiiitB relativement a m  
trois variables x, y, z ,  envisagBes comme indkpendantea 
Cette propriet.6 n’a pas lieu, sans doute, relativement A toutes 
les forces continues possibles, ni m6me par rapport 4 toutes 
celles que nous prdsentent, en effet, les phhombnes naturels; 
puisyue, par exemple, elle ne saurait se verifier, pour les 
forces qui representent la resistance des milieux, ou les frot- 
tements, ou, en gBnbral, quant A toutes celles dont la loi 
primitive depend du temps ou de la vitesse elle-mkme. La 1 
remarque pr6cddente n’en est pas moins regard& aveo raison I 

1 
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par les ghombtres comme ayant une extreme importance, 
pour simplifier les recherches analytiques auxquelles se 
rhduisent les problkmes de dynarnique, car la condition 
Bnonc6e se verifie constamment, ainsi qu’il est ais6 de le 
prouver, dans un cas particulier fort Btendu, qui comprend 
toutes les grandes applications de la dynamique rationnelle h 
la mecanique celeste, c’est-&-dire celui oh toules les forces 
continues dont le corps est anirn6 sont des tendances vers des 
centres fixes, agissant suivant une fonction quelconque de la 
distance du corps & chaque centre, mais independamment de 
la direction. 

Si, prenant maintenant en sens inverse la theorie g6nBrale 
du mouvement curviligne d’une molecule libre, on se  pro- 
pose de determiner, au contraire, d’apres les circonstances 
caracteristiques du mouvement effectif, la loi des forces ac- 
cBl6ratrices qui ont pu le produire, la question sera n6ces- 
sairement beaucoup plus simple sous le rapport analytique, 
puisqu’elle ne consistera essentiellement qu’en des diffdren- 
tiations. Car il sera toujours possible alors, par des recher- 
ches prdliminaires plus ou moins compliqu6es, qui ne pour- 
ront porter que sur des consid6rations purement gdometriques, 
de dkduire, de la definition primi9ve du mouvement pro- 
posh, les valeurs des trois coordonndes du mobile & chaque 
Instant en fonclion du temps 6coul6; et d6s lors, en diffbren- 
liant deux fois ces trois expressions, on obtiendra les compo- 
;antes des forces continues suivant les trois axes, d o u  I’on 
‘Iourra conclure immbdiatement la loi de la force accelera- 
rice totale, de quelque nature qu’elle soit. C‘est ainsi que 
lous verrons, dans la seconde section de ce cours, les trois 
ois g6om6triques fondamentales trouv6es par K6pler pour 
0s mouvements des corps cdlestes qui composent notre sys- 
bme solaire, nous conduire necessairement & la loi de gravi- 
Ition universelle, qui devient ensuite la base de toxlte la 
Tkcanique g6n6rale de l’univers. 

Aprbs avoir 6tabli la theorie du mouvement curviligne 
“une molecule libre, il est ais6 d’y faire rentrer le cas oh 
’ette molecule est assujettie, au contraire, A rester sur une 
ourbe donn6e. I1 suffit, comme je l’ai indiqu6, decom- 
rendre alors, parmi les forces continues auxquelles la mole- 
de est primitivement soumise, la resistance totale exercBe 
Irla cwrbe proposbe, ce qui permettra 6videmment de 
qsidkrer le mobile comme entikrement libre. Taute la dif- 
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ficultd propre ii ce second cas se rdduit donc essentiellement 
ii analyser avec exactitude cette resistance. Or, il €aut, Q cet 
effet, distinguer d’abord, dans la resistance de la courbe, 
deux parties trks diffhrenles qu’on pourrait appeler, pour les 
caractdriser nettement, l’une stafique, l’autre dynamique. La 
resistance sfafique est celle qui aurait lieu lors meme que le 
corps serait immobile ; elle provient de la pression exercke 
sur la courbe proposee par les forces acckleratrices dont il 
est anime; ainsi on l’obtiendra en determinant la composante 
de la force continue totale suivant la normale 8 la courbe 
donnee au point que Yon considhe. La resistance dynamique 
a une origine toute differente ; elle n’est engendree que par 
le mouvement et  rBsulte de la tendance perpetuelle du corps 
ii abandonner la courbe qu’il est force de decrire, pour con- 
tinuer & suivre, en vertu de la premiere loi fondamentale du 
mouvement, la direction de la tangente. Cette seconde rksis- 
tance, qui se manifeste dans le passage du corps d’un 618- 
ment de la courbe A 1’616ment suivant, est Bvidemment diri- 
gBe B chaque instant selon la normale 9 la courbe situke dans 
le plan osculateur, et  pourra, par cons6quent, n’avoir pas la 
meme direction que la resistance statique, si le plan oscula- 
teur ne contient pas la droite suivant laquelle agit la forcc 
accdldratrire totale. C’est A cette resistance dynarriique qu’on 
donne, en general, le nom de force cenfrifuge, tenant A ce 
que les seules forces acceleratrices considerees d’abord par 
les gkometres Btaient des forces cenfriptYes, ou des tendances 
vers des bcentres fixes. Quant h SOR intensitd, en concevant 
cette force centrifuge comme une nouvelle force accklkra- 
trice, elle sera mesurBe par la composante normale que pro- 
duit, dans chaque instant infiniment petit, la vitesse d~ 
mobile, lorsqu’il passe d’un Blement de la courbe A un autre. 
On trouve aisbment ainsi, aprks avoir 81iminB les infinitksi- 
males auxiliaires introduites d’abord naturellement par cetk 
considBration, que la force centrifuge est con ti nu ell em en^ 
6gale au carre de la vitesse effeclive du mobile divisb par le 
rayon de courhure correspondant de la courbe proposke. Du 
reste, cette expression fondamentale, aussi bien que la direc- 
tion meme de la farce centrifuge, ppurraient &tre entieremen1 
obtenues par le calcul en introduisant prbalablement cetk 
force, d’une manihre complbtement indeterminbe, dans ICq 
trois Bquations diffkrentielles generales du mouvement cun’i- 
ligne rapportees ci-dessus. Quoi yu’il en soit, aprks awir  
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determine la resistance dynamique, on la composera conve- 
nablement avec la resistance statique, et, en faisant entrer la 
resistance totale parmi les forces proposees, le problkme 
sera imrohdiatement ramen6 au cas pr6ckdent. La question 
la plus remarquable de ce genre consiste dans 1’6tude du 
mouvement oscillatoire d’un corps pesant sur une courbe 
quelconque (et particulikrement sur un cercle ou sur une 
cyclolde), dont I’examen philosophique doit naturellement 
&re renvoye A la partie de ce coups qui concerne la physique 
proprement dite. 

11 serait superflu de considkrer distinctement ici le cas oh 
le mobile, au lieu de devoir d&crire une courbe donnee, 
serait seulement assujetti a rester sur une certaine surface. 
C’est essentiellement par les mgmes considkrations qu’on 
ramkne ce nouveau cas, d’ailleurs peu important dans les 
applications, A celui d’un corps libre. I1 n’y a d’autre diE6- 
rence rbelle qu’en ce qu’alors la trajectoire du mobile n’est 
pas d’abord entibrement dkterminke, et yu’on est obligk, pour 
la connaftre, de joindre B I’equation de la surface proposkeune 
autre kquation fournie par 1’8tude dynamique du problbme. 

Considkrons maintenant, par aperCu, le second mode 
general distingue prec6demment pour construire la theorie 
fondamentale du mouvement curviligne d’une mol6cule 
isolde, en partant, au contraire, du cas oh la mol6cule est 
prbalablement assujettie A dhcrire une courbe donnee. 

Toute la difficult6 reelle consiste alors A Btablir directe- 
ment le theorbme fondamental relatif la mesure de la force 
centrifuge. Or, c’est ce qu’on peut faire aisement, en consi- 
dhrant d’abord le mouvement uniforme du corps dans un 
cercle, en vertu d’une impulsion initiale, et sans aucune force 
acc81Bratrice, ainsi que l’a suppos6 Huyghens, auyuel est due 
la base de cette theorie. La force centrifuge est d8s lors h i -  
demment proportionnelle au sinus-verse de l’arc de cercle 
dbcrit dans un instant infiniment petit, convenablement com- 
pare au temps correspondant, d’oh il est facile de conclure, 
cornme l’a fait Huyghens, qu’elle a pour expression le carre 
(le la vitesse constante avec laquelle le mobile dkcrit le 
rercle divise par le rayon de ce cercle. Ce resultat une fois 
,btenu, en le combinant avec une autre notion fondamentale 
he h Huyghens, on en d6duit immkdiatement la valeur de la 
Orce centrifuge dans une courbe quelconque. I1 suffit, pour 
-la, de coiicevoir que la determination de cette force exi- 

A. C. - I. 24 
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geant snulemept la considbration simultan6e de deux Blk- 
ments cons6cutifs de la courbe proposke, le mouvement peut 
&re continuellerneat envisag6 comme ayant lieu dans le 
cercle osculateur correspondant, puisque ce cercle prksenle 
relatiyement & la courbe deux tiltirnents successifs cornmuns. 
On peut donc directement transporter ?i une courbe yuel- 
conque l’expression de la force centrifuge trouvee prirniti- 
vernent pour le cas du cercle, et ktablir, comme dans la pre- 
miere mtithode, inais bien plus simplement, qu’elle est 
gtinkralement 6gale au c a r d  de la vitesse divist! par le rayon 
du cercle osculateur. Cette manikre de proctider prksente 
l’avantage dedonner une idee plus nette de laforce centrifuge. 

Le cas du mouvement dans une courbe determinhe &apt 
ainsi trait4 prhalablement avec toute la ghndralite conve- 
nable, il est ais6 d’y ramener celui d’un corps entikrement 
libre, d6crivant la trajectoire qui doit naturellement rksulter 
de l‘action simullaii6e de certaines forces acc616ratrices 
quelconques. I1 suffii, en effet, suivant l’indication prdcb- 
demment exprimde, de concevoir le corps cornme assujetti 
6 rester sur la courbe qu’il d6crira rhellement, ce qui revient 
hidemment au m&me puisqu’il importe peu, en dynamique, 
le corps ne pouvant point vkritablement parcourir toute 
autre courbe, qu’il y soit contraini. par la nature des forces 
dont il est anim5, ou par des conditions de liaison spkcia- 
les. Des lors ce moment donnera naissance A une veritable 
force centrifuge, exprim6e par la formule g6nBrale trouvbe 
ci-dessus. Maintenant il est clair que, si la force coptinue 
totale dont le mobile est animh a tit6 d’abord conr,ua cornme 
dkcarnpos6e A chaqne instant en deux autres, l’une dirigde 
suivant I,a taQgente a la trajectoire, et I’autre selon la nor. 
wale situhe dans le plan osculateur, cette dernikre doil 
nkcessairement 6tre Bgale et directement opposhe h la force 
centrifuge. Or, cette cornposante normale ayant pour expres- 
sion la force continue totale rnultiplike par le cosinus dc 
l’angle que sa direction forme avec la normale, en Bgalallt 
cette vdeur 4 celle de la force centrifuge, on formera unr 
equation fondamentale d’oh l’on pourra dtiduire les Bquations 
gknhales du mouvement curviligne prkckdemment ohtenm 
par m e  autre mhthode. OQ n’aura, pour cela, d’autre trans- 
formation & faire que d’introduire dans cette &patio14 
au lieu de la force continue totale et de sa direction, ses c m -  
posantes eelon les trois axes coordonnh, et de remplaccr 
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dans la formule qui exprime la force centrifuge, la vitesse et  
le rayon de courbure par leiirs valeurs generales en fopc- 
tion des coordonnkes. L’6yu;ltion ainsi obtenue se d6com- 
posera paturellement en trois, si l’on considbre que, devant 
avoir lieu pour quelyue systbine que ce soit de forces acc6- 
lkratrices et pour une trajectoire quelconque, elle doit se 
verifier sbparknicnt par rapport Q chacune des trois coor- 
donnbas, envisagks momentankment comme trois variables 
entieremest indkpendantes. Ces trois Bquatjons se troicveront 
&re exactevent identiques A celles rapportcies ci-tlessus. 
Quoique cette manikre de les obtenir soit hjen moins directe, 
et qu’elle exige un plus graqd appqreil analytique, j’qi 
cependant cru dcessaire de l’intliquer ciistiqptement, pqrce 
qu’elle me semble propre B Bclairer, sous un rapport fort 
iqportant, la thkorie ordinaire du xpauvement curviligne, en 
relidan t sensible I’existence de la force centrifuge, m&me 
dans le cas d’un corps libre, notion sur lnquelle la mbthode 
habituellement adopthe aujourd’hui laisse commun6meut 
beaucoup d’incertitude et, d’obscurit8. 

Ayant suffisamment ktudik, dans ce qui prkchde, le carac- 
tBre g6neral de la parlie de la dynamique relative au moq- 
vement d’un point, ou, ce qui revient au meme, d’un corps 
dont toutes les molkcules se meuvent identiquement,, nous 
devons maintenant examiner, sous un semblahie point de yue, 
la partie de la dynamique la plus difficile et  la plus &endue, 
celle qui se rapporte au cas plus reel du mouvement d’un 
systbme de corps lids entre eux d’une marliere quelcanque, 
et dont les mouvements propres sont alt6rhs par les condi- 
tions ddpendantes de leur liaison. Je considkrerai saigneu- 
sement, dans la leqon suivante, les rbsultats gkn6raux obtenvs 
jusyu’ici par les gkomktres, relativerpept B cet ordre de 
recherches. J e  dois donc me borner strictemerlt, k i  4 carac- 
tkriser la methode g6n6rale d’aprks laquelle on est parvenu B 
convertir tous les problbmes de cette nature en de pures 
questions d’analyse. 

Dans cette dernikre partie de la dgnamiyue, il fayt prkala- 
blerqent etahlir une nouvelle notion Blkmentaire, relativement 
!i la mesure des forces. En effet, les forces considerkes jus- 
qu’ici Atant toujours appliquees A une rnol6cule unique, ou du 
moins agisaant toutes sur un m&me corps, leur intensite se 
trouvait &re suffisamment mesurke, en ayant sevlement bgard 
1 la vitesse plus ou moins graQde qu’elles pouvaient imprimer 
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au mobile B chaque instant, Mais, quand on vient 9 envisager 
simultankment les mouvements de plusieurs corps diffhrents, 
cette manibre demesurer 1esforcesdevientBvidemmentinsuffi- 
sante, puisqu’on ne saurait se dispenser de tenir compte de 
la masse de chaque mobile, aussi bien que de sa vitesse. 
Pour la prendre convenablement en consideration, les gko- 
metres ont Btabli cette notion fondamentale, que les forces 
susceptibles d’imprimer a diverses masses une m6me vi- 
tesse sont exactement entre elles comme ces-masses ; ou, en 
d’autres termes, que les forces sont proportionnelles aux 
masses, aussi bien que nous les avons reconnues, dans la 
quinzibme leL;on, d’aprbs la troisibme loi physique du mouve- 
ment, &re proportionnelles aux vitesses. Tous les phbno- 
m h e s  relatifs la communication du mouvement par le choc, 
ou de toule autre manibre, ont constamment confirm6 la sup- 
position de cette nouvelle proportionnalitk. I1 en rdsulte 
6videmment que, lorsqu’il faut comparer, dans le cas le plus 
gknhral, des forces qui impriment a des masses inkgales des 
vitesses diffkrentes, chacune d’elles doit &tre mesurke d’aprks 
le produit de la masse sur laquelle elle agit par la vitesse 
correspondante. Ce produit, auquel les geombtres ont donne 
communkment le nom de quantite‘ de mouvement, determine 
exactement, en effet, la force d’impulsion d’un corps dans le 
choc, la percussion propremcnt dite, ainsi que la pression 
qu’un corps peut exercer contre tout obstacle fixe A son mou- 
vement. Telle est la nouvelle notion blkmentaire relative A 
lamesure gBn6raIe des forces, dont il serait peut-etre conve- 
nable de faire une quatrieme et dernikre loi fondamentale du 
mouvement, en tant du moins que cette notion‘n’est point 
rbellement susceptible, comme quelques g6omBtres I’ont 
pens& d’6tre logiquement deduite des notions pr6ebdQ,ntes, 
et ne saurait 6tre solidement Btablie que sur des considha- 
tions physiques qui lui soient propres. 

Cette notion prkliminaire &an1 BtabIie, examinons main- 
tenant la conception gknerale d’aprbs laquelle peut &tre traitbe 
la dynamique d’un systkme quelconque de corps soumis 
l’action de forces quelconques. La difficult6 caractbristiquc 
de cet ordre de questions consiste essentiellement dans I n  
manikre de tenir compte de la liaison des differenis corps dn 
systkme, en vertu de laquelle leurs reactions mutuelles aM- 
reront nkcessairemen t les mouvements propres que chaqrlr 
corps prendrait, s’il Btait seul, par I’inffuence des f o r w  
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qui le sollicitent, sans qu’on sache nullement d! priori en 
quoi peut consister cette altbration. Ainsi, pour choisir un 
exemple tres simple, et nkanmoins important, dans le celebre 
problbme du mouvement d’un pendule composk, qu; a et6 
primitivement le principal sujet des recherches des geo- 
metres sur cette partie supdrieure de la dpnamique, il est 
Bvident que, par suite de la liaison Btablie entre les corps ou 
les molecules les plus rapprochds du point de suspension, et 
les corps ou les mol6cules qui en sont les plus BloignBes, il 
s’exercera une reaction telle que ni les uns ni les autres n’os- 
cilleront comme s’ils Btaient libres, le mouvement des pre- 
miers Btant retardd, et celui des derniers elant accBl6rB en 
vertu de la n6cessitB oh ils se trouvent d’osciller simultane- 
ment, sans qu’gucun principe dynamique d6jja 6tabli puisse 
faire connattre la loi qui determine ces rkactions. I1 en est 
de meme dans tous les autres cas relatifs au mouvement d’un 
systeme de corps. On Bprouve done Bvidemment ici le besoin 
de nouvelles conceptions dynamiques. Les gkomktres, obkis- 
sant, ja ce sujet, a l’habitude imposee presque constamment, 
par la faiblesse de l’esprit humain, ont d’abord trait6 cetle 
nouvelle sBrie de recherches, en crBant pour ainsi dire un 
nouveau principe particulier relativement A chaque question 
essentielle. Telles ont BtB l’origine et la destination des di- 
verses propriet6s gBnBrales du mouvement que nous exami- 
nerons dans la IeGon suivante, et qui, primitivement envisa- 
gees comme autant de principes independants les uns des 
autres, ne sont plus aujourd’hui, aux yeux des gkombtres, 
que des thkoremes remarquables fournis simultandment par 
les Bquations dynamiques fondamentales. On peut suivre, 
dans la Il4kcanique analyfique, l’histoire gBn6rale de cette 
shie de travaux, que Lagrange a pr6senlBe d’une manikre si 
profondement intkressante pour 1’6tude de la marche pro- 
gressive de l’esprit humain. Cette manibre de proceder a 6th 
continuellement adoptBe jusqu’8 d’hlembert, qui a niis fin B 
toutes ces recherche isolkes, en s’dlevant A une conception 
gBn6rale sur la maniere de tenir compte de la reaction dyna- 
mique des corps d’un systeme en vertu de leur liaison, et en 
Btablissant par suite les Bquations fondamentales du mou- 
vement d’un systeme quelconque. Cette conception, qui a 
toujours servi depuis, et qui servira indkfiniment de base 5 
toutes les recherches relatives a la dynamique des corps. 
consiste essentiellement i faire rentrer les questions de mou- 
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fremeht daiis tle simpled qtiiestions d’&qtiilibi.e, B I’aide de e8 
cklkbre pi-incipe general allqdel l’accord unanime des gBo- 
ihktres a dofih6, avec tant de raison, le nom de principe de 
d’Alembert. CnhsidBrohs donc maidtenant ce pritlcipe d’ull8 
manibre directe. 

Lorscpe, pap les rdactions que divers corps exerceht 
uns sur led adtres en vertu de leur liAison, chaCdn d’ 
prehd un ihouvemknt different de celdi que les forces doht il 
est ahiikle h i  eilssent iraprimk s’il eat rlt6 libre, on peut B9i- 
demment regarder le mouvethknt nature1 comme ddcompos6 
en deuk, dofit l’un est celui qui aura effectivement lieu, et 
dofit l’ailtre, par cbnsBpuent, a 6th dBtruit. Le prinGpa de 
d’Alembek-t consiste propirc?ment en ce que toils les Ihouvk- 
ments de ce dernier getlre, ou,en d’aulres termes, les qhantitgl 
de mouveaii3lnt perdues oh gaghde‘s par ies diB6retnt’s cbtpd 
du systkme dans leur r68ction, se font ndcessairement 6qili- 
libre, kn apant Bgard aux conditibns de liaison qui earact& 
riseht le syetbme proposk. Cette lumineuse conception g6- 
nerale 2 Bte dabord entrevue par Jacpttes Bernouilli dam un 
cas particulier ; car telle est Bvidernment la consid&ation 
qu’il emploie pour rksoudre le probl4me du pendule composB, 
lorsqu’il regarde la quadtit6 de mouvemelit perdue par I@ 
cbtrps ie plus rapprochk d b  poinf. de suspensioh et la qban- 
tit6 de mouvementgagn6e par celui cpii en est  le plus 61oigh8; 
ccimme devant nbcessairement satisfaire A la loi d‘6qttilibrE 
du leviet-, relativebent ad poiht de suspehsion, ce qui le  oh- 
duit & former immBdiatiment une tiquation susceptible de 
d6terminer Ie centre d’oscillation du systSme de poids le plus 
simple. Mais cette id6e n’ktait, pour Jacques Bernotdfh 
qu’hn artifice isole qui n’i3te rien au merite de la grande con- 
ception de d’Alembert, doat la proprikt6 kssientielle Cundiste 
dans soli entiere g6nBralite decessaire. 

vue le plus philosophiquk, on peut, ce me setable, en recon- 
nattrk le veritable germe primitif dahs la second6 lbi fotida’ 
mentale dti mouvemen t (voyez la quinzikme le@n), Btablie 
par Newton sous le nom d’Bgaiitd de la rgaction A I’action. 
Le principe de d’hlembekt Co’incide exactement, en effeti 6Vbc 
cette loi de Newton, quahd on entiisage seulement un systeme 
de deux corps, agissant l’dn sur l’autre suivant la ligne clui 
les joint. Ce principe peut donc &re envisagb comrnd la plug 
grande gkahralisation possible de la ioi de la reactiod &ale 

Ed cbnsiddrant le principe de d’Alembert sous le pabt id@ ‘ 



et contraire h l'action; et cette manikre nouvelle de le con- 
cevoir me parait propre A faire ressortir sa veritable nature, 
en lui donnant ainsi un caractbe physique, au lieu du carac- 
tkre purement logique qui lui avait BtB imprim6 par d'A- 
lembert. En ConsBquence, nous ne verrons dBsormais dans 
ce grand principe que notre seconde loi du mouvemeint 
Btendue 4 un nombre quelconque de corps, disposes entre 
eux d'une manihre quelconque. 

D'apres ce principe gBnBral, on conqoit que toute question 
de dynamique pourra &re immediatement convertie en ,une 
simple question de statique, puisqu'il suffira de former, dans 
chaque cas, les equations d'equilibre entre les mouvements 
dt5truits; ce qui donne la certitude nBcessaire de pouvoir 
mettre en Bquation un probleme quefcon uc de  dynamique, 

lytiques. Mais la forme sous laquelle le principe de d'hlembert 
a 6th primitivemcnt conGu n'est point la plus conrehabie 
pour effectuer avec facililB cette transformation fondamentale, 
vu la grande difficult6 qu'on Bprouve souvent B discerner 
quels doivent &tre les mouvements dktruits, comme on peut 
pleinement s'en convaincre par f'examen attenti: du haite' de' 
dynarnique de d'hlembert, dont les solutions sont ordinai- 
remerit si compliquBes. Ilermann, et surloui Euler ont cherchB 
b faire disparaitre la considbralion embarrassante des p a n -  
tit& de mouvemciit perdues ou gagnbes, en refnplasant les 
mouvements detruits par les moiivements primitifs composBs 
avec les mouvements effectifs pris en sens contraire, ce qui 
revient Bvidemrnent au m&me, puisque, quand une force a 
8tB d8composBe en deux, on peut rBciproquement substituer 
Q l'une des composantes la combinaison de la resultante avec 
l'autre composante prise en sens contraire. Dbs lors le prin- 
cipe de cl'hlembert, envisage sous ce nouveau point de vue, 
consiste sirnplement en ce que les mouvements effectifs con- 
formes A la liaison des corps du syslbme devront necessai- 
rement, &ant pris en scns inverse, faire toujours Bquilibre 
aux mouvements primitifs qui rdsulteraient de la seule action 
des forces proposkes sur chaque corps suppose libre ; ce qui 
peut d'ailleurs &tre Btabli directement, car il est Bvident que 
le systkme serait en Bquilibre si on imprimait B chaque corps 
une quantitB de mouvement &gale et contraire 4 celle qu'il 
prendra effectivement. Cette nourelle forme donnee par Euler 
au principe de d'Alembert est la plds convenable pour en 

et de le faire ainsi dependre uniquement 1 e recherches ana- 

I 
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faire usage, comme ne prenant en consid6ration que les mou- 
vements primitifs et les mouvements effectifs, qui sont les 
vdritables Blements du problkme dynamique, dont les uns 
constituent les donnees et les autres les inconnues. Tel est, 
en effet, le point de vue definitif sous lequel le principe de 
d’hlembert a BtB habituellement concu depuis. 

Les questions relatives au mouvement &ant ainsi gdnkra- 
lement reduites, de la maniere la plus simple possible, 21 de 
pures questions d’kquilibre, la methode la plus philosophique 
pour traiter la dynamique rationnelle consiste A combiiier le 
principe de d’Alembert avec le principe des vitesses virtuelles, 
qui fournit directement, comme nous l’avons vu dans la leCon 
prdcbdente, toutes les Bquations ndcessaires h I’bquilibre d‘un 
systbme quelconque. Telle est la combinaison concue par 
Lagrange, et si admirablement developpee dans sa Me‘canique 
analytiqne, qui a BlevB la science gdnerale de la mecanique 
abstraite au plus haiit degr6 de perfection que l’esprit humain 
puisse ambitionner sous le rapport logique, c’est-a-dire a une 
rigonreuse unit6, toutes les questions qui peuvent s’y rap- 
porter &ant desormais uniformkment rattachkes a un principe 
unique, d’apres lequel la solution definitive d‘un problkme 
quclconque ne prdsente plus nkcessaircment que des diffi- 
cultks analytiques. Pour Btablir le plus simplement possible 
la formule ghe ra l e  de la dynamique, concevons que toutes 
les forces acceldratrices du systeme quelconque proposk aient 
6th ddcomposBes paralldement aux trois axes des cow 
donnbes, et soient X ,  Y ,  2, les groupes de forces corres- 
pondant aux axes des x, y, 2; en designant par m la masse 
du systbme, il devra y avoir Bquilibre, d’aprh le principe de 
d’Alembert, entre les quantites primitives de mouve 

I m X ,  m Y, m 2, et  les quantitks de mouvement effectives, F 
en sens contraire, qui seront Bvidemment exprimkes 

d2x d27J d’z 
df2, - m - suivant les trois axes. A - m -%, - m- dP dt 

appliquant B cet ensemble de forces le principe genera 
vitesses virtuelles, en ayant soin de distinguer les varial 
relatives aux diffdrents axes, on obtiendra 1’6quation : 

ment 
rises 

Par 
.insi, 
1 des 
tions 
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qui peut etre regardde comme comprenant implicitement 
toutes les equations nBcessaires pour l’entibre determination 
des diverses circonstances relatives au mouvement d’un sys- 
tbme quelconque de corps sollicitBs par des forces quelcon- 
ques. Les Bquations explicites se deduiront convenablement, 
dans chaque cas, de cette formule gendrale, en rhduisant 
tout& les variations au plus petit nombre possible, cl’aprbs 
les conditions de liaison qiii caractBriseront le systkme pro- 
posd, ce qui fournira autnnt d’kquations distinctes qu’il res- 
tera de variations rkellement indkpendantes. 

Afin de faire ressortir, sous le point de vue philosopbique, 
toute la f6conditB de cette formule, et de montrer qu’elle 
comprend rigoureusement l’ensemble total de la dynamique, 
il convient de remarquer qu’on en pourrait meme tirer, 
comme un simple cas particulier, la theorie du mouvement 
curviligne d’une molBcule unique, que nous avons specia- 
lement considkrhe dans la premiere partie de cette leCon. En 
effet, il est Bvident que, si toutes les forces continues pro- 
posdes agissenl sur une seule niol6cule, la masse m disparalt 
de I’eyuation g6nBrale prkckdente, qui, en distinguant sBpa- 
rement le mouvement virtue1 relatif B chaque axe, fournit 
immediatement les trois Bquations fondamentales Btablies ci- 
dessus pour le mouvement d’un point. Mais, bien qu’on doive 
considkrer cette filiation, sans laquelle on ne concevrait pas 
toute 1’8tendue rBelle de la formule g6nBrale de la dynamique, 
la theorie du mouvement d’une seule molecule n’exige point 
veritablelnent l’emploi du principe de d’Alembert, qui est es- 
sentiellement destine A 1’8tude dynamique des systkmes de 
corps. Cette premiere thBorie est trop simple par elle-meme, 
et resulte trop immediatement des lois fondamentales du 
mouvement, pour que je n’aie pas cru devoir, conformdment 

l’usage ordinaire, la prdsenter d’abord isolkment, afin de 
rendre plus nettes les importantes notions gcinBrales aux- 
quelles elle donne naissance, quoique nous devions finir par 
la faire rentrer, en vue d u n e  coordination plus parfaite, dans 
la formule invariable qui renferme necessairement toutes les 
theories dynamiques possibles. 

Ce serait sortir des limites naturelles de ce cows que d’in- 
diquer ici aucune application spkciale de cette formule g6n6- 
rale la solution effective d’un probleme dynamique quel- 
conque, la mBthode devant etre le seul objet essentiel de nos 
considdrations philosophiques, sauf l’indication des rhsultats 

i 
i 
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principaux qu’elle a produits, et dont nous nous eccuperons 
dans la leson suivante. J e  crois cependant devoir rappeler 
ce sujet, comme une conception vraiment relalive a la md- 
fhode bien plus qu’A la science, la distiiiction ndcessaire, si- 
gnalee dans la leson prkcddente, entre les mouvements de. 
franslafion et les mouvements de rofafion. Pour Btudier con- 
venablement le mouvement d’un systbme quelconque, il faut, 
en effet, l’envisager comme compose d’une translation com- 
mune h toutes ses parties, et d’une rotation propre B chacun, 
de ses points autour d’un certain axe constant ou variable. 
Par des motifs de simplification analytique dont iious aurons 
occasion, dans ia lecon saivante, d’indiquer l‘origine, les 
gkombtres considkrent toujours de prkf6renc.e le mouvement 
de rotation d’un systbme qiielcoiique relativemenl h son centre 
de gravith, ou, pour mieux dire, a son centre des moyennes 
distances, qui prksente, sous ce rapport, des proprik1Bs 86- 
nkrales tres remarquabies, dont la dkcouverte est due a Euler. 
Des lors l’analyse complete du mouvernent d’un systkme 
anime de forces quelconyues consiste essentiellement : io h 
dbterminer A chsque instant la vitesse du centre de gravitk et 
la direction dans layuelle il se meul, ce qui suffit pour faire 
connaitre, comme nous le conslaterons, tout ce qui concerne 
la translation du systeme ; 20 dkterminer Bgalement . 
instant la direction dc l’axe instantank de rolatior 
par le centre de gravit6, et la vitesse de rotation dl 
partie du syslbme autour de cet axe. i l  est clair, en 
toutes les circonstances secondaires du mouvement 
necessairement Btre dkduites, d a w  chaque cas, de 
determinations principales. 

La formule genkrale de la dynamiyue, Btablie c 
est Bvidemmenl, par sa nature, tou t aussi directeme 
cable au mouwment des fluides qu’i  celui des solides 
qu’on prenne convenablement en considkration les cc 
qui caradkrisent I’Btat fluide, soit liquide, soit ga 
que nous avons eu occasion d’indiquer dans la le~oi 
dente au sujet de 1’6quilibre. Aussi d’Alember1, apr 
decouvert le principe foridamental qui h i  a perrnis 
progrbs de la statiyue, de traiter dans son ensemble 
niique d’un systeme quelconque, en a-t-il fait immkdi 
application A 1’6tablissemenl des Byuations genbr 
mouvement des fluides, entibrement inconnues jusq 
Ces Bquations s’obtiennent surtout avec UIN? grande 
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d’apr& le principe des tritegses vifrtuelles, tel qu’il est eXpPiM8 
par la formule g6ntSkale prbcbdente. Cette partia de la dyna- 
inique ne laisse donc reelleinent kien i~ d6sirer sotts le rapport 
concret, et ne pfrksente plus que des difficultBs porement 
malytiyues, relatives Q 1’intBgration des Bquations aufi diffe- 
rences partielies auxqdelles on prvient .  Mais il faat recon- 
:laitre que cette integration gBnBrale offrant jusqu’ici des 
obstacles insurmontables, les connaissances effectives qu’on 
p u t  deduire de cette thBorie sont encore extr6memenl impar- 
faites, m6me dans les cas les plus simples; ce qui nous sem- 
blera sans doute inevitable, en considkrant la grande com- 
plication que nous avons dbja reconnue B cet Bgard dans les 
questions de pure statique, doni la nature est cependant bien 
moins complexe. Le seul probleme de l’kcoulement d’un 
liquide pesant par un orifice donn6, quelque facile qu’il 
doive paraitre, n’a pu encore etre resolu d’une manikre 
vraiment satisfaisante. Afin de simplifier suffisamment les 
recherches analyliques dont il dBpend, les g6ometres ont 8th 
obliges d’adopter la eBlkbre hypothbse propos6e par Daniel 
Bernouilli, sous le nom de paralliLisme des iranches qui per- 
net de ne considkrer le mouvenient que par tranches, au  
lieu de devoir l’envisagcr inolBcule a mol6cule. Mais cette 
hypothese qui consiste B regarder chaque section horizontale 
du liquide comme se mouvant en totalilk et prenant la place 
de la suivante, est evideinment en contradiction formelle 
avec la realit6 dans presque tous les cas, except6 dans un 
petit nombre de circonstances choisies pour ainsi dire expres- 
skment, cause des mouvements 1atBraux dont une telle 
hypothese fait complktement abstraction, et dont l’existence 
sensible impose ndcessairement la loi d’ktudier isolkment le 
mouvement de chaque molkcule. La science g6ndrale de l’hy- 
drodynamique ne peut donc rkellement encore 61re envisag6e 
pae comme &ant A sa naissance, inerne relativement aux 
hquides, et A plus forte raison B 1’6gard des gaz. Mais il 
importe Bmincmment de reconnaitre, d’un autre c6tt5, que 
tous les grands travaux qui restent B faire sous ce rapport 
consistent essentiellement dans les progrks de 13 seule ana- 
lyse rnathbmatique, l r s  Bquatioris fondamentales du mouve- 
lnent des fluides Btant irrBvocableinent Btablies. 

Aprks avoir considBr6 sous ces divers aspects principaux 
le caracthe gBn6r;il de la m&liode en tnecanique rationnelle, 
et indiqu6 comment toutes les questions qu’elle peut offrir 
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se r6duisent A des recherches purement analytiques, il nous 
reste maintenant, pour complkter l’examen philosophique 
de cette science fondamentale, & envisager, dans la leqon 
suivante, les rksultats principaux obtenus par l’esprit humain 
en procedant ainsi, c’est-&dire les propridt6s g6nkrales les 
plus remarquables de 1’6quilibre et du mouvement. 



D IXd-IUITIEME LEG0 N 

Consid6rations sur le8 th6odmes g6n6raux‘de mhcanique 
rationnelle. 

Le but et l’esprit de cet ouvrage, aussi bien que son &en- 
due naturelle, nous interdisent nhcessairement ici tout dkve- 
loppement special relatif h l’application des Bquations fonda- 
mentales de 1’Bquilibre et du mouvement B la solution effec- 
tive d’aucun problkme mbcanique particulier. NBanmoins, 
on ne se formerait qu’une idee incomplete du caractere philo- 
sophiyue de la mecanique rationnelle envisagee dans son 
ensemble, si, apres avoir convenablement 6tudiB la mhthode, 
on ne considerait enfin les grands r6sultats th6oriques de la 
science, c’es t-&-dire les principales proprikt6s generales de 
1‘Cquilibre et, du mouvement dkouvertes jusqu’ici par les 
gdomktres, et qui nous restent maintenant B examiner. Ces 
diverses propriBt6s ont 6th conques dans l‘origine comme 
autant de vdritables principes, dont chacun Btait destine 
primilivement A procurer la solution d’un certain ordre de 
nouveaux problkmes mkaniques, supBrieurs aux m6thodes 
connues jusqu’alors. Mais, depuis que l’ensemble de la mbca- 
nique rationnelle a pris son caractere systkmatiyue dkfinitif, 
chacun de ces anciens principes a 6tB ramen6 & n’&tre plus 
qu’un simple the‘orkme plus ou moins g6nbra1, resultat n6ces- 
saire des theories fondamentales de la statique et de la dyna- 
inique abstraites: c’est seulement sous ce point de vue phi- 
losophique que nous devons les envisager ici. Commenqons 
par ceux qui se rapportent h la statique. 

Le theoreme le plus remarquable qui ait 6th d6duit jusqu’h 
prdsent des Bquations generales de 1’6quilibre est la celebre 
proprihtb, primitivement decouverte par Torricelli, relative- 
ment & I’equilibre des corps pesants. Elle consiste proprement 
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en ce que, quand un systbme quelconque de  corps pes 
est dans sa situation d’hquilibre, son centre de graviti 
nbcessairement placb au point le plus bas ou le plus 
possible, comparativement Q toutes Ies positions qu’il P O U i i a i r  
prendre d’aprbs toute autre situation du systkme. Torricelli a 
d’abord present6 cette proprihtk comme immkdiatement vC- 
rifike par les conclitions d’Bquilibre connues de tous les sys- 
tbmes de poids consid6rds jusqu’alors. Mais les consid6ra- 
tions g6ndrales d’apr8s lesquelles il a tent6 ensuite de la dB- 
montrer directement sont rkellement peu satisfaisantes, et 
offrent un exemple sensible de la nkcessite de se dkfier, 
les sciences mathhmatiques, de toute idee dont le carac 

. n’est point parfaitement prkcis, quelque plausible qu 
puisse d’ailleurs paraitre. En effet, le raisonnement de T 
cellf consiste essentiellemest remarquer que, la tend’ 
naturelle du poids 6tant de descendre, iI y aura s6oess 
ment Bqnilibre si le centre de gravit6 se trouve placb le 
bas possible. L’insuffisance de cette considbratian est 
dente, puisqu’elle ,n’explique point pouryuoi il y a kgaler 
6quilibre quand le centre de gravite est place le plus hautpos- 
sible, et qu’elle tendrait meme B ddmontrer que ce secarld 
cas d’dquilibre ne peut exisler, tandis que, sous le point de 
vue thkorique, il est aussi reel que le premier, quoique pqr le 
ddfaut de stabilith, on ait rareinent occasioq de I’obseryer 
dans la pratique. hinsi, pour chaisir un exemple trbs sim@, 
la loi d’kquilibre d‘une pendule exige que le centre degravitd 
du poids soit place sur la vertioale menke par le point-de 
suspensian, ce qui offre une v6rification palpable da tkbo- 
reme de Torricelli; mais, quand on fait abstractioQ de la sta- 
bilitk, il est Bvident que ce centre de gravith peut d’ailleurs 
&re indiffdremrnent au-dessus ou au-dessous du  poirlt de 
suspension, I’kquilibre ayant Bgalement lieu dans les deux cas. 

La v6ritable dkmonstration generale du theoreme de 
Torricelli consiste B le d6duire du principe fondamental des 
vitesses virtuelles, qui le fournit immddiatemept a 
grande facilit6. I1 suffit, en effet, pour cela, d’ap 
rectement ce principe ii 1’Squilibre cl’un systkrqe I: 
de corps pesanls, ii 1’6gard duquel il donne aussi 
tion 

I 
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oh P dhigne un quelaonque des poidw, et z la hauteur verti- 
cale de son centre de gravitk. Or, d’aprbs la definition g h 6 -  
rale du cenlre de gravitk de tout systdme de poids, on a 
Bvidemment en nommant P, le poids total du systbme, et z l’or- 
doniide verticale de son centre de gravitk, la relation 

Ainsi 1’8quation des vitesses virtuelles devient, dans ce cas: 
dz -0 ; ce qui, conforinkment 31 la thkorie analytique gEnk- 
ra iedes  maxima et minima, dkmontre immddiatement que 
la hauteur verticale du centre de gravith du systbme est alors 
un maximum ou un minimum, cornme l’indique le theorbme 
.de Torricelli. 

Cette importante propriktk, inddpendamment du grand 
intbr8t qu’elle prdseate sous le point de vue physique, peut 
&re avantageusement employke pour faciliter la solution 
gknkrale de plusieurs problkmes essen tiels de sta tique 
rationnelle, relativement aux corps pesants. Airlsi, par 
exemple, elle suffit Q l’entikre resolution de la question de la 
cliainefte, c’est-b-dire de la figure que prend une cliaine 
pesante suspendue a deux points fixes, et ensuite librement 
abandonnee A la seule influence de la gravit6, en la sup- 
posant parfaitement flexible, et de plus inextensible. En efret, 
le thkoreme de Torricelli indiquant alors que le centre de 
gravitk doit etro place le plus bas possible, le problbme 
appartient immkdiatement Q la thkorie gknkrale des isopk- 
rimbtres, indiquke dans la huitibme leqon, puisqu’il se rbduit 

dkterminer, parmi toutes les courbes de m h e  contour 
trackes entre les deux points fixes donnks, quelle est celle 
qui jouit de cetle proprikti: caractkristique, que la hauteur 
rerticale de son centre de gravitk totale soit un minimum, 
condition qui suffit pour determiner complktement, B l’aide du 
calcul des variations, l’kquation diffkrentielle, et ensuite 
1’6quation tinie de la courbe cherch6e. I1 en est de m6me dans 
quelques autres questions intkressantes relatives l’kquilibre 
des poids. 

Le theoreme de Torricelli a BprouvB plus tard une impor- 
tante gen6ralisation par les travaux de Maupertuis, qui, sous 
le nom de loi du  pepos, a dkcouvert une propriktk tres 
Btendue de l’kquilibre, dont celle ci-dessus consider& n’est 
plus qu’un simple cas particulier. C’est seulement la 



384 PHILOSOPHIE POSITIVE 

pesanteur terrestre, ou B la g r a d 6  proprement dite, que 
s’applique la loi trouvde par Torricelli. Celle de Maupertuis 
s’etend, au contraire, h toutes les forces attractives qui pew 
vent faire tendre les corps d’un systbme quelconque vers des 
centres fixes, ou les uns vers les autres, suivant une fonction 
quelconque de la distance, independante de la direction, ce 
qui comprend toutesles grandes forces naturelles. On sait que, 
dans ce cas, l’expression P Fp + P’ 6p‘ + etc., qui force le 
premier membre de l’dquation gBn6rale des vitesses virtuellesf 
se trouve necessairement &re toujours une differentielle 
exacte. Par consequent le principe des vitesses virtuelles 
consiste alors proprement en ce que la variation de son 
integrale est. nulle, ce qui indique Bvidemment, daprks 
la theorie fondamentale des maxima et minima, que cette 
integrale f P F p  est constamment, dans le cas d’hquilibre, un 
maximum ou un minimum. C’est en cela que consiste la loi 
de Mxupertuis, considkrde s o w  le point de vue le plus 
gdnBra1, et dbduite ainsi directement avec une extrkme sim- 
plicite du principe fondamental des vitesses virtuelles, qui doit 
necessairement renfermer implicitement toutes les propriktbs 
auxquelles peut donner lieu la thkorie de 1’6quilibre. Le 
theorbme de Maupertuis a Bt6 present6 par Lagrange sous un 
aspect plus concret et plus remarquable, en le rattachant A 
la notion des forces uiues, dont nous nous occuperons 
plus bas. Lagrange, considbrant que I’inlegrale J P6p en- 
visagee par Maupertuis est nbcessairement toujours, d’aprks 
la thdorie analytique g6nBrale du mouvement, le compld- 
ment de la somme des forces vives du sgstbme a une cer- 
taine constante, en a conclu que cette somme de forces vives 
est un minimum lorsque l’integrale preckdente est un maxi- 
mum, et  rdciproquement. D’aprBs cela, le thBorBme de Mau- 
pertuis peut Btre envisage plus simplement comme consis- 
tant en ce que la situation d‘6quilibre d’un systkme p e l -  
conque est constamment celle dans laquelle la somme des 
forces vives se trouve &tre un maximum ou un minimum. I1 
est evident que, dans le cas particulier de la pesanteur 
terrestre, cette loi colncide exactement avec celle de Tom- 
celli, la force vive &ant alors Bgale, comme on sait, au pro- 
duit db poids par la hauteur verticale d u  centre de gravith, 
laquelle doit donc devenir necessairement un maximum OU 
un minimum, s’il y a Bquilibre. , 
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TJne autre propri6t8 gknkrale trbs remarquable de 1’8quili- 
bre, qui peut Btre regardee comine le complement indispensa- 
ble du theorkme de Torricelli et de Maupertuis, consiste dans 
la distinction fondainentale des cas de sfabilrte‘ ou d’iizslabilild 
de 1’8quilibre. On sait que 1’8quilibre peut &Ire slable OU in- 
s fable ,  c’est-&-dire que le corps, infiniment peu kcart6 de sa 
situation cl’6quilibre peut tcndre a y parvenir et y retourne, 
en effet, aprks un certain nornbre d’oscillations bientat 
aneanties par la resistaiice du milieu, les frottements, etc. , 
ou bien qu’il lend, au contraire, h s’en Bloigner de.plus en 
pius, pour ne s’arreter que Cans une iiouvelle posilion 
d’kquilibue stable. Ce que nous appelons pliysiqueinent l’btat 
de r q o s  d’un corps n’est reellement autre chose que I’kqrzi- 
libre s fab le ,  car le repos abstrait, tel que les gkombtrcs le 
conGoi\ ent lorscp’ils supposent un corps qui ne serait solli- 
cite par aucune force, ne saurait 8\-idcmmenl exister dans la 
nature, oh il ne peut y aroir que des hyuilibres plus ou 
moins durables. L’Bqnilibre instable, au contraire, cons- 
titue effectivement ce que le vulgaire appelle proprement 
e‘quilibre, qui dBsigne toujours un Btnl plus ou rnoins pas- 
sager et artificiel. La propriel6 gCnBrale que nous consi- 
dCrons maintcnaiit, et dont la dhonstral ion coinplbte est 
dne h Lagrange, consiste en ce que, dans un systbme qnel- 
conque, l’hquilibre est stable ou irisfable, suivant que I’inte- 
yrale eniisagke par iblauperluis, et qui a el8 indiquke 
ti-dessus, se trouve etrc un rninirmtin ou un inazinium ou, 
ce qui revient au m&me, comine nous l’avons dit, suivant que 
iasomme des forces \ivcsesL uii nzaximrrin ou un rnirzimuni. Ge 
beau theorbme dc mchnique, appliqu8 au cas le plus 
4mple et le plus remarcloable, A celui cle 1’6quilibre des 
orps pesants consicl6r6 par Torricelli, apprend alors que le 
rstkme esl &ins un 6laL d’i.quilihrc stable, quand le centre 
p g r a d e  csk place le plus has possillc, et dans un &at 
‘Cyuilibre instable ciuaiicl, au conlraire, le  centre de gravj t B  
i phck le plus haiit pussii,ic, ce cju’il cal ais6 de drifier 
Irecteoient pour lcs sysi 8mcs les rnoins compliqucis. Aussi, 
’lr esemple, I’ClquiIibre d’un pendiilc, est Bvideinment stable, 
uand le centit: de grayit6 ctri poids .e trouve etrc situ6 
u-dessous clu point de suspcnsion, et instable yuand il est 
u-dessus. De ni&rie, un elligsoide de rkvolution, pose sur 
In plan horizontal, est en bqriilibre stable cpand 11 repose 
ur le sommet de son petit axe, et en 6yuilibre instable 

A . 4 .  - 1. 25 
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quand c’est sur le sommet de son grand axe. La seule obser- 
vation aurait siifli, sans doiite, pour distinguer les deux 
&tats dam des cac, aussi simples. Mais la theorie la plus pro- 
fondc a et6 nkcessairc pour devoiler aux gthrnhlros quecette 
distinction fondamentalc dlait Bgalemenl applicable aux 
systbn-ies les p l i i ~  composI.s, en rnontrant que lo r scp  l’int6- 
grale relalivc A i n  somme dcs moments llirtuels esi un 

t h e  J I ~  peut fairc autour de sa situation 
d’Bquilibre qixc clcs oscilhtionq IrPs petites ct dont 1’Blendue 
csl dklcrminPc, landis que, si cet!c inl6grale est, ai1 conlraire, 
iin ~ m x i n z u t x ,  cer, oqcillations pcuwni,acqu6rir e l  ncyuikrent, 
en cfl‘et, line btmdue liiiic e l  quelconque. I1 est, d’ailleurs, 
inulilc cl’avcrlir que, par leur nature, ces propriBtks, ainsi 
que le? prScCdentes, ont lieu d a m  les Iluides tout aussi bien 
que d a m  les soliiles, ce qui est Bgalcment le caractkre de 
toutes les propriBlEs mdcaniques g6iiBrales h I’exanien des- 
quclles nous avons destink cctte let,on. 

Considkrons maintciiant les lh6or8mes gh6raux  de m6ca- 
niyue relatii‘s au mouvement. 

Dcpuis que ces propriBtks ont cess6 d’&tre envisaghes 
comrqc aiilant de principes, et qu’on n’y a vu que de simples 
rhsultats rikccssaires des lh4ories dynamiques fondamentales, 
la manibrc la plu.; directc e i  la plus convenable de les Btablir 
consiste A les prbsentcr, ainsi que I’a h i t  Lagrange, conlmc 
dcs cons6queoces irniiikdiatcs de l’kquation gkndrale de  In 
dynamiquc, d6clnite de la combinaiscan du principe de d’A- 
lembcrl avec IC principc des vitesses virtuellcs, lelle que n o v  
l’arons expos6c dans la Icqoii prkckdente. On doit mettre ai1 

nomhre. des avant ages les plus sensihles de cette in&hode, 
coimne Lagrange l’a justemenl remarquk, cettc faciIit8 qu’ellr 
oFre pour la demonstration dc ces grands thdorhmes dc 
dynarnique d a m  leiir plus grande gkn6ralit6, d6monstration 
h I a q d l e  012 ne pouvait autrernent parvenir que par des con- 
sidbral ion4 indirccles et fort compliquAes. NBanmoins, la n3 
ture de ce C O U ~ S  nous interdit d’indiquer sphcialement icl 
chncune de ccs dBmonsIrations, e l  nous devons nous borne’ 
5 consiclhrer seulemeiit les divers r6snItats. 

LC prcmicr Ili@or&me gPi1i:raI de dynamiyue est celui ~p 
Nevlon a d6coavcrt relativcment an mouvement du cenh 
de gravit6 d’un systbme quclconque, et qui est habituellemcll 
connu sous le nom de principe de la conservafion du nioil 

venzenf du cenfpe de grauite‘. NewtQn a reconnu le premier 1 ’ 
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cl6montrB par des considdrations extremement simples, au 
comneiiccment de son grand trait8 des Principes mathdma- 
tiques de la philosophie i:alurelle, que l‘action mutuelle des 
corps d’un spslhinc les uns sur les autres, soit par attraction, 
soit par irnpnlsion, en un mot,  cl’une inanikrc quelconque, en 
ayant conr-eiiablemenl egnrd 1’6galitB constante et n6ces- 
saire entre la reaction r t  l’action, iic peut nullement alt6rer 
1‘8tat t i n  cenire de graviik, en sorte que, s’il n’y a pas d’arxtres 
forces acccilPmtrices que ccs actions reciproques, et si les 
forces estkrieurcs du systhme se r6duisent seulement & des 
forces instantanees, le ceiilre de gravitk restera toujours im- 
mobile ou se mouvra uniformhent, en ligne droite. D’A- 
lembert a,  tlepuis, g6n6ralisB cette propridth et prouv6 que, 
quelque alteration que puisse inlroduire l’action mutuelle 
des corps iiu systkrnc dans le rnouvement de chacun d’eux, le 
centre de graviI8 ii’en est jarnais affectB, e t  que son mou- 
vernenl a constamment lieu commc si toutes les forces du s y ~ -  
tbme y Btaient dircctement appliqukes parallblement h leur di- 
rection, quelles que soient les forces exterieures de ce systbrne, 
et en snpposant sculement qu’il ne prhsente aucun point fixe. - 
C‘eal cc qu’il est ais6 tlc dernontrer en dhveloppant, dans la for- 
mule g&n@rale de la dynamique, lcs equations relatives aumou- 
venient de translation qui, par la proprieth analytique fonda- 
mentale du centre de gravite, sc irouvcnt coi’ncider avec 
celles qu aurait fournics le mouvcment is016 de ce centre si 
la masse toialc du s j s lhme y eOt 616 supposke condenske, et 
qu’on l’edt concue anirn6c de toutes les forces exthrieures du 
systbme. Le principal atantage de ce beau thdorhie est de 
powoir ainsi, en ce qui c-oncerne le mouvernent du centre de 
gravite, faire rentrcr IC cas d’un corps ou d’un systkme quel- 
conque dans cclui d’unc inol6cule unique. Comme le mou- 
vement de translatioii d’un s y s t h e  doit etre eshirnk par le 
mous’cment de son ccnkre de gravitB, on parvient done de 
cette rnani&e rkc-luire la seconde partie dc la dynamiyue 9 
la premibre pour toni ce qui sc rapportc aux mouvernents de 
‘ranslation, d’oh rksulte, ainsi qu’il est ais6 de le sentir, une 
ilnporian!,e simpiilicalioii dcnr La solution de tout problbme 
lynamiquc particulier, puiqu’on peut dore nbgliger, dans 
c l te  partie dc In recherchc, les ei’fctcts de I’action mutuelle de 
0115 les c o r p  propost%, don 1 In d6lerinination constitue ordi- 
iirement la principale dirficiclrlt6 de chaquc question. 
3 n  ne se fait pas coinrnunemcnt wne assez juste idee de 



l’entibre gkn6ralil6 thkorique des grands rksultats de la mB- 
canique rationnelle, qui sont nkcessairemerit applicables, par 
eux-rnknies, h tous les orslres dc p!:hom;~:ies naturcls, puisque 
nous axms reconnu cine I <  5 loi.; Cocsl~mer?tnles sur lesrpelles 
repose tout l’kdifico sysii.makiyrre dc ia science ne sodTrent 
d’exception dam aucune ciasse quclcoaqw de phknombnes, 
e t  cousiiiuent Ics faits i es  plus g h b r : l u s  de l’unicers r h l ,  
yuoiqii’on pnraisse ordinakenieni , dans ce genre de con- 
ceptions, avoir sculciilent en T ue le moiide inorganiyue. Aussi 
cst-il A pcopos, ce me semble, de faire rernaryuer formellement 
ici, au sujet de cette premiere propribh5 gkiikrale du mon- 
vement,, que le theorkine a 4galciiicnt lieu dans les corm 
vivants comme dans les corps inanimds. Quelle q i  
&re, en effet, la nature des phhoineiies qui caracti: 
corps vivants, ils ne sauraient consister tout au pl 
certaines actions particulibres des mclkcules les uii( 
autres, qui ne s’observeraienl point dans lcs cork 
sans qu’on doive doutcr d’ailleurs que la rkactic 
toujours, aussi bien cp’cn tout outre cas, kgale au 
h l’action. hinsi, par la nature inhiie du tl-t6oreme 
venons de considkrer. il doit n6ccssairemcnt se vdril 
bien pour les corps vivants clue pour les corps bruts 
le moiivemcnl d u  centre de grnvit6 est indkpenda 
actions int6rieures inutuelles. I1 en rksulte, par 
qu’un corps vivant, que1 que soit le jeu interne c 
ganes, ne saurait de lui-m&me dkplacer son cenlre d 
quoiyu’il puisse faire esdcnter B quelques-uns de sf 
certains mouvements par!icls autour de ce centre. 
fie-t-on pas clairement, en cifet que la locomotlo 
d’un corps vivant scrait entikremenl impossible sails 1( 
extkricur que lui i‘ournil. la rksistancc et le froltenier 
sur lequel il se meut, ou du fluide qui le contient ? 

On pcul faire des remarques exackrnent analogue, 
vement a toutes les aulrcs propri 
qui nous reslciit h consitl6rer, e l  pour clincune desq 
me dispenserai, par consbcpc:it, tl’indicluer spkcialen 
applicabilitk nkcessairc a m  corps Tivanis aussi Iden 
corps incrtes. 

Le second lhkorbmo gknt5ral de dyaauiiyue consi! 
le cblkbie et important p,6icipe cks  aires, dont la p 
id6c est due h KbEkr, ciui d6couvrit el d6monlra fori 
ment cektc propri6td pour IC cas d u  inouvement d ’ u ~  
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cule unique, ou, en d’autres lermes, d’un corps dont tous les 
poinls se ineuvenl idenliquemenl. IGpler blablit, par lcs con- 
sid6rations les plus 61Binentairos, que, si la force acc616ra- 
tricu tokale dont unc mo!Bculc est aniin6e tond constaniinent 
vers zm point fixe, le rayon vecteur dii mobile d6crit autour 
de ce point des aims (?gales en temps hgaux, de ielle sorte 
qiie l’aire d6crite an bout d ’ u n  teinps quelconquc croit pro- 
portionnellement h ce Icmps. I1 Gt voir en outre que, rkcipro- 
cpeaent, si une sernblablc relation a 618 T6rifi6e dans IC 
rnouvenient d’un corps par rapport h u n  certain point, c’est 
line preuve suffisanie de l’action sur ce corps d’une force di- 
rig6e sans cesse vel‘s ce point. Celte bellc proprikte se d6duit 
d’ailleurs trirs ais6menL dm dqualions gEn6rales du iiiouve- 
men1 curviligne d’nne molBcule, exposees dans la IcGon prk- 
chdente, en plaGant l’origine des coordonnkcs au centre des 
forcCs, et cansidkront !’expression de l’aire dkcrite sur l’un 
yuelconcpe dcs plans coordonnks par la projection corres- 
pondanle du rayon vectcur du mobilc. Cetle dkcouverte de 
KBplcr est d’autant plus remarquable qu’elle a eu lieu arant 
que la dynamicpe edit B t E  rkellernent cr66e par GalilBe. Nous 
ailrons occasion de remarqucr, dam la parlic astronoiniyue 
de ce cows, clue K6pler ayant reconnu que les rayons vec- 
teurs des plan6tes d6crivciit nutour du solcil des aires pro- 
portionnelles aus  temps, ce qui conctitue la prernibre de ses 
‘rois grandes lois astronomiques, en conclut ainsi que les 
ilanktes sont conhuellemcnt animdes d’nne lendance Yers 

soleil, don1 il 6tait  r6servi: h Newton de d6couvrir In loi. 
Mais, quelle que soit l’iniportance de ce premier th&or&ine 

‘es aires, qui est ainsi une de? 1,ases csbentielles de la me- 
aniqiic ckleste, on ne doih plus s voir aujourd’hui que le cas 
articulier le plus slinple dii grand t h k o r h e  gkn6ral des 
ires, d6couvert prcsque s imultanhent  c l  sous des foriiics 
iffdrentes par d’Arcy, par Daniel Hernouilli et par Euler, 
ers le milieu du s ik l e  dPrriier. La  d k o r i r c r k  de Kkpler 
r‘ktait relative qu’au iiiouvemrnt ~’LIII point ; celle de d ’ i i l ~ y  
e rappork au mou\-enient de tout syslkme quelconque de 
orps agissact les uns sur le..; aiilrcs d’une innnibre quel- 
Imque, ce qui constjtuc 1111 cas, lion senlcmcnt ph~s coin- 
liyu8, mais meiiie essenticlIcmcii t difThreiit, A cai1sc de 
PS actions inutnelIes. Le th&orkmc consistc alors en cc que, 
Inr suite de ces influences rkcigroqucs, l’aire que dPcrira 
’aDan5ment le rayon Yecteur de chaque niol6cule du systenie 
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chaque instant autour d’un point quelconque pourra bil’n 
6tre altBree, mais que la somme algkbrique des aires aiiw 
decrites par les projections sur un plan quelconque de5 
rayons vecteurs de toutes les moldcules, en donnant B clia 
cune de ces aires le signe convenable d’aprks la rkgle orth- 
naire, ne souirrira aucun changement, en sortc que, s’il nj 
a pas d’autres forces acchlkratriccs clans le s y s t h e  que C C ‘ ~  

actions niutuelles, cet te-somme des aires tikcriles deineueeta 
invariable en un temps donnd, et croitra par. conshquent pw- 
portionnellement au temps. Quand le systbme ne presenle 
aucun point Gxe, celte propriBtk remarquable a lieu relati 
vement un point quelconque de l’cspace ; taridis qu’elle se 
vkrifie seulement en prenant le point fixe pour centre cbs 
aires, si le syslkme en offre un. Enfin, lorsque les corps tlii 
systeme sont animks de forces acckkratrices cxtkrieures, $1 

ces forces tendent constammerit vers un m&me point, le 
theoreme des aires subsiste encore, mnis uniquernent h 
1’6gard de ce point. Cette dernikrc partie de la proposition 
gkndrale fournit Bvidemment, comine cas particulier, le 
thBorkme de KBpler, en supposanl que le systkme se rhdubc 
A une seule moldcule. 

Dans ]’application de ce thBorBnie, on remplace ordinal- 
rement la somme des aires correspondantes h toutes les mo- 
lecules du systbme par la somme Bquivalenie des produits de 
la masse de chaque corps par l’aire qui s.y rapporte, ce qui  
dispense de partager le systkme en molbcules de mbme 
masse. 

Telle est Ia forme sous laquelle le th8orkme general des 
aires a kts decouvert par d’Arcy ; c’est celle yu’on emploie 
habituellement . Comrne l’aire dkcrite par le rayon vecteu; dc 
chaque corps dans un instant infiniment petit est Bvidemment 
proportionnelle au produit de la vitesse de ce corps par sa 
distance au point fixe que l’on considkre, on peut substiluer 
h la somme des aires la somme des moments par rapport B ce 
point de toutes les forces du systbme projetdes sur un m&me 
plan quelconque. Sous ce point de vue, le Worbme dcs 
aires prPsente, suivant la remarque de Laplace? une pro- 
pri6t6 g8nBrale du mouvement analogue 5 une de celles de 
I’dquilibre, puisqu’il consiste alors en ce que cette somme 
des moments, nulle dans le cas de l’Bquilibre, est constante 
dans le cas du mouvcment. C’est ainsi que ce tiidor8mr I\ C l i  
trouvk par Euler et par Daniel Gernouilli. 
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Quelle que soit l’interpr6tation concrete qu’on juge conve- 
nable de lui donner, il est une simple constiqv.ence amaly- 
tique djrecte de la formule gbnhrale de la dynarnique. I1 
suffit, pour l’en ddduire, de d6velopper cei te formule en 
formant les Bquations qui se rnpportent au inouvemen t de 
rotalion, et dam lesyuelles on apercevra immhdialemenl 
l’expression analylique du t h d o r h e  des aires OLI des mo- 
menls, en ayanl @ai-d aux conditioiis ci-clessns indiqu 6rs. 
Sous le rapport analytique, on peut dire que l’utilith de cc 
tlikorhnie consisle cssentiellemciit iI fournir, dans tous les 
cas, trois integrales premibres des 6quahions gdn6rales clu 
mouvement ; qui sont par ellas-inhnes du  second ordrc, ce 
qui tend i faciliter singalibrcment la solulion definitive de 
cliaque problemc dynainique particulier. 

Le tlieort5mt: des aires suffil, pour d6lerminer, d a m  le 
mouvemeiil g8n6ral d’uii s y s l h e  yuelconque, tout cc qui se 
rapporte aux moureniciits de rotation, coinme le thdor8ine 
du centre de gravith determine toni, ce qui est relatif aux 
mouveinents de translation. Ainsi, par la scule coinbinaisoii 
de ces deux propriBtt5s ghnbrales, on pourrail proc8der B 
1’6tude complete du mouvement d’un systkrne quelconyue de 
corps, soit quant i~ ia translation, soit quant iI I:I lohi ion.  

Je ne dois pas nkgliger de sigiialcr soiiiriiaireiiieiit ici, au 
sujet du lh6orBme des aires, la clartb inespbrke c l  la simpli- 
cite admirable que &!I. Poinsot y a introduitcs c n  y appliquant 
sa conception fondamentale relative aux mou\ einenls de rota- 
tion, que nous avoiis considbr6e sous le point de vue slatiquc 
dans la seizikme leeon. En substituani aux aires 011 : I ~ S  
moments considkr6s jusyu’alors par les gdombires les couples 
qu’eagendrent les forces proposdes, RI. Poimot a fait Bprou- 
ver ?I cette thkorie uii  perfeclioniiemenl, philosophiyuc trbs 
important, qui  ne ine parail pas encore svoir &Le sirffisammeiit 
senti. I1 a d o m e  ainsi u m  valcur concrirte, nn sens dyna- 
mique propre et direct, B ce qui n’6tait auparavant yu’un 
simple Bnonci? gdoinhtrique d’une partie des 6 :p t ions  fonda- 
mentales du mouvement. Une aussi heurzuse Lransforma- 
lion g6nhrnle est destinke, sans doule, ZI accroitre ndcessai- 
rement les ressources de l’esprit liumain pour l’cilaboration 
des idees dynamiyues, eii tout ce qui concerae la Lh4orie des 
mouvcments tlc rotatiou. On peut voir dais le bean mEmoire 
de M. Poinsot sur les propridtds des moments et des aires, 

1 qui se trouve annex6 A sa Siatique, avec quelle facilitk il est 
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parvenu, d’aprbs cette lumineuse conception, non seulement 
A rendre 61Bmentaire une thborie jusyu’alors fond& sur la 
plus haute analyse, mais A dkcouvrir cet Bgard de nouvclles 
propribtes gknkrales Lrhs remaryuables, que nous ne devons 
point consid6rer ici, et yu’il cat 6th difficiie d’obtcxir pa:. !es 
mkthodes ant4rieures. 

Le lh6orBnie des aires a @t6, p o w  l’illtzjtre Lapiace. l’ori- 
gine dc la dh.muverte d’une outre propribti: dynamiyue trea 
remarquable, cclk dc ce qu’il a noinink le p l a n  inuwinble ,  
dont la considbration est srirlout s i  importante dans la m6ca- 
n i c p  c6lesie. JJa somine des aires projetbes par tous les corps 
du  systkinc stir un plan quelconyuc Btant constantc cn un 
temps donnP, Laplace a chcrch6 la dircclion du pian h i’kgard 
dcquel cellc somiiie se lrouwit elre la plus grande possihle. 
Or, d’aprhs la manikre dont ce plan de lo p!us graiide aire 
oil  du plus grand niomenl est d6tcrmin8, Laplace a dkmon- 
tr6 que sa dircciion c.;t n6ccssaixmcnt, indkpendante de la 
r6aciion muluelle des difI’6renles parties tlu systbme, en 
sorle yuc, pa;. sa naturp, cc plan duii r edm con!iiiiiellement 
ir;vai-ialJic, y d l c s  que pnissenL jamais &re ics alibrations 
i:itroduiles d a m  la s i t u a h i i  de ces corps par icurs influences 
rbciproques, poiii.vu qu‘il nc  si;rvidiioe aiiznne force IlQU- 
vclle exikrieure. On congoil aisi:niciiL de yuclie importance 
doit &tm, coinme iiotis l’cxpiiquemns sp6cialemeiit dans la 
seconcle pariie de ce cours, Ia d8erminatioii d’un le1 plan 
relativenient h notic! s y s t h e  solairc, puisque, en y rappor- 
t an l  lous nos iiiour c’meii/s c6JcsJes, it nous procure l’inappr6- 
ciable avaritage cl’avolr un terine clc coinparaison nkcessai- 
rement fixe, a trawxs tow les d61.angemcnls clue Paction 
rnutuelle de nos plnrrbtcs pourra faire subir dans la suite des 
tetiips h leurs distances, h leurs rkvolutions et mkme aux 
plans de lenrs orbitcs, cc qui est une premibre condition h i -  
demnient IndispeiisiIdc pour que nous puissions exactement 
corinaitre en quci consistmi, cei, alt6rations. klalheureu~e- 
iiieiit nous auro:iq occslrioii de remarcper que I’iuccrtitude 
oi l  nous sommcs jusqu’ici relatircnirnt h la vaieur exacte de 
plusieurs cloiinkcs essciitie~lcs ne nous permct pas encore de 
d6tenniner a \  P C  ioute la  p’Bcision suffisante la situation de 
ce plan. Mnis cet ic dillicullk d’application n’affecte en aiicw 
manibre le caractere (le (:e beau Lhkorkmc, consid6r6 SOUS 
le point de vue de la inecsniyue rotionnclle, le seu! que nous 
devions adopter ici. 
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La tlidorie du plan invariable a kt6 notablement perfec- 
tionnee tlans ces derniers temps par M. Poinsot, qui a dii 
naturellement y transporter sa  conception propre relati- 
vement a la thkorie gkndrale des aires 011 des moments. I1 a 
d’abord consid6rablernent simplifie la notion Eondamentale 
de ce plan, de faqon A la rcndre aussi kkinentaire yu’il est 
possible, en monirant yu’un le1 plan n’cst r6ellement autre 
chose cpc le plan du couple g6n6ral r6s:iltant de tous les 
couples cngendrks par les diffGrentes forces d u  systkme, ce 
qui IC cti.Gnit imm6diatement par une propribt6 dynamique 
trbs sensible, au lieu dc, la seule propriel6 gBomktriyue du 
maximum des aires. Quaiid une conception quelconque a Bt6 
vraiment simplifiPe dans sa natura. 1’6laborntion cn ktanl par 
ccla meme facilitkc, elle ne saurait manquer de prendre plus 
d’extension et dc conduire A des r6sullats nouveaux : telle 
esl, en eflet, la rnarc!ie ordinaire de l’csprit humain dans lcs 
sciences, que les ihborieq Ics plus fecoudcs en clPcouverles 
n’ont kt6 le plus souxnt ,  h leur origine, qu’un moyen de 
rendrc plus simple la solution de yueslions deja iraitkes. 
Le travail que nous c*onsidkrons ici en a offerl une nouvellc 
preuve. Car la thhorie de R4.Poinsot a perrnis d’introduire un 
plus haut de@ de prbciqion d a m  la dktermination du  plan 
invariable propre B notrc syslbrnc solaire, en signalant el 
rectifiani une importan le lacune que Laplace y avait laisske. 
Ce grand gkomklre, cn calculant la situation du plan du 
mciximiim des aires, avail cru ne devoir prendre en considb 
ration que les aires principales, produites par la ciculation 
des planbtes autour clu soleil, sans lenir aucuii compte de 
celles dues aux mouvemeuts des aalellites autour des pla- 
nktes, ou b la rotation cle lous ces astres et du solei1 lui- 
meme. &I. Poinsot vieill de prouver la ii6cessit6 d’avoir 
Bgarcl a ces divers 616ments, sans yaoi le plan ainsi deter- 
mine ne pourrail point &re regard6 comme rigoureusemenl 
invariable ; et en cherchanl la directioii du v8ritaJ)le plan in- 
variable arissi exactemelit que le comporte l’imperlection ac- 
tuelle de la plupart des clonn6es, il a fait voir que ce plan dil- 
fbre sensihlcmenl de celui trouvk par Laplace, ce qu’il est 
facile de concevoir par la seule considkration de l’airc im- 
mense que doit introduire clans le calcul la masse Bnormc du 
solei!, quoiqne sa rotation soil trks lenle. 

Pour coniplbter l’indicalion des propri8t8s dyriamiyues les 
plus importantcs relalives au mouvement de rotation, il 
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convient maintenant de signaler ici les beaux thkorbmes dB- 
couverls par Euler sur ce qu’il a noinink les momenls cl’inertie 
et les axes principnux, qu’on doit mctlre au nonibrc des 
rksultats g6nkrnux lcs plus importants dc la indcaiiiyuc ra- 
tionnelle. Eulcr a donn6 le nom de moment cl’ine~.iie d’un 
corps A l’int6gralc qui exprimc la soinmc des produits de la 
inasse de chaque mol6culc par IC cam6 de sa distance A I’axe 
autour duquel le corps tournc, int6grale don1 la considkra- 
tion doit k\ idcinmcnl &re irks  essentielie, puisqu’elle pcut 
elre natu~ellcment regarilBe coniine la mesure exacte de 
1’6nergie d r  roiation dir corps. Quand la masse proposke est 
homogknc, ce inomcnl d’ineriie se cl6krmine coinrne les 
autrcs int6grales analogues relatives h la forme d’uu corps ; 
lorsque, au conlraire, cettc inassc est hktkrogkne, il faut de 
plus connaitrc la loi dc la densit6 dans lcs diverses couches 
qui la composcnt, el, A cela p r h ,  l’intkgration n’est alors 
seulemerii que plus coinpliqukc. GoIte notion &ant @tablie, 
Euler, cornparant en gkn6ra1, les nioriients d’inertie d’un 
m&ne corps quelconque par rapport a lous les axes de rola- 
tion iinaginables passant en un point doni& dBterinina les 
axes rela tivement aLixyuels ie iiiomcnl d’inertie doit &re un 
maximrim ou un miriimzruz, en consiclkrant surtout ccux qui 
se coupent au centre de gravil6, e l  qui sc distinguent en ce 
qu’ils produiscnt n6cessaircment des inomcnls moindres que 
si, avec la m&ne direction, ils Btaicnt placBs partout ailleurs. 
11 dkcouvrit ainsi qu’il existe constaniinent, en un point quel- 
conque d’un corps, et particulikrcment au centre de gravit8, 
trois axes rectangulaires, lels que le moment d’incrtie du 
corps est un nzaxiiizum a l’kgard de l’un d’entrc eux, et un 
minimum‘ A 1’6gard d’un autre. Ces axes son1 d’ailleurs carac- 
tkris6s par une autre propri6tk coininuiie qui leur scrl habi- 
tuelleineiit aujourd’liui de dkfinition nnalytique, et qui  cons- 
kitue, en efiet, pour l’analyse, le principal a \  antage que ‘’ 
trouve rapporter le mouvcnieiil du corps a ces trois a 
Cette propriel6 consisic en ce que, lorsyue ces trois i 

sont pris pour ceux des coordonnkes . E ,  y, z, lcs inlhgr 
j’x~clnz, J xydm, J yxtlrn ( i r z  cxpriniaut la iiiasse du COI 

soiit nulles relativement au corps tout cnticr, ce qui simp 
iiolahleinent les Bquations g61i6rale5 tlu inouremcnt de r 
lion. Mais IC principal ihhr8ine tlynamiquc dPcouvcrl 
Euler h 1’6gard de ces axes, ct d’aprbs Icquel il les a j u  
ment appelBs axes principcuux de rotafion, consiste daii 
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stabilit8 des rotations qui leur correspondent ; c‘est-&dire 
que, si le corps a cominenc6 B tourner aulour d’un de ces 
axes, cette rotation persiskra ind6finirneiit de la meme ma- 
nibre, ce q u i  n‘aurait pas lieu pour loul autre axe yuelconque, 

anian6c s’ex6cntant cn gkn6ral autour d’un 
axe conlinuellemtvt variable. Ce syslkme des axes principaux 
est g6nirralemeiit uniqnc? clans- chaque corps : cependant, si 
tous les moments d’inertic 6LaicnL conslainrncnt Bgnux enCrc 
cux, la dircdion de ceb ases devieridrait totdement indbter- 
minke, pour% ii qu’on Ics choisit toujours perpendiculaires 
cnlre eux, ce qui a lieu, par exemple, daris une sphere borno- 
ghne, ou l’on peut regardcr cemine des axes permanents de 
rotation tous lcs syslkiiies d’axes reclaiigulaircs passant par 
le ccnlre. I1 y aurait encore un certain dcgrt! d‘ind6termina- 
tion si le corps k la i t  un solicie de i+?volution, l’axe gBom6- 
trique Btaiit alors un des axes dynamiyues principaux; mais 
les deux autres pouvant Bvideminent &tre pris h volontB 
dans un plan perpendiculaire au premier. La cldterminiation 
des ases principaux pr4seiile souvent de grandes difficultks 
en considkrant des corps de figure et de conslitution quel- 
conques ; mais ellc s’effeclue avec uncb exLr&me facilita dans 
les cas pen complicju6s, que; la in6caniqur celeste nous prk- 
sente heureusement cornme les plus communs. Par exemple, 
dans un ellipsoide honiogbne, ou m6me seulement compos6 
de couches semblahlcs et concentriques d’inkgale dcnsit8, 
mais dont chacune est homogkne, les trois diambtres conju- 
gu6s rectangulaires sont eus-meines les axes dynatniyues 
principaux : le iiiomenl d’ineriie du corps est un maximum 
relativement au plus petit de ces diamktres, et uii miniinurn 
B 1’8gard du plus grand. Quand les axes prineipaux d’un corps 
ou d’un systkme s o ~ t  dkteriiiin6s ainsi que les moments 
d’inertic correspondants, si le systkme ne touriie pas autour 
de l’un de ces axes, Euler a &tabli des f‘ormules g6nBrales trhs 
simples, qui fout connaltre cunstamment les angles que doit 
faire avec eux la droik autour de laquelle s’es6cute sponta- 
nkment la rotation instantanbe, el la 1 aleur du moment d’i- 
nertie qui s’y rapporte, ce qui suffit pour l’analyse coniplht 
du mouvement de rotation. 

Tels sont Ics thborbrnes gbn6raux de dynamique qui se 
rapporterii dircctcrnent k l’entihre d6termination du mouve- 
ment d’un corps ou d’un systeme quelconque, soit yuant B la 
translatian, soit quant a la rotation. Mais outre ces propri8t6s 

7 
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fondamentales, les g6onihlres en onL encore ddcouvert plu- 
sieurs autrcs trPs g6n6ralcs, qui, sans &ire aussi stricfement 
indispensables, mkritent si::gu!ierrrnenl tl’etre signalkes dans 
uii examen philosophique de la mdcaniq e rationnelle, h cause 
de leur ttxtremc importance pour In mplification des re- 
cherche~ spkiales. 

La premiere et la plus reriiarcpLle d’cntrc e!!es, ceilc, qui 
pr6senle les plus pr6cieux avantages pn:ir !es applications, 
consiste dans le c61bhc Lh6or~inc de la csiiseisuctiio!i des f w c e s  
uiues. La dhcouverle primilivc en est dl;e h ZIuyghens, qui 
fonda sur cette considbralion sz solution du problBme du 
centre d’oscillation. En notion cn  rut ensuiie gkneralisde par 
Jean Bernouilli, car Huygiiens ne l’avait btahlic que rclative- 
nient au mouvement des corps pesants. M a i s  .Tmn B:i~~ouilli, 
accordant une importance exaghrde et I-icicyise B !a fameuse 
distinction introduitc par Leibnitz entre ies forcis mortes et 
les forces viues, tenta vainemmt d’driger ce ih6orBme en une 
loi primitive de la nature, iandis qu’il ne sauyait etre qu’une 
cons6quence plus ou moiiisgdn6rale des thkories dynamiques 
fondamentales. Les travaux les plns importants dont cette 
propriktk du mou~~emcii  t ait 6td le sujct sont certaincnient 
ceux de I’illustre Daniel Bcrilouiili, qui donna au thdorbme 
des forces vives sa plus grande extension, ainsi que la forme 
systkmatiyue sous laqucllc nous le concevons aujourd ’hui, et 
qui en fit un si henrcux usage pour l’btude d u  mouvement 
des fluides. 

On sait que, depuis Leibnitz, les g6ombtres appellent 
force uiue d’un corps le produit de sa maSse par le carrb de 
sa vitesse, en faisant d’ailleurs coinpletemen t abstraction 
des considbrations trop vagues qui avaient condi:it Leibnitz 

former une telle expression. Le th&orc‘,me gPnkral que ~ O U S  

envisageons ici consistc en ce que qnslciues alterations qui 
puissent survcnir dan.; le inouvemenl de chacun des corps 
d’un systkme quelcoiique en vertu de leur action rdciproque, 
la sonime des forces vive? de tou.; ces corps resle constam- 
ment la meme en un temps tionni.. C’ec;i ce qu’on deinontre 
aujourd’hui avec la plus grandc Eaci!iM d’aprhs les Bquations 
fontlamenlales d u  mouvement d’un s y s t h e  quelconque, et 
siirlout coinnie l’a fait Lagrange, en p r t a n t  de la forlnuie 
gen6rale de la tlynamique cxpos&c daais la IeGon prbcbdentc. 
Sous le point de vue analylique, Yextreme utilitb de ce beau 
thkorhme coiisiste essentielleinent en ce qu’il fournit tow 
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jours d‘avance une premiere 6quaiion finie entre les masses 
et les vitesses des diflkrents corps du systkme. Cette relation, 
qui p u t  &re envisagcie comme une des intkgrales dbfinilives 
des kquations diff6rcntielles du mouvement, suffit A I’entikre 
solution du pro131hcne1 toutee les fois qu’il est r6ductible i~ la 
dktermination du mouvcnienk d’un seul des corps que I’on 
considere, d6terminatiol-t qui s’effectue dors  avec une grande 
facilit6. 

Mais pour sc’ faire unc juste idee de c d t e  importante pro- 
priBt8, il est indispensable de remarquer qu’elle est assujettie 
h une limitation consid6rable1 qui ne permet point, sous le 
rapport de la gdn6rali!A, de la placer sur la m6mc ligne que 
les thkorkines pr6c6deniment esamiaks. Cette limitation, 
ddcouverte h la iin d u  dernier sikcle par Carnot, consistc en 
ce que la sommc des forces T ivcs subil conslamment une dimi- 
nution dans le choc dcu corps qui ne sont pas parfaitement 
Blastiques, et g6nkralenicnt toules les fois que le syslbme 
Bprouve un ciiangenicnt brusque quelconque. Carnol a 
dBmontr6 yu’alors il y a une perk  de forces vives tigale d la 
sornme des forces vires dues nux vitcsses perdues par ce 
changement. Aiiisi le tbhrkrne de la conservation dcs forces 
vives n’a lieu cp’autant que le moiivement du systkmo varie 
seulemerit par degrds insensibies, ou qu’il ne survient de 
choc qu’entre des corps douks d’une klaslicite parfaite. Cette 
importante consideration complkte la notion gBn6rale yu’on 
doit se former cl’une propriBtB aussi remarquable. 

De tous les grancls thdorbnies de mcicanique rationnelle, 
celui que now venom d’envisager est sans contredit le plus 
important pour les applications h la niecanique industrielle ; 
c’est-A-dire en ce qui conccrne la thkorie du mouvement des 
machines, en tan\ cp’elle est susceptihlc d’&lre @tablie d’une 
maniere exacle et pr6cisc. Lc th6orbm:: dcs forces vivcs a 
commenci:, A fournir jusqu’i?i, sons ce point.de vue, des indi- 
cations gkncirales trhs prbeicuses, qu i  oiit 618 surtout pr6- 
sentees avec nnc nettelti e l  une concision parfaites dans le 
travail de Cariiot, auquel 011 r:’a ajould drpuis rien de vrai- 
ment essenlicl. Ce Ih6orkme prkscnte directemrnt, en effet, la 
considdration dynamicpe d’mc machine cpelccnque sous 
son vBritable aspect, en niontrant que, dans toute transmis- 
sion el  modification du mouvement effectuke par une machine 
il y a simplemenL Acliange de force vive entre la masse du  
moteur et celle du corps h niouvoir. Cet &change serait coin- 
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plet, c’est-&-dire touie Ia force vive clu moteur serait uti- 
liske en dvitant les changcrncnlq brusques, si les Srottements, 
la resistance des milieux, etc. , ii’en absorbaient nhcessai- 
remenk une portion pliir 011 moins consid6rable suirant que 
la inachine est plus ou moins compliqu6e. Cctte notion met 
daiis tout son jour l’absur(lit6 cLe ce yn’on a appelB le mou- 
vcinent prrpPtuel, en indiquant m h e  d’une inanikre g6nE- 
rale S. que1 instanl la machine ahsndonnke h sa seule 
impulsion primitivc doit s’arrgier spontan6mcnt; mais cette 
ahsurdit6 cst d’nilleurs de VI nature tellcment sensible, 
qu’Kuyghens avait, au contraire, fontld en partie sa d h o n s -  
tration du th6or8nie des forces vives sur l’kvidence manifeste 
d’une telle impossibilitk. Quoi qu’il en soit, cc thborhme 
donne une idee nette de la v6ritnbic perfection dynamique 
d’une machine, en la rkduisant S. utiliser la plus grande frac- 
tion possible de la force vive dn moteur, cc qui ne peut 
avoir lien g6nt:ral ement qu’en s’ellorqant de simplifier le 
mecanisme antant que le comporte la nature du moteur. On 
conqoit, en efl’et, que si l’on mcwre, commc il semble natu- 
re1 de le faire, l’effeb dyiiamiqu~~ utile d‘un motenr en un  
temps donne par le protluit dn poicls qu’il peut 6 l e ~ e r  ct de 
la hauteur h laqucllc il If: Iransporte, cet effet 6quivaut irn- 
mkdiatement, d’aprks les lois dn mouvenient vcrbical des 
corps pesants, h une force vive, et non A une quantith de moa- 
vement. Sous cc point dc vue,ln fameuse djscussioii sonlevke 
par Leibnitz au sujet des force.; vives, et A laquelle prirent 
par1 lous les grands g6oiniilrcs de cette dpoque, ne 
doit point etre regard& coinme aussi dPpourvue de rbalitk 
que d’hlemberl a paru le croire. On s’8tait sans doule in6pris 
en pensant que la m6canique rationnelle &it intEress6e 
dans cette contestation, qiii nc aaurait, en effet, selor ’” 
remarque de d’illenibcrt, ’excrcer sur ellc la moir 
influence r6clle. Le poinl de vue thkorique et le point de 
pratique n’nvaient pas 618 asres soigneusement sbpares pt11 
gBom8tres qui suivirent ceQ discussion. Jlais, sons le I 

point de vue de la m6canique industrielle, elle n’en avait 
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moins une r:iritable imporknce. Elle pourrait m8me &re u 
ment reprise aujourd’hui, car les objections qui ont 6th fa 
contre la mmure vulgaire de la valeur clyiiamique des mot€ 
meritent d’ctre prises en s6rieuse considbration, VU g 
semble en elyet pen rationnel de prendre pour unit6 un m 
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Mais, yuelque decision yia’on finissc par adoptcr sur cette 
contestation non terminEc, l’application dit th8or8me des 
Soorces vives n’cn conservcra pas moins toute son importance 
pour montrer sous son vrai jour la clestination rbellc des ma- 
chines, en proixvant qiie nkcessaircmoot elles font pcrdre en 
vitesse ou en tcinps cc qu’elle.; font gagner en force, ou r8ci- 
proquemenl, (le ielle soible que leur utiliL4 consistc essentiel- 
leinent h 8cliangor le? pins clans lcs a u h e s  les divers facteurs 
de I’effet k produiro, sans pouvoir jamais l’augnientcr par 
elles-m6iiies dans sa i o  t d i  ti., e l  en lui faisant constamment 
subir a ~ i  contcairc iinc inhvitahlc diminution, ordinairement 
trhs notable. I1 est clouteux, d u  rcsie, yuc l’ayplicalion de ce 
theorbme p u k e  B aucune 6 p O q U O  &re pouss6e heaucoup 
plus loin cpc lcs inclications g6n6raIes de ce genre, car. le 
vkritabie calcul d prioi-i de l’eflet prEcis d’une machine yuel- 
concjue donn6e prbsente, comme probkme de clynamique, 
uiie trop grandc coinplicalion , ci exigc la connaissance exacte 
d’un trop grand noinbre de relations encore complbtement 
inconnues, pour pouvoir etre cfkicaceinent tcnlit dans la plu- 
part des cas ( I ) .  

(1) La veritable Ili6orie propre de la m&xniqric industrielle, qui 
n’est nullement, ainsi qu’on le croit souvent, uno simple dbrivation 
de In phoronomie ou m6camyne ralionncilc, e t  qui se rapporte h un 
ordrc d’id6es compltrtement distinct, n’a point encore fit6 conc;ue. I1 
en est, h cet bgnrd, conime dc toute autre science d‘applicution dont 
l’esprit humain ne possEde juaqu’ici que quelques tsIhents  insuffi- 
sants, selon la remaryue indiquke dans notre secoiidc 1ec;on. La mkca- 
nique induhtriellc, abstraction faite de la formation des moteurs, 
qui d6pcnd de I’ensernble de nos connaissances sur la nature, sc  
compose de deux classes de recherches trbs difXrentes, les unes 
dynamiqnes, le-; autres gkorn0trique.:. Les premieres ont pour objet 
la determination des appareils I C s  plus convenables, afin d’utiliser 
autant que possible les forces motrices donnkes; c’est-&-dire d’obtc- 
nir entre la force vive du  corps :r mouvoir e l  celle du motcur le 
rapport le plus rapprochi. de l’unitk, en ayant kgard aux modifications 
exigecs dans la wtcsse par la destination connue de la niachine. 
Quunl aux autres, on s’y propose de changer A volonlC, ii l’aide d’un 
mkcanisme cotivcnable, les Ignes dkcrtles par les points d‘opplica- 
tion de.: forces. En  un mot, le mou~wnent  est modifih, dans les 
unes, quant h son intensite ; dans lcs autres, rjuant h sa birection. 
Les premibres se rapportent A une doctrine entibrement neuve, au 
sujet de layucile 11 n’a encore 6 t k  produit aucune conception direetc 
et vrainient rationnelle. I1 en est A pcu pres de meme pour les 
autres, qui dependent de cette gComClr9ie de situufiori entrevuc par 
Leibnitz, mais qui n’a fait jusqu’ici prcsque aucun proarb.  Je  ne 
connais, A cet Bgard, d’autre travail reel qu’une ingenieuse conside- 
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Le inouvement d’un systkme quelconquc presente hne 
autre propriBt6 gknbrale trks rernarquable, quoiyue moins 
imporian:e, soit sous le rapport analytiyue, soit surtout sous 
IC rapport physique, clue celle qui vient d’erre examinee : 
c’est la propribti: exprim& par le cdlhbrc thborbmc g6nb;al 
de dynamique auyiiel Maupertuis a donne la dBnoniinalion 
si vicieuse de p i n c i p e  de In xo indre  aclion. 

La filiation des idees au sujct de celtc decouverte rcmonte 
B une Bpoyue trks doignite, car les geometres de l‘antiquite 
avaieiil dejja lait quelques rcmarques qu’on peut concevoir 
aujourd’hui comme Bquivalentes h la vhification de ce thdo- 
reme dans le cas parliculier le plus simple. Piolemee, en 
efret, ohserve exprcss6inent, yuanl 6 la loi de ia &flexion de 
la lumibre, que, par 13 nalurc de celtc loi, la lumibre en se 
rt5flechissant se trouvc suivie le plus court chemin possible 
pour parvenir d’un point h un aut,e. Lorsquc Dcscaries el 
Siiellius eurenl ddcouvert la !oi ia8clle dil la r6fraclion, Fer- 
mat rechercha si on ne pourraii poinl y arriver & priori 
d’aprks quelyue consicl6:atjon analogue h la remarque de 
Plolem8e. Le minimum ne pouvani alors avoir lieu rdaii- 
vement 51 la longueur du chemin parcouru, puisque la route 
rectiligne efit btb possible dans ce cas, Fermat prksuina 
qn’il existerait B 1’8gard du temps. II se proposa donc, en 
regarilant ja route de la lumibre conime composke de deux 
droites diffbrenles, shparkes, S O U 5  un angle inconnu, h In 
surface du corps rkfringent, quelle devait 81re ccltc direction 

ration BlAmentaire prksentke par Monge, et qui, yuoiyue simpleinent 
empiriyue, merite d’iXrc notkc ici, nc fut-ce que pour indiquer la 
vkritnble nature de cet ordrc d’idkes. 

Monge est parti de cetlc observation, trbs plausible, en effct, que, 
dans la r6alit6, des mouwx icn l s  cxecutAs par les machines sont 
ou rcctilignes OLI circulaircs, cliacun pouvanl 2trc d’ailleurs ou 
continu ou allernatif. I1 a ,  dbs  lors, cnvisngd toutc machine cornme 
destindc, sous IC rapport geomktriquc, B transfornicr ccs divers 
mouvcnienis ii!hentaires Ics u n s  dans les nulres.  Cela pose, cn 
Epnisant toules ics combinaisoris divcrscs qu’ux.  lellc t~aiisfo:.ma- 
tion peut orrrir, i1 cii n vu r4sulter nCcessaireincnt dix series d’appa- 
reils dans 1es:picl:es peuvent &trc rangkes toutes les machines con- 
nues, ainsi y ~ i e  celles qu’on imaginara plus lard. Les tableaux r6su1: 
tant de cettc classilicaiion pcuvent done 6tre envisages coinnie pr6- 
sentant au mBcanicien les moyens empiriques de r6soudre, dans 
chaquc cas, IC problbmc de la transformation du mouvernent, en 
choisissant, parmi tous les apparcils propres 21 remplir la condition 
propooBe, celui qui prksente d’ailleurs le plus d’avantages, 
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relative pour que le temps employ6 par la lumikre dans son 
trajet f01 le moindre possible, et il eut le bonheur de trouver 
d’aprks cette seule consid6rntion urie loi de la r6fraction 
exactement conforme i~ cclle directeinent d6duite des obser- 
vations par Snellius et par Descartes. Cette belle solution 
est d’ailleurs Bininemment remaryuable dans l’histoire g6n6- 
rale des progrbs dc l’anafyse mathematique, comme ayant 
offert h Fermat la premiere application importante de sa 
celebre m6thode d e  niazinzis ef minimis, qui contient le veri- 
table germe primitif clu calcul difl‘hrentiel. 

La comparaison de la remaryue de Ptolem6e avec le tra- 
vail de Fermat envisage sous le point de vue dynamiyue 
devint pour Xaupertuis la base de la ddcouverte du th6orbme 
que nous considerons. Quoiqu’kgar6, bien plus que conduit, 
par de vagucs consid6rations metaphysiques sur la prktendue 
Bconomie des forces dans la nature, il finit par arriver A ce 
rbsultat importanL, que la trajectoire d‘un corps soumis h l’ac- 
tion de forccs quelconyues devait necessairement etre telle, 
que l’int6grale du produit de la vitesse du mobile par 1’616ment 
de la courbe d6crite fQt toujours un minimum, relativement 
Q sa valeur dans toute autre courbe. Mais Lagrange est avec 
justice gbn6ralement regard6 par les geometres actuels 
comme le veritable fondateur de ce thkorkme, non seulement 
pour l’avoir gBiiCralis6 autant que possible, niais surtout 
pour cn avoir d6couverl la veritable dkinonstration en le ratta- 
chant aux th60riLs dynamiques fondamentales, et en le dbga- 
geant des notions confuses et arbitraires que Maupertuis 
avait employ6es. I1 ne subsis te maintcnant d’autre trace d u  
travail de Maupertuis clue le noin qu’il a impose a cc th6o- 
reme, et dont I’impropriCt6 est universellement reconnue, 
quoique, pour plus de bri8vetB on ait continu6 & s’en servir. 
Le ttidorerne, le1 qu’il a 6t6 ktabli par Lagfange relativement 

un systEine yuelcorique dc corps, consiste en ce quc, 
yuelles que soient lcurs attractions reciproqucs, ou leum 
tendanccs vcrs dcs centres fixes, les traject,oires dPcriies par 
ces corps sont toujours telles, que la somme des procluits 
de la masse de cliacun cl’eux et de l’int6gralc relative & sa 
vitesse multipli6e par 1’616mcnt de la courbe correspondante, 
est ndcessaircrnont un mcvxiinurn 011 un rniiiimum, cette 
somme &ant Blendue 5 la totalit6 du  systkme. I1 importe 
tl‘aiiicsrs Je remarquer que, la dhoiistralion de ce theoreme 
gdnbral &ant fondkc Sur le thhorbme des forccs vives, il 
4 .4 ,  * I 6  PI; 



est in87tilahlement assujetti aux nii3mes liinitations qlte 
celoi-ci. 

Outre la belle propriAt6 dci mauvement contenue dans cette 
proposition reimrquable, on concoit que, sous le rapport 
analytique, elle peut Btre elivisaghe comme un nouveau 
moyen de former Ics Bquations diffbrentielles qui doivent con- 
duire & Id dbtermination de chagiie niouvement spkcial. I1 
suffit, en d e &  confakm6nienL h 13 m6thode @nCrafe, des 
niaxfnza et ~iziiliina fodrtlie par IC c d c d  dcs r a r i a h h s ,  d’es- 
primer que la somtnc pr8ckde1~1ment indiqu6e est un rhaxi- 
niuin otn dn &hirnul?z(soit absolu, soit relatif suivant les cas), 
en rendant sa variation nulle. Lagrange a expressdment hob- 
ti-& cornmeat, d’8prbs cette seule consideratioh, on peut, en 
gkritSral, retpouver la formule fondamentale de la dynamique. 
Mais, qdelqu’utile que puisse &tre en certaiiis cas une telle 
manibre de groc6der, il ne faut point s’exagBrer son impor- 
tance ; car od rle doit pas perdre de vue q u ’ e h  ne fourhit 
par elle-m&me aucunc intkgralc finie des bquations du inou- 
vemlent J eile se borne seulemdnt h ktablir ces dquations d’une 
autre manibre, qui peut quelquelois ktre plus convcnable. 
SOUS cc rapport, le thdotbme d c  la moindrc action est cer- 
tainemenl moitls pr6cicux que ccIui des forccs vives. Quoi 
qu’il en soit, il convicnt dc reniaiquer ici avcc Lagrange que 
l’ensemble de ces deux t h h o r h e s  peui ktre regard6, en 
thBse gkiikrale, comme sulfisant pour I’entihre dktermination 
du modvemedt d’un corps. 

Le tlihorkme de la inoindre action a aussi @te prksenti: par 
Lagrange sous unc autre forme gknErale, specialemen t des- 
tinee & rendre plus sensible son interpretation concrbte. En 
efTet, 1’81kunent dc la trajectoire pouvant Bvidemment 6tre 
remplacd clans 1’8nohck 38 ce thborbmc par le produit &qui- 
valent de la vitesse cl de 1’616ment du temps, le theorbme 
consiste alors en ce que chaque corps du systbme d6crit 
constainment une courbe telle qiie la somme des force? V ~ V P Q  

consommhes en uii temps donn6 pour parvenir d’unt 
tion A unc autre est ntkes~nirement un maximum 
inirzin~~nz. 

L’hisloire philosophiyue des travaux rclatifs au th& 
de la iiiaindre action est particulit‘remcnt propre A I 
dans tout son jour l’insuffisance complete et IC vim 
cal des considkrations nihtaphysiqnes employees C I  
rnoypns de dkcouvertcs Fcientifiques. On ne peut nier 
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doute que le principe theologique et mdtaphysique des 
causes finales n’ait eu ici quelqne utilitei, en contribuant dans 
I’origine A Bveiller I’attention cles gdomhtrcs stir celtc impor- 
iantg propriete dynamique, cf rnenie en leur foimji~,sant Q 
ret 6gar.d quelyues jndicatioiis vtigues. L’csprit de ce cour5, 
tel que nous l’avons db.jja expressbtrien2 signaI4, e l  Ecl qn’il 
se dkveloppera de plus en plns par la wile, nous prcscr i t ,  G:X 

Piyet, de regarder, en thbse g6n6rale. 1 ~ ’ i  hypothlisc.~ [bPnl(i-. 
giques et m6taphysiques comne aynnt Bid tl!Yilw et l31&1nP 
nkcessaires aux progrks rBeIs de I’intelligence hu , 63 

e c:c soutenant son activith aussi loiigteinps r j : ~ ’ ~  dnrP !’a 
conceptioiis positives d’nne gdii6raiit6 suffisanie. Mais, aiors 
meme, les nombreux iiicon%bnients fondamen taux iiih&t’entC 
ti une telle manikre de prockder verificni claircnicut yn’elle 
ne pcut &Ire envisageie qne co1~n1.c P P Q T ~ S O ~ W .  L’cxempIe 
actuel en ogre nne prenve smsiblc. Car, sam l’iniroc!ucLian 
des considerations exactes et r6eIfcs fonCrk SUP. Ir. lois g6n8- 
rales de la mbcanique, on disputerait eucow, Gnsi que Ie 
remarquc Lagrange avec tant de raiso:j, SUT ce qu‘ilfaut 
entendre par la moiilclre ac l iw de la nature, !a pr6te;idue 
Bconomie des forces consisbant tantbt dam l’cupace, tantat 
dana le temps, et le plus souvent n’8tani e!i e?;‘el ni l’un a i  
l’atitre. il est d’ailleurs 6vident que celtc propribti. n’a point 
ce cakactkre ahsolla qu’on n w i t  d’nhord ~ ~ i l i ~  lrii irnpowr, 
puisyu’elle eproul-e dans ii~l grand noinbre de cas des res- 
frictions deitermin6es. Rlais ce qui relid surtout rnani 
c vice radical des consicleirationis primitives, c’est que, 
d‘aprbs I’anaIysc exacle de la question traitkc par Lagrange, 
on voit que l’int6grale ci-ctessus dkfinie n’cst nulicrncnt nssu- 
ettie B 6tre n6cessairernent uii miniiiirm, cl qu’ellc p i n t ,  au 

eontraire, elre tout, aussi l i en  un nzasn‘mun2, co~i-mc il z r r h  
effectivement en ceptains cas, le vdritablo theorbme gdnkral 
consistant seulement en co que I3 varialivn de C C ~ L F ,  6nt6 gl  .*a e 
est nulle : que devicni d o r s  l’e‘conornie des forces, de q d -  
que manibre qu’on prktende caractbriser I’aclion ? L’insui‘G- 
sance et m&me l’erreur de I’arguinentation cio JIaupertuie 
sont dBs lors pleineinent Bvidentes. Dans cct ie occar;icn, 
comme dans toutea ceiles ob il a pi1 jusqu’jci y a1 oii- con- 
coups, la comparaison a expresshent  constat6 ia supPrioril6 
immense et iidcessairc de la philosophie positive stir I G  phi- 
losophie tlieoiogique et metaphysiqne, non seuiement quant 
A la justesse et B la prdcision des rhsnltats efYecSifs, riiais 
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m6me quant tr 1’8tendue des conceptions et b 1’816vation 
r8elle du point de vue intellectuel. 

Pour coinplkter cettr bumbration raisonnke des propriktks 
gbn6ralcs du  mouvement, ,jc crois devoir enfin signaler ici 
uno dernikre proposition fort remaryuable, yu’on nc place 
point ordinaircment dnns la meme catbgorie que les prkc8- 
dentes, et qui mPrite ceprndant, A un aussi haut degr6, de 
fixer notre attenlion, soit par sa heanti: intrins&que, soil 
surtout par l’importance et l’ktendue de ses applications aux 
problbmes dynamiques les plus difficiles. I1 s’agit du c6lb- 
bre thkorbrne gknkral decouvert par Daniel Bernouilli, sur la 
coexistence des petites oscillations. Voici en quoi il consiste. 

Nous avons vu, en commcnyant cette leyon, qu’il existe, 
pour tout systkine de forces, une situation cl’kquilibre stable, 
celle dans laquelle la sommc des forces kives est on des maxi- 
mum, suivaiit la loi de Maupertuis gkn6ralisBe par Lagrange. 
Quand le systeiiic est inliniment peu 6cartk de cette silua- 
tion par une cause qnelconyue, il lend y revenir, e11 faisaiit 
autour d’ello une s,ik il’oscillations infininienl petites, p a -  
duellement diminuees et hicnt6l clktruites par la rksistance 
diu milieu e l  Ics frolkments, et qu’oii peuL assimiler A cellcs 
d’un pendule d’une longueur coinenable soumis A l’influeiice 
d’une graritk dkterminee. Mais plusicurs causes diffkrentes 
peuverit faire siinul tan6menl oscillcr le s j  sterne de divcrses 
manibres autour de la position de stabilit6. Ccla posk ,  le 
thBor8me de Daniel Bcrnouilli consiste en ce que toutes les 
esphces d’oscillatiow infininlent petitcs produites par ces 
divcrs d6rangemcnts simuitnn6sl quellc quc soit leur nalure, 
ne font simplcme,it que se superposer, en coexistant sans se 
nnire, chacune d’elles tryant lieu coinme si elle 6lait seule. 
On concoil ais@ment 1’ex me importance de celie belle pro- 
position po:rr facilitcr I’ktude d’un tcl genre dc mouvements, 
puisqu’il suffil, d’aprbs cela, d’unalgscr iqolbrnent chacjue 
soric d’oscillalions protiuite par chTqne perturbation s6pari.e. 
Cettc d6composilion est surtout tie la pliis grande utilili.. 
dans les rcchexiics rcltativcs au nioui emeni dcs fluides,oit un 
tei o:clre do  considBr~lions se prBseiii c presque eonslamment. 
Mais la propriAi6 tibcouvei-lc par Danici 13crnorailli n’est pas 
inoins int6ressanic sou5 !E rnpp0i-t pIijsique que sous le 
point de vile logique. En cii‘c1, env1srag6c couime une loi de 
la nature, el!e csplique direclement, de la manibre la plus 
satisf‘aisanle, une foule de faits divcrs, que l’observation 
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nvait depuis lnngteinps conslat6s, et qu’on cherchait vaine- 
merit A concevoir jusqu’alors. Telle est, par  exemple, la CO- 
xistencc des ondes produitcs A la surlacc d’un l ip ide ,  lors- 
pu’elle se trouve agit6e G la fois til plusieurs poinls diff6- 

r-nts par diverses causes quclconqnes. ‘Telle est, surtout, 
dans l’acoustique, la simuItani?it6 des sons distincts produits 
par divers Bbranlenients de l’air. Cette coexistence, qui a 
lieu sans confusion entre les diffhreni es ondes S Q ~ O ~ ~ S ,  avail 
Bvidemment kt6 souveni, obserrdc, puisyu‘elle est une dcs 
bases essentielles du m6canisme de notrc audition ; inais 
elle paraissail inexplicable ; on n’y voit plus inaintenaiit 
qu’une conskquence imm6diate du henu tlikorbme de Daniel 
Bernouilli. 

En considerant ce Ih8orkme sous IC point dc vue le plus 
philosophiqne, on ne le trow e peut-Ctrc pas moins remar- 
quable par la manibre dont il rksulie der Bqnalioris g6ndrales 
du inouvenient que par son importance analytiquc ou phhy- 
sique. En ef‘fct, cette coexistencc des divers ordrw d’oscilla- 
lions inhi inent  petites d’un s y s l h e  yuclconque, autour de 
sa situation de stabilih?, a lieu parce qnc 1’i:quation diflBrcii- 
tielle qui exprime la loi de l’un q u c l c ~ n ~ ~ r i e  dc ces mouye- 
nients se trouvc etre Liize‘crire, et consfiquemmenf de la classe 
de c’clles dont 1’inLBgrale gbnhrale est n8cessairerncnL !a 
simple sommc d’un cerlain nonibre cl’iilt(.gi-nJes pzriiculibrcq. 
Ainsi, sous le rapporl ana lyhpe ,  la superposition ( l a  divers 
mouvements oscilla toires a pour cause I’esycxx dc superpo- 
sition qiii s’6ta31it aiors entre les din’Breates int6g::ralcs cor- 
respondantes. Cette imporlarite corr6lalion est certaincmcnt, 
commc l’observe a5ec raison Laplace. un des pl~rs beaux 
exeinples de celte harmonie nkcessairc, elitre I’absirait et le 

la philosophic math6inaiicjne nous  n o h r t  h i t  
de vdrifications admirahles. 

Telles sont Ics principales consid6ralioiis philosophiqncs 
relalives aux diffkrents th6orbmes gfin6raux dkoumr t s  jus- 
qu’ici dms la m&canique rntionnclle, PL clni koiic; dbrivenl, 
commc de simples ddductions anal) t i q ~ i w  plus ou moins Bloi- 
gndcs, des lois fondnmentnles du moiareinenL sur lcsquellcs 
repose le systkme cnticr de la scicncc phoroiiorniqne. L’rxa- 
Inen sommaire de ces thkorkmes, dont l’enscmblc consiilue 
un des monuments les plus imposants de l’actiyith de I’intclh- 
gence humaine convenablenieni dirigbe, etait indispensable 
pour achever de determiner le caractere philosophiyue de la 



406 PHICOSOPF~IE POSITIVE 

science chc 1’6quilihrc e l  tlu mouvement, dkjjR suffisamment 
~raci:  dans lec: lecons prbc8dentes, h I’cigard de la mbthode. 
Nous polivons cdonc mnii i  tcnant nons forrncr nettcment u n e  
idCe ghbra le  de la nature propre de cetle seconde branche 
de la math6niatiqae concsPte, ce qui tleyait ebrc le sei11 ohjet 
essciikici SIC notre travail ce snjet. 

de mc h i i i s  efforck, dans  ce volume, de faire smtir, au- 
h i11  qu’ii a <;ti: en won  pou170ir, en quoi consisle rkellement 
la philo- op5ic malh6m qur. soil qnant h ses conceptions 
abstraiics, soit cpan t  A SL‘S divers ordres de consid6rations 
concrkks, soit enfiii quaiit la corrdation intime et percna- 
ncnite qt;i rxiste ii6cessairernciit cntre les unes et les autres. 
Je regretie .i.i~ cnicn? que Ics lin2;tes dans Iesquelles j’ai da 
me renfermcr, 7 u la dcstination t ic cet ouvrape. c c  m’aient 
point iiermis de faire passer, cistarit que je l’auiais dksir6, 
dans l’espril du  lecteur mori scntirneni profond de la nature 
de cette imrnernsc et admirable science, qui, base nkcessaire 
de la philosophie positivc toub enlike, consti tuc d’ailleurs 
Bvidemment, cn elle-m&nc, le t ho ignage  le plus irrbcu- 
sable de la port& du g h i e  huniaiii. Mais j’espkrc que les 
peiiseurs qui n’oni pas le nialheur d’ktre entibrcmcnt Btran- 
gers Q cctie science fondamentale pourront, d’aprbs les rb- 
flexions que  j ’a i  indiqucics, parvenir & cn concwoir nettement 
!e vdritable caraclbre philosophique. 

Ponr prksenier un  aperqu vraimeat conip!el de la philoso- 
phie math6maliquc dans son &tat actuel, j’ai indiquh d’avance 
(voyez la 3- leyon) qu’il me reste encore $1 considkrcr une 
kroisierne branchc de la niath8matiyne coiicrB1e, celle qui 
consiste dans l’npplication de l’analyse Q 1‘8tude des phkpo- 
InPnes thermologiques, deriiiere grandc conqu&Le de l‘eqprit 
hamain, due & l’iilustrc ami dont je deplore la perte rdcente, 
I ’~IIITII~I*LC~ Fouricr, qui yient de laisser dnns le moiide sa- 
vanL tine si profonde lacucc, longLenips destinke A &tre de 
 OW CII jour plus fortciilcnl senlie. Nais, afin de ne m’kcarter 
que le moilis possible des habiiudcs encore universellement 
ntlopl6os, j’ni annonc6 que je croyais devoir ajourner cet 
iinporlani e x m e n  ,jus<ju’h ce yiie I’ordre nature1 des consi- 
d&rati,,ns exposcies t h i s  ccl ouvrage nom ait conduits 2 
ij;irlic de la pliysicjue qui lraile de la therrnologie. Quoiqu’i 
belie iransposi!,ion ne xoit poirii v6ritablement rationnelle 
n’eii saurait rCsulter ccpendant yu’un iricoiiv6nieiit secondai 
l’apprkciation philosophiquc que je pr(:seaterai ayant d’: 



MATHEMATIQUE 407 

leurs exactement le m6me caractere que si elle eat 6th pla 
c6e B son vkritahle rang logique. 

ConsidBrant donc maintenant la philosophie mathdinatique 
commc coniplktement caractBrisBe, nous devons prockder B 
i’examen de son application plus ou moins parfaite A 1’Btude 
des divers ordres de phhombnes naturels suivant leur degr6 
de simplicitk, application qui, par elle-m6me, est d’ailleurs 
Bvidemment propre a jeter un nouveau jour sur les vrais 
principes de cette philosophie, et sans Iayuelle, en eiret, ils 
ne sauraient Stre convenablement appr6ciPs. Tel sera I’objet 
du volurne suivant,, en nous conformant h l’ordre encyclopb- 
dique rigoureuseinent d6termini: dans la seconde IeGon, 
d’aprhs la nature sphciale de chacune des classes priacipalcs 
de phknomknes que nous avons dtahlies, et, par cons& 
p e n t ,  en commenc,ant par les phknomhes astronomiques, 
l’ktude approfondie desquels la science mathkmatiquc est 
Bininernment destinke. 

FIN DU TOME PREMIliR 
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