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PREFACE DES EDITEURS

Auguste Comle naquil a Monlpellier, e 1g janvier 1793,
lssu d'une famille catholigue el lrés atlachée a la royauté, il
ful d'abord admis comme inlerne au lyeée de sa ville natale.
Ses dispositions pour les sciences mathémaliques el spécu-
latives ayanl é1é (résremarquées dés son jenne dge, il entrail &
I'Ecole polylechniqueun des premiers de la promolion de 1814,
a 'age de seize ans. Mais en 1816, I'Ecole ayant 616 licencide,
il en sorlit sans fonctions, et s'¢tablit & Paris on 1l demanda
a l'enseignement le moyen de subvenir 4 son existence.

Vers 1818, Auguste Comle se lia avec Sainl-Simon donl il
devint le disciple et commenga, I'année suivante, & publier
une série d'opuscules dont les idées fondamentales se relrou-
veronl plus tard dans son Trailé de polilique positive. Mais
il ne supportait qu’avee peine la direction de Saint-Simon el
leurs divergences d'idées aboulissaient, en 1824, 4 une ruplure
¢clatanle,

A daterde ce momenl, Augnsle Comle commence 2 exposer,
dans un cours public, la philosophie positive dont il yient
d’¢laborer le systéme. Ceile préeocilé parliculisre, dont il
s'enorgueillira plus tard en s'appliquant le mot d'Alfred de
Vigny: « Une helle vie esl une pensée de jounesse réalisée
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dans I'age mir o, cetle précocilé, disons-nous, jointe & un
surmenage infellectuel excessif, a de funestes effels, el pen-
danl uie quinzaine de jours, Comle, par suile dune erise
d'anémie cérébrale, que des disciples dissidenls qualific-
ront plus tard de crise d'aliénation mentale, est dans la
nécessité de garder la chambre. Ce ne sera d’ailleurs pas la
derritre crise de ce genre ct, vingt ans plus tard, deux nou-
velles atteintes de trés courte durde permellronl A certains
de ses disciples d'élablir une distinclion enlre le positivisme
el ce quils nommeront le « Comtisme ».

Vers 1828, il reprend ses cours et ses travaux. Dans le pre-
mier semestre de 1830, il écrit le premier volume de son Cours
de philosophie posiiive, consacré aux préliminaires généraux
de sa philosophie el a la philosophic malhématique. Celle
cuvre admirable, qui devail vallier les suftfrages des plus
grands savanls francais el étrangers, fut régulitrement con-
tinude ot publiée en six volumes, de 1830 & 1842. Ce monu-
menl devail resler son ceuvre capitale.

Entre temps, en 1832, il étail nommé répétiteur a 1'Kcole
polytechnique el examinateur,cn 1837. Mais ses ressources
étaient trés limilées et il dul également donner des lecons de
mathématiques a institution Laville.

C'est au milieu de ces difficultés d'ordre matériel et de ses
dissentiments conjugaux que Comle trouva néanmoins la
liberté d'esprit nécessaire & I'élaboralion du Cours de philo-
sophie positive. Iin méme temps, il fail un cours gratuit d'as-
tronomic dans une nairvie de Paris qu'tl publiera en 1844
sous le titre Trailé philesophique dastronomic populaire.
C'esl vers celle époque qu'il se sépara définitivemenl de sa
femine., L'année suivanle, ses fonclions de répéliteur el
d'examinateur 4 i'Ecole polytechnique lui furent refivées, et
toutes les démarches qu'il lenta pour les recouvrer demeu-
rérent vaines. Il publiait & ce moment un Trailé élémeniaire
de géomélrie & Irofs dimensions et un fiscours sur lespril

posilif.



PREFACE DES LpITEURS ix

A dater de 1845, Comic essaya de donner & ses conceplions
un caractére plus directement pratique. Le Traité de poli-
lique positive, qui porte pour épigraphe « 'amour pour prin-
cipe, Pordre pour base, le progrés pour bul » el qui prétend
instituer la religion de I'Humanité, est la manifestation capi-
tale de cotte nouvelle période. I s’institue grand prétre de
I'Humanité el mel en pralique, avec quelques disciples, la
nouvelle religion. Littré et Stuarl Mill, qui jusque-la avaient
conteslé les conséquences poliliques que Comle lirail de sa
doclrine, se séparérent de lui, estimant que la nouvelle reli-
gion constituail une déviation du positivisme,’et expliquérent
ce retour an mysticisme par la passion que venail de Jui Ins-
pirer Mme Clotide de Vaux. Le coup d’Etat de 1851 re¢ul son
adhésion.

Ses dernitres anndées furenl consacrées, ouire des lra-
vaux de moindre importance, comme le Caléchisme posiliviste
el 'Appel aux conservateurs, & lavédaclion 'un traité de
Synthése subjective. Le premier volume scul a é1é Geril; le
second devail contenir un traité de morale positiviste, mais
Comte mourul d'un eancer & Iestomac, laissant un lestament
volumineux par lequel il instituail treize exéeuleurs lesla-
mentaires el les chargeail de conserver son appartement de
la rue Mousicur-le-Prince comuie premier siége du culte de
I'Humanité. Quinze ans plus tard, ce leslament devail donner
lieu & un procés célebre.

Les doclrines de Comle ont cu un retentissement considé-
rable el onl encore de trés nombreux parlizans. Le Cours de
philosophie positive que nous publions aujourdhui est
F'cuvre essenlielle de ce grand philosophe. Clesl cel ou-
vrage merveilleux gui organisa la philosophie des sciences,
cxposa la loi des trois étals, théologique, mélaphysique el
posilif, par lesquels, selon l'auteur, passe 'humanité, ol éta-
blil, ce que l'on avail & peu prés négligé jusqu’alors, une
classification des sciences.

Chacun des tomes qui le composent ful écril presque d'un
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trail ; cerlains lomes, celui eonsacré & la philosophie chimi-
que el biologique, par exemple, ont é1¢ écrits en un mois. G
détail indique In puissance inlellecluelle de cet homme de
génie el explique surabondamment les quelques crises d'ané
mie cérébrale dont il fut atleint,

(Cesl cel ouviage yui, lors de sa publication, vallia les hom
mes les plus éminenls de 'épogue el servil de base a d'il
lustres savanls pour ['¢laboralion de la méthode scientifigu
gui ot donné les adinirables résultats seientifiques el pratigue-
de ces cinquante derniéres années.

Aussi, avons-nous pensé gu'on ne sanrail mieux reconnai
tre les services de I'une de nos plus puves gloires nationale-
quen mettant & la portée de lous Pouvrage capilal de celui
ui fit tous ses efforls pour que la spécialisalion ne se déve
loppe jamais aux dépens des conceplions générales.
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POUR LA PREMIERE EDITION

Ce cours, résullal général de lous mes lravaux, depuis ma
sortie de I'Ecole Polylechnique en 1816, ful ouverl pour Ia
premiére fois en aveil 1826, Aprés un pelit nombre e séances,
une maladie grave m'empécha, & celte ¢poque, de poursuivre
une enlreprise encouragée, dés sa naissance, par les suflrages
de plusieurs savants da premier ordre, parmi lesquels je pou-
vais citer dés lors MM, Alexandre de Humboldl, de Blainville
et Poinsol, membres de 'Académie des Sciences, qui voulu-
rent bien suivre avee un intérél sonlenn 'exposilion de mes
idées. J'ai refail ce cours en enlier hiver dernier, & parliv du
4 janvier 1829, devant un awditoire donl avaient daigne faive
partie M. Tourier, secrélaire perpéluel de 'Académie des
Sciences, MM. de Blainville, Poinsol, Navier membres de la
méme Académie, MM. les professeurs Broussais, Esquirol,
Binet, elc., auxquels je dois ici (émoigner publiquemenl ma
reconnaissance pour la maniére dont ils onl aceneilli cefte
nounvelle fentative philosophique.

Lt
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Apreés m'élee assuré par de Lels sultrages que ce cours o
vail. ulilement recevoir une plos grande publicilé, j'ai o
devoir, & celte intenlion, I'exposer cet hiver & FAlhénée v
de Parig, ot il vient d'¢lre ouverl le g décembre. Le pla
demeuré complelemenl le méme; seulement les convenan:
de cel établissement m'obligent a restreindee un peu les d°
loppements de mon cours. 1ls ze trouvent Lout enliers dat,
publication que je fais aujourd’hui de mes legons, tellesqu'e il
ont eu licn I'annde derniére.

Pour compléter cetle nolice hislovique, il esl convenabl:
faire observer, relativement & gquelques-unes des idées fonl:
menlales exposées dans ce conrs, que je les avais présenlo
anléricuremen! dans la premitre pavlie d'un ouvrage intil il
Systéme de polilique posilive, imprimée & cenl exemplair
en mai 1822, el réimprimée ensuite en aveil 1824, & W
nombre d'exemplaires plus considérable, Celle premic
partie n’a point encore ét¢ formellement publiée, mais
lemenl communiqude, par la voie de 'impression, & un guo
nombree de savanls el de philosophes européens.

Jai cru néeessaive de conslaler iei la publicité etfectiv. /)

ce premier Lravail, parce que quelques idées offranl une
taineanologieavecune parlie des miennes se trouvenlexpos:c-
sans aucune mention de mes recherches, dans divers ouvroz
publiés postérieurement, surlout en ce qui concerne la roi
valion des Lhéories sociales. Quoique des esprils dilléron
aienl pu, sans aucune communicalion, comme le mol
souvent I'histoire de Vesprit humain, arriver séparémeni
des conceplions analogues en s'occupant d'une méme clis~
de Lravauwx, je devais néanmoins insister sur anlérioril
réelle d'un ouvrage pen connu du publie, afin gu'on ne sup
pose pas que j'ai puisé le germe de cerlaines idées dans de:
écrits qui sonl, au conlraire, plus récenls.

Plusieurs personnes m'ayant déja demandé quelques éciair-
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cissemenls relativement au litre de ce cours, je crois utile
d'indiquer ici, a ce sujel, une explication sommaire.

L'expression philosophie posilive élant constamment em-
plovée, dans tonte I'étendue de ee cours, suivantune acceplion
rigourcusement invariable, il m'a paru superflu de la définir
autremenl (ue par I'usage uniforme que j'en ai Loujours fait.
La premiére lecon, en parliculier, peut étre regardée tout
enticre comme le développement de la définition exacte de ce
que Jappelle la philosophie posilive. Je regrelle néanmoins
d’avoir é1¢ obligte d'adopter, & défaul de loul autre, un
terme somme celui de philosophie, quia été si abusivement
employé dans une mullitude d’'acceptions diverses. Mais l'a/l-
jeelil posilive par lequel j'en modifie le sens me parait suf-
fire pour faire disparailre, méme au premier abord, toule
équivoque essentielle, chez ceux, du moins, qui en connaissent
bien la valeur. Je me hornerai donc, dans cel avertissement,
d déclarer que j'emploie le mol philosophie, dans 'acception
que lui donnaient les anciens, el parliculiéremenl Arislole,
comme désignant le sysléme général des conceptions hu-
maines ; el, en ajoulant le mot posilive,j'annonce que je con-
sidére cetle maniére spéciale de philosopher qui consiste &
envisager les Lhéories, dans quelque ordre d'idées que ce soit,
comme ayvanl pour objet la coordination des fails observés,
ce qui constilue le lroisieme el dernicr ¢lab de la philosophie
générale, primitivemenl théologique el ensuile métaphysique,
ainsi que je l'explique dés la premiére lecon.

Iy a, sans doule, beaucoup d'analogie enlrve ma plilosophie
positive el ee que les savanls anglais entendent, depuis Newlon
surtoul, par philosophie naturelle. Mais je n'ai pas di choisir
celle derniére dénominalion, non plus que celle de phifosophie
dessciences qui serait peut élre encore plus préeise, parce que
I'une et l'aulre ne s'eniendent pas encore de tous les ordres
de phénoménes, tandis que la philosephie posilive, dans
laquelle je comprends 1'étude des phénoménes sociaux aussi
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bien que de lous les autres, désigne une maniére uniform:
de raisonner applicable & lous les sujets sur lesquels Uespril
humain peut s'exercer. En oulre, expression philosoph
nalurelle est usitée, en Anglelerre, pour désigner I'ensemb'c
des diverses sciences d’observation, considérées jusque dani-
leurs spécialités les plus détaillées; au lieu que par philosoph,
posilive, comparée & selences posilives, j'enlends senlemer !
I'étude propre des généralilés des dilférentes sciences, congu. -
comme soumises & une méthode unique, el comme forman!
les différentes parties d'un plan général de recherches, 1o
terme que jai été conduit & consbinire est done, & la foi-,
plus étendu et plus restreint que les dénominations, d'aillev -
analogues, quanl au caractere fondamental des idées qu'on
pourrait, de prime abord, regarder comme équivalentes.
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Exposition du but de ce cours, ou 'considérations générales sur
la nature et l'importance de la philosophie positive.

L'objet de celle premiére lecon csl d'exposer nellement le
bul du cours, c'esl-d-dire de délerminer exaclement 'espril
dans lequel seront considérées les diverses branches fonda-
mentales de la philosophie naturclle, indiquées par le pro-
gramme sommaire que je vous ai présenlé.

Sans doule, Ia nalure de ce cours ne saurait, élre compléle-
ment appréciée, de maniére & pouvoir s’en former une opi-
nion définilive, que lorsque les diverses parties en auront ¢lé
successivemenl développées. Tel esl I'inconvénient ordinaire
des définitions relatives & des syslémes d'idées trés dlendus,
quand elles en précédent 'exposition. Mais les généralilés
peuvenl étre concues sous deux aspecls, ou comme apercu
d'une doclrine 4 établir, ou comme résumé d'unce doelrine
établie. Si c'est seulement sous ce dernier point de vue
qu'elles acquiérent toute leur valeur, elles n’en ont pas moins
déja, sous le premier, une extréme importance, en caraclé-
risanl dés l'origine le sujet & considérer. La circonseriplion
générale du champ de nos recherches, tracée avee toute Ja
sévérité possible, est, pour nolre esprit, un préliminaire par-
ticulierement indispensable dans une étude aussi vasle el
jusqu'ici aussi peu délerminée que celle dont nous allons nous
occuper. C'est afin d'obéir a cetle nécessité logique que ie
crois devoir vous indiquer, dés ce moment, la série des consi-

A-C. — L 1
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dérations fondamenlales qui onl donné naissance a
veau cours, el qui seronl d'ailleurs spéeialement dévelo |
dans la suile, avec toule l'exlension que véelame lu
importance de chacune d'elles,

Pour expliquer convenablemenl la véritable natn o
caraclére propre de la philosophie positive, il est inili-
sable de jeler d’abord un coup d'eil général sur la i
progressive de I'espril humain, envisagée dans son ens o
car une conceplion queleonque ne peul élre bien conii
par son histoire.

En ¢tudianl ainsi le développemenl lotal de 1'intell.
humaine dans ses diverses sphéres d'activilé, depuis =0
mier essor le plus simple jusqu'a nos jours, je crois avi
couvert une grande loi fondamentale, & laquelle il est 2 -u
par une nécessilé invariable, el qui me semble pouvo
solidemenl ¢lablie, soil sur les preuves ralionnelles fo1
par la connaissance de notre organisation, soil sur les v i
tions historiques résullant d'un examen allentif du |
Cette loi consisie en ee que chacune de nos coneeplion- |
cipales, chaque branche de nos connaissances, passe suc o
vemenlt par trois états théoriques différents : I'élal théoloy
ou lictif; I'élal mélaphysique, ou abstrait; 'étal seienliti
ou posilil. En d'aulres termes, I'espril humain, par sa 1!
emploie successivemenl dans chacune de ses recherch. - !
méthodes de philosopher, dont le caraclére est esseil
menl diltérent el méme radicalement opposé : dabon
méthode théologique, ensuile la mélhode métaphysii
enlin Ja méthode positive. De 1a, lrois sovles de philoso )il
ou de systémes généraux de conceplions sur I'enseml. )
phénorménes, qui s'excluenl muluellement; la premiére o
point de déparl nécessaire de I'iulelligence humaine; Lo |
sitme, son élal fixe el définilif; la seconde esl uniqiin
destinée & servir de lransition.

Dans ['étal théologique, I'esprit humain dirigeant s
ticllement ses recherches vers la nalure inlime des étres,
causes premicres cl finales de tous les effels qui le frajpo
en un mol, vers les connaissances absolues, se représenl
phénoménes comme produils par 'aclion direcle et conlin
d’agenis surnaturels plus ou moins nombreux, dont 'l
vention arbitraire explique toules les anomalies apparen
de N'univers.

Dans I'élal métaphysique, qui n'est au fond qu'une £imj
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modification générale du premier, les agenls surnaturels sont
remplacés par des forces abslrailes, véritables eniités (abstrac-
lions personnifiées) inhérentes aux divers élres du monde, et
congues comme capables d'engendrer par elles-mémes tous
les phénoménes observés, donl I'explication consiste alors &
assigner pour chacun l'enlité correspondante.

Enfin, dans I'état positif, I'esprit humain reconnaissant
I'impossibilité d'obtenir des notions absolues, renonce a cher-
cher l'origine el la deslinalion de I'univers, el 4 connailre les
causes inlimes des phénoménes, pour s'altacher uniquement
4 découvrir, par 'usage bien combiné du raisonnement et de
Tobservation, leurs lois effectives, ¢'esl-d-dire leurs relalions
invariables de succession et de simililude. L'explication des
fails, réduite alors & ses lermes réels, n’est plus désormais
que la liaison établie entre les divers phénoménes particuliers
el quelques faits généraux, dont les progres de la science ten-
dent de plus en plus a diminuer le nombre.

Le systéme théologique est parvenu a la plus haute perfec-
tion dont il soit susceptible, quand il a substitué I'action provi-
dentielle d'un é&tre unique au jeu varié des nombreuses divi-
nités indépendantes qui avaienl é1é imaginées primitivement,
De méme, le dernier terme du systéme mélaphysique consiste a
concevoir, au lieu des différentes enlités particuliéres, une
seule grande entité générale, la nalure, envisagée comme la
sourceunique de tous les phénoménes. Pareillement, la perfec-
tion du systéme positif, vers laquelle il tend sans cesse, quoi-
qu'il soit irés probablequil ne doive jamais I'alleindre, serail de
pouveir se représenter tous les divers phénoménes observables
comme des cas particuliers d'un seul fail géncéral, tel que
celui de la gravitation, par exemple.

Ce n'est pas ici le lieu de démontrer spécialement celte loi
fondamentale du développement de 'esprit humain, et d’en
déduire les conséquences les plus imporlantes, Nous en trai-
terons directement, avec loule l'exlension convenable, dans
la partie de ce cours relalive & l'¢tude des phénomeéenes
sociaux (1). Je ne la considére maintenant que pour détermi-

(1} Les personneg qui désireraienl immédiatement a ce sujel des
éclaircissements plus étendus pourront consuller utilement trois
articles de Considérations phitosophiques sur les sciences el les savanis
que j'ai publiés, en novembre 1825, dans un recueil intilulé le Pro-
ducleur, (N*5 7, 8 et 10}, et surtoutl la premiére partie de mon Sysiéme
de politique positive, adressée, en avril 1824, & I'Académie deg Sciences,
et ol j'ai consigné, pour la premiére fois, la découverle de celte loi
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ner avec précision le véritable caractére de la philosoplin
positive, par opposition aux deux aulres philosophies qui (i
successivement dominé, jusqu'a ces derniers siécles, 1oul
notre systéme intellectuel. Quanl a présent,afin de ne |
laisser entierement sans démonstralion une loi de cetle imypo)
tance, dont les applicalions se présenteront fréquemm !
dans loute 1'étendue de ce cours, je dois me borner & 1
indicalion rapide des molifs généraux les plus sensibles 1
peuvent en conslater I'exactitade.

En premier lieu, il sulfit, ce me semble, d’énoncer une 10/l
loi, pour que la justesse en soil immédialement vérifiée |
tous ceux qui onl quelque connaissance approfondie de 1'l11+
loire générale des sciences. Il n'en esl pas une seule, en efiv|
parvenue aujourtd’hui & I'étal positif, que chacun ne puis-
aisémenl se représenter, dans le passé, essenlicllement ¢
posée d'abstractions mélaphysiques, et, en remontant encor
davantage, toul a fait dominée par les conceplions Uhén!,
giques, Nous aurons méme malheurcusement plus d'ine
occasion formelle de reconnailre, dans les diverses parties
ce cours, que les sciences les plus perfectionnées conser on
encore aujourd’hui quelques traces Lrés sensibles de ces deoy
élats primilifs.

Celte févolulion générale de I'espril humain peut d'aillon:
&lre aisémenlt conslalée avjourd’hui, d'une maniére trés ~on
sible, quoique indirecle, en considérant le développemenl
Iintelligence individuelle, Le point de départ élant néces-uw
rement le méme dans I'éducation de I'individu que dans coll
de I'espéce, les diverses phases principales de la premiir
doivent représenler les époques fondamentales de la seconde
Or, chacun de nous, en contemplant sa propre histoire, 1o~
souvient-il pas qu'il a é1¢ successivement, quant A ses notion:
les plus imporlantes, Hhéologien dans son enfance, mélay iy
sicien dans sa jeuncsse, et physicien dans sa virilité 2 Cotl,
vérificalion est facile aujourd’hui pour tous les hommes
niveau de leur sicele.

Mais, oulre I'observalion direcle, générale ou individu: /e,
qui prouve l'exaclitude de cette loi, je dois surtoul, dan:
ceile indication sommaire, menlionner les considéralion:
théoriques gui en fonl senlir la nécessilé.

La plus imporlante de ces considéralions, puisée dans o
nature méme du sujet, consiste dans le besoin, & toute époque,
d'une théorie quelconque pour licr les faily, comhiné nve
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I'impossibilité évidente, pour I'esprit humain a son origine,
de se former des Lthéories d'aprés les observations,

Tous les bons esprils répélent, depuis Bacon, qu'il n'y a
de connaissances réelles que celles qui reposent sur des fails
obsgervés, Cetle maxime fondamenlale est évidemment incon-
testable, si on l'applique, comme il convient, & 1'état viril de
notre intelligence. Mais en se reportant & la formation de nos
connaissances, il n'en esl pas moins cerlain que l'espril
humain, dans son état primitif, ne pouvait ni ne devail pen-
ser ainsi. Car, si d'un ¢6té loute théorie posilive doil néces-
sairement étre fondée sur des observations, il est également
sensible, d'un aulre colé, que, pour se livrer & 'ohservalion,
nolre esprit a besoin d’une Lhéorie quelconque, Si,en con-
templant les phénoménes, nous ne les ratlachions poinl
immédiatement & quelques principes, non senlement il nous
serail impossible de combiner ces observalions isolées, et,
par conséquent, d'en tirer aucun fruit, mais nous serions
méme enliéremenl incapables de les retenir; et, le plus sou-
vent, les fails resleraienl inapercus sous nos yeux.

Ainsi, pressé entre la nécessilé d'observer pour se former
des théories réelles, et la nécessité non moins impérieuse de
se créer des Lhéories quelconques pour se livrer & des obser-
valions suivies, 'esprit humain, & sa naissance, se trouverait
enfermé dans un cercle vicicux dont il n'aurait jamais eu
aucun moyen de sortir, 8'il ne se ful heurcusemenl ouvert

qune issue nalurelle par le développement spontané des con-

ceplions théologiques, qui ont présenté un point de ralliement
& ses efforls, el fourni un alimenl & son aclivité, Tel esl, indé-
pendamment des hautes considérations sociales qui £’y ralia-
chent el que je ne dois pas méme indiquer en ce moment, le
motif fondamental qui démonlre la nécessité logique du carac-
tére puremenl théologique de la philosophie primitive.

Cetle nécessité devienl encore plus sensible en ayanl égard

& la parfaite convenance de la philosophic théologique avec

la nature propre des recherches sur lesquelles 'espril humain

‘dans son enfance concenlre si éminemment loute son aclivité.

Il est bien remarquable, en effel, que les gueslions les plus
radicalement inaccessibles & nos moyens, la nature inlime des
étres, l'origine el la fin de tous les phénoméncs, soient précisé-

~ment celles que notre intelligence se propose par-dessus tout

- dans cetétat primitif, tousles probléemes vraiment solubles élant

| . = . A . T
presque envisagés comme indignes de méditalions sérieuses,
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On en concoil aisément la raison ; car c'esl 'expérience sou
(jui a pu nous fournir la mesure de nos forces ; ek, si 'homnu
n'avail d’abord commencé par en avoir une opinion exag: ¢
clles n'eussent jamais pnacquérie tout le développement (|
elles sonl susceplibles. Ainsi I'exige nolre organisation, M
quoi qu'il en soil, représentons-nous, aulant que possil
cette disposition si universelle et st prononeée, el deman |
nous quel accueil aurait recu & une telle époque, en la <n
posanl formée, la philosophie positive, dont la plus haule
bition est de découvrir les lois des phénomeénes, et donl

premier caractére propre esl précisément de regarder eonn
nécessairement inlerdits & la raison humaine lous ces sublin

mystéres, que la philosophie théologique explique, au

Iraire, avec une si admirable facilité jusque dans Lous |n
moindres détails.

Il en est de méme en considérant sous le poinl de vue
lique la nature des recherches qui oceupent primitiveinn
I'esprit humain. Sous ce rapport, elles offrent a I'hon
Pattrail si énergique d'un empire illimilé & exercer -
monde extérieur, envisagé comme enliérement desliné &
usage, el comme présentant dans tous ses phénoméni-
relations inlimes ct eonlinues avec nolre exislence, Or
espérances chimériques, ces idées exagérées de 'imporin
de I'homme dans l'univers, que fail naiire la philosn)
théologique, el que détruit sans retour la premiére inflie
de la philosophic positive, sonl, & T'origine, un stininl
indispensable, sans lequel on ne pourrail cerlainemen! .
cevorr que Pesprit humain se fat déterminé primitivenie
de pénibles travaux.

Nous sommes aujourd'hui tellement éloignés de ces (1
silions premiéres,du moins quant 4 la pluparldesphénm' 5
que nous avons peine & nous représenter exaclement |1 |
sance el la nécessité de considérations semblables. La ra
humaine est mainlenant assez mire pour que nous enlie
nions de laborieuses recherches scienlifiques, sans aval
vue aucun but éiranger capable d’agir forlement sur]im
nation, comme celui que se proposaient les asirologue=- i
alchimistes. Nolre aclivilé inlellectuelle esl suffisamn
excilée par le pur espoir de découvrir les lois des ph
menes, par le simple désir de confirmer ou d'infirmer
théorie, Mais il ne pouvait en étre ainsi dans I'enfanc
I'espril humain. Sans les atlrayanles chiméres de 'astrol:
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sans les énergiques déceplions de I'alchimie, par exemple, ot
aurions-nous puisé la conslance el 'ardenr nécessaires pour
recueillir les longnes suiles d'observalions el d'expériences
qui ont, plus tard, servi de fondement aux premicres théories
posilives de I'une et 'aulre classe de phénoménes?

Celte condition de notre développement inteliectuel a été
vivemenl senlie depuis longlemps par Kepler, pour l'asiro-
nomie, el juslement appréciée de nos jours par Berthollet,
pour la chimie.

On voit done, par cel ensemble de considérations, que,si
la philosophie positive esl le véritable étal définitif de intel-
ligence humaine, celui vers lequel elle a loujours tendu de
‘plus en plus, elle n'en a pas moins dit néceszairement em-
ployer d'abord, et pendanl une longne suile de siécles, soit
comme méthode, soil comme doctrine proviseires, la philo-
sophie Lhéologique; philosophie dont le caractéve est d'étre
spontanée, el, par cela méme, la seule possible i T'origine, la
seule aussi qui pat offrir & notre esprit naissanl un intérét suf-
fisant. Il est maintenant trés facile de senlir que, pour passer
de cette philosophie provisoire & la philosophie définitive,
I'esprit humain a do nalurellement adopler, eomme philoso-
phie transitoire, les méthodes el les doctrines mélaphysiques,
Celte derniére considération est indispensable pour compléter
Paper¢u général dela grande loi que jai indiquée.

On congoil sans peine, en effel, que notre entendement,
contraint & ne marcher que par degrés presque insensibles,
ne pouvail passer brusquement, et sans intermédiaires, de la
philosophie théologique & la philosophie positive. La théolo-
gie el la physique sont si profondément incompalibles, leurs
conceptions onl un caraclére si radicalement opposé, qu’avant
de renoncer aux unes pour employer exclusivement les antres,
I'intelligence humaine a da se servir de conceptions intermé-
diaires, d'un caractére batard, propres, par cela méme, a
opérer graduellement la transition. Telle est la destination
nalurelle des conceplions mélaphysiques : elles n'onl pas
d’autre ultilité réelle. En substituant, dans I'élude des phéno-
ménes, a I'action surpaturelle directrice vne entilé corres-
pondante et inséparable, quoique celle-ci ne fot d'abord
congue que comme une émanation de la premidre, 'homme
g'esthabitué peud peu a ne considérerqueles fails enx-meénies,
les notions de ces agenls métaphysiques ayant élé graduelle-
ment subtilistes au point de n'élre plus, aux yeux de toul
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esprit droil, que les noms abstraits des phénoménes. Il est
impossible d'imaginer par (uel antre procédé notre enlende-
menl aurait pu passer des considéralions franchement surna-
turelles anx considéralions purement naturelles, du régime
théologique an régime posilil.

Apres avoir ainsi élabli, autant que je puis le faire sans
enlrer dans nne discussion spéciale qui serait déplacée en ce
momenl, la loi générale du développement de I'esprit humain,
lel que je le congois, il nous sera maintenant aisé de déter-
miner avec précision la nature propre de la philosophie
positive, ce qui est 'objel essentiel de ce discours,

Nous voyons, par ce qui précede, que le caractére fonda-
mental de la philosophie positive est de regavder tous les
phénomeénes comme assujellis a des lofs nalurelles inva-
rinbles, donl la découverte précise et Ja réduction au moindre
nombre possible zoni le bul de tous nos efforls, en considérant
comme absolument inaccessible et vide de sens pour nous la
recherche de ce qu'on appelle les causes, soil premiéres,
soit finales. 11 est inutile d'insister beaucoup sur un prin-
cipe devenn maintenant anssi familier & lous ceux qui ont
fait une élude un peu approfondie des sciences d'obhservalion.
Chacun sait, en effet, que, dans nos explications positives,
méme les plus parfailes, nous n'avons nullement la préten-
lion d’exposer les equses génératrices des phénomeénes, puis-
que nous ne ferions jamais alors que reculer Ja difficullé, mais
seulement d'analyser avee exacelitude les circonstances de leur
production, el de les rattacher les unes aux autres par des
relations normales de succession et de simililude.

Ainsi, pour en ciler 'exemple le plus admirable, nous
disons que les phénomenes généraux de 'univers sont expli-
qués, autant quils puissent I'dtre, par la loi de la gravitation
newlonienne, parce que, d'uncolé, cetlebellethéorienousmon-
ire toute l'immense variélé des fails aslronomiques, comme
n'¢lant quun seul el méme fail envisagé sous divers points
de vue; la tendance constante de toutes les moléeules les
unes vers les autres en raison directe de leurs masses, et en
raison inverse des carrés de leurs dislances ; tandis que, d'un
aulre eolé, ce fail général nous est présenté comme une
simple extension d'un phénoméne qui nous est éminemment
familier, el que, par cela seul, nous regardons comme par-
faitemenl connu, la pesanleur des corps & la surface de la
terre. Quant & délerminer ce que =ont en elles-mémes celle
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atlraclion et cette pesanteur, quelles en sont les causes, ce
sonl des questions que nous regardons tous comme inso-
lubles, qui ne sont plus du domaine de la philosophie posi-
live, et que nous abandonnons avec raison a I'imagination des
théologiens, ou aux sublilités des métaphysiciens. La preuve
manifeste de I'impossibilit¢ d'obtenir de Lelles solulions, ¢'est
que, loutes les fois qu'on a cherché a dive & ce sujet quelque
chosé de vraimenl rationnel, les plus grands esprits n’ont pu
que définir ces deux principes I'un par I'aulre, en disant,
pour l'attraction, qu'elle n'cst aulre chose qu'une pesanteur
universelle, et cnsuile, pour la pesanleur, qu'elle consiste
“simplement dans I'atiraclion lerrestre. De telles explications,
qui fonl sourire quand on prélend 4 connailre la nalurce
inlime des choses el le mode de généralion des phénoménes,
sont cependanl loul ce que nous pouvons obtenir de plus
salisfaisanl, en nous montrant comme identiques denx ordres
de phénoménes, qui ont éié si longlemps regardés comme
n'ayant aucun rapporl enbre eux. Auecun espril juste ne
cherche anjourd’hui & aller plus loin.

Il serail aisé de multiplier ces exemples, qui se présente-

ront en foule dans toutle la durée de ce cours, puisque Lel est
maintenant 'espril qui dirige exclusivement les grandes com-
binaisons intellectuelles. Pour en ciler en ee moment un seul
parmi les travaux conlemporains, je choisirai la belle série
de recherches de M. Tourier sur la théorie de la chaleur.
Elle nous offre la vérificalion trés sensible des remarques
générales précédentes. En effet, dans ce Lravail, doni le
caractére philosophique cst si éminemment positif, les lois
les plus importantes el les plus précises des phénomenes
thermologiques se lrouvenl dévoilées, sans que 'auleur se
soil enquis une seule fois de la nature inlime de la chaleur,
sans qu'il ait mentionné, aulrement que pour indiquer le vide,
la controverse si agitée entre les parlisans de la matiére calo-
rifique el ceux qui fonl consister la chaleur dans les vibra-
tions d'un éther universel. Et néanmoins les plus haules
‘questions, donl plusieurs n’avaient méme jamais é1é posées,
sont trailées dans cel ouvrage, preuve palpable que l'esprit
humain, sans se jeter dans des problémes inabordables, ¢t en
se restreignant dans les recherches d'un ordre enliérement
~posilif, peut y trouver un aliment inépuisable & son aclivité
la plus profonde.

Aprés avoir caraclérisé, aussi exactement qu'il m’est per-
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mis de le faire dans cel aper¢u général, 'espril de la philo-
sophie positive, que ce cours tout enlier est destiné a déve-
lopper, je dois maintenant examiner a quelle époque de sa
formation elle est parvenue aujourd'hui, et ce qui resle &
faire pour achever de la consliluer.

A cet effet, 1l faul d’abord considérer que les différenles
branches de nos connaissances n'ont pas dd parcourir d'une
vilesse égale les Lrois grandes phases de leur développement
indiquées ci-dessus, ni, par conséquent, arriver simullané-
ment A& I'état posilif, Il exisle, sous ee rapport, un ordre
invariable et nécessaire, que nos divers genres de conceplions
onl suivi et dit suivre dans leur progression, et dont la con-
sidération exacle est le complément indispensable de la loi
fondamentale énoncée précédemment. Cet ordre sera le sujel
spécial de la prochaine legon. Qu'il nous suffise, quant
présent, de savoir qu'il est conforme & la nature diverse des
phénoménes, el qu'il est déterminé par leur degré de généra-
lité, de simplicité el d'indépendance réciproque, trois consi
dérations qui, bien que distincles, conecourent au méme but
Ainsi, les phénoménes astronomiques d'abord, comme étan
les plus généraux, les plus simples, et les plus indépendant
de tous les autres, et successivement, par les mémes raisons
les phénoménes de la physique terrestre proprement dite
ceux de la chimie, el enfin les phénoménes physiologiques
ont été ramenés & des lhéories positives,

Il est impossible d'assigner 'origine précise de celie révo
lution ; car on en peut dire avee exaclitude, comme de tou:
les aulres grands événemenls humains, qu'elle s'est accomplic
constamment et de plus en plus, particuliérement depuis les
travaux d'Aristole et de I'école d'Alexandrie, el ensuite depui:
I'introduction des sciences nalurelles dans 1'Europe occiden
lale par les Arabes. Cependant, vu qu'il convient de fixer un¢
¢poque pour empécher la divagation des idées, j'indiquers
celle du grand mouvement imprimé a I'esprit humain, ily:
deux siteles, par P'action combinée des préceptes de Bacor
des conceptions de Descarles, el des découvertes de Galilé
comme le moment ot 'espril de la philosophie posilive a com
meneé i se prononcer dans le monde, en opposilion éviden
avecl'esprit théologique el métaphysique. Cesl alors, en effe
que les conceplions posilives se sont dégagdes netlemer
de l'alliage superstiticux et scolaslique qui déguisait ph
ou moins le véritable caraclére detousles travaux antérieur
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Depuis cette mémorable époque, le mouvement d’ascen-
gion de la philosophie positive, el le mouvement de déca-
dence de la philosophie théologique et métaphysique, ont
été extrémement marqués, Ils se sont enfin tellement pro-
noncés, qu'il est devenu impossible aujourd’hui, a tous les
observaleurs ayant conscience de leur siécle, de méconnailre
la destination finale de I'intelligence humaine pour les études
posilives, ainsi que son éloignement désormais irrévocable
pour ces vaines doclrines el pour ces méthodes provisoires
qui ne pouvaienl convenir qu'a son premier essor. Ainsi,
celle révolution fondamenlale s'accomplira nécessairement
dans toute son étendue. Si donc il lui resle encore quelque
grande conquéte A faire, quelque branche principale du
domaine intellectuel & envahir, on peut étre certain que la
transformalion s’y opérera, comme elle s'est effectu¢e dans
toutes les autres. Car il serait évidemment contradictoire de
supposerque l'esprit humain, si disposé al'anité de méthode,
conservat indéfiniment, pour une seule classe de phéno-
ménes, sa maniére primilive de philosopher, lorsqu'une
fois il est arrivé & adopter pour tout le reste une nouvelle
marche philosophique, d'un caraclére absolument opposé.

Tout se réduit donc & une simple question de fait : la phi-
losophie positive, qui, dans les deux derniers si¢cles, a pris
graduellement une si grande extension, embrasse-t-elle
aujourd'hui tous les ordres de phénomeénes? Il est évident
que cela n’est point, el que, par conséquent, il reste encore
une grande opération scientifique a exécuter pour donner &
la philosophie posilive ce caractére d'universalité, indispen-
sable a sa reconstitution définitive.

En effet, dans les qualre calégories principales de phéno-
ménes naturels énumérées tout A I'heure, les phénoménes
astronomiques, physiques, chimigues et physiologiques, on
remarque une lacune essentielle relative aux phénoménes
sociaux, qui, bien que compris implicitement parmi les phé-
nomenes physiologiques, méritent, soit par leur imporlance,
soit par les difficultés propres & leur étude, de former une
catégorie distincte. Ce dernier ordre de conceptions, qui se
rapporte aux phénoménes les plus particuliers, les plus
compliqués, et les plus dépendants de tous les autres, a dit
nécessairement, par cela seul, se perfectionner plus lenle-
ment que tous les précédents, méme sans avoir égard aux
obstacles plus spéciaux que nous considérerons plus tard.
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Quoi qu’il en soit, il esl évidenl qu'il n'esl poinl encore enlré
dans le domaine de la philozophie positive. Les méthodes
théologiques el métaphysiques qui, relativement a tous les
aulres genres de phénoménes, ne sont plus maintenant em-
ployées par personne, soil comme moyen d'invesligation.
soit méme sculement comme moyen & m'ﬂumenlahon sonl
encore, au contraire, exclusivement uqltécm song ['un el
'autre rapport, pour fout ce qui concerne les phénoméne:
sociaux, quoique leur insuffisance 4 cet égard soit déja pleine
ment senlie par tous les bons esprils, lasséx de ces vaine
contestalions interminables enlre le droit divin el la souve
rainelé¢ du peuple.

Voila donc la grande, mais évidemment la seule lacun
qu’il s’agit de combler pour achever de constituer la philo-
sophie positive. Mainlenanl que l'esprit humain a fondé¢ la
physique célesle, la physique Lerresire, soil mécanique, soil
chimique; la physique organique, soil végétale, soil animale
il lui reste & terminer le systéme des sciences d'observatior
en fondanl la physique sociale, Tel est aujourd’hui, sous plu
sieurs rapports capilaux, le plus grand et le plus pressanl
besoin de notre intelligence : tel est. j'ose le dire, le premies
but de ¢e cours, son bul spécial,

Les conceplions que je lenterai de présenter relativement
a l'élude des phénomenes sociaux, el dont j'espére que ce
discours laisse déji entrevoir le germe, ne sauraient avoir
pour objet de donner immédiatement & la physique sociale
leméme degré de perfection qu'aux branches antéricures de
la philosophie naturelle, ce qui serail évidemment chimérique,
puisque celles-ci offrent déjia entre elles & cel ézard une ex-
Lréme inégalité, d'ailleurs inévilable. Mais-elles seront desti
nées h imprimer & cetie derniére classe de nos connaissances
ce caractéere positif déji pris par toutes les autres. Si celle
condition est une fois réellement remplie, le systtme philoso-
phique des modernes sera enlin fondé¢ dans son ensemble;
car aucun phénoméne observable ne saurail évidemmen!
manquer de rentrer dans quelquune des cing grandes caté-
gories dés lors établies des phénoménes astronomiques, phy-
siques, chimiques, physiologiques et sociaux. Toutes nos con
ceplions fondamenlales étant devenues homogénes, la phile-
sophie sera définitivement constiluée & I'élal positif ; san:
jamais pouvoir changer de caractére, il ne lui restera qui
se développer indéfiniment par les acquisilions toujours crois
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sanles qui résulteront inévitablement de nouvelles observa-
tions ou de méditations plus profondes, Ayant acquis par la
le caractére d’'universalilé qui lui manque encore, la philoso-
phie positive deviendra capable de se substituer enliérement,
avec toule sa supériorité naturelle, & la philosophie Lthéolo-
gique et & la philosophie métaphysique, donl cetle univer-
salité esl aujourd'hui la seule propriété réelle, et qui, privées
«d'un tel molif de préférence, n'auront plus pour nos succes-
seurs qu'une existence historique.

" Le bul spécial de ce cours ¢lant ainsi exposé, il est aisé de
comprendre son second bul, son but géné ral, ee qui en fait
un cours de philosophie posilive, el non pas seulement un
cours de physique sociale, :

En eflet, la fondation de la physique sociale complétant
enfin le systeme des sciences naturelles, il devienl possible et
méme nécessaire de résumer les diverses connaissances
acquises, parvenues alors & un élat fixe et homogéne, pour
les coordonner en les présentant comme autant de branches
d'un trone unique, au lieu de continuer a les concevoir seule-
ment comme aulant de corps isolés. Cesta celle fin qu'avant
de procéder a I'élude des phénomeénes sociaux je considérerai
successivemenl, dans l'ordre encyclopédique annoncé plus
haut, les différentes sciences positives déja formées.

Il est superflu, je pense, d'averlir qu'il ne saurait étre ques-
Lionici d'une suite de cours spéciaux sur chacune des branches
principales de la philosophie naturelle. Sans parler de la
durée matérielle d'une enlreprise semblable, il est clair
qu'une pareille prélention serait insoutenable de ma part, el
je crois pouvoir ajouter de la part de qui que ce soit, dans
I'état actuel de I'éducalion humaine. Bien au conlraire, un
cours de la nalure de celui-¢i exige, pour étre convenablement

“entendu, une série préalable d'éludes spéciales sur les diverses

sciences qui y seronl envisagées. Sans celle condition, il est
bien difficile de senlir et impossible de juger les réflexions
philosophiques donl ces sciences seronl les sujels. En un mot,
c'esl un Cours de philosophie positive, el non de sciences
posilives, que je me propose de faire. Il s'agil uniquement

“ici de considérer chaque science fondamentale dans ses

relations avec le systéme posilif tout entier, el quant a l'esprit
qui la caractérise, c'esl-a-dire, sous le double rapport de ses
méthodes essentielles et de ses résullats principaux. Le plus

- souvent méme je devrai me borner & menlionner ces derniers
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d'aprés les connaissances spéciales pour tacher d'apprécier
leur importance.

Afin de résumer les idées relativement au double bul de
ce cours, je dois faire observer que les deux objets, I'un
spécial, l'autre général, que je me propose, quoique distinets
en eux-mémes, sont nécessairement inséparables. Car, d'un
cdté, il serail impossible de concevoir un cours de philosophie
posilive sans la fondation de la physique sociale; puisqu’il
manquerait alors d'un élément essentiel, et que, par cela seul,
les conceptions ne sauraient avoir ce caractére de généralilé
qui doit en étre le principal altribul, et qui distingue notre
étude actuelle de la série des études spéciales. D'un autre
coté, comment procéder avec sireté a I'étude positive des
phénoménes sociaux, si l'esprit n'est d’abord préparé par la
considération approfondie des méthodes positives déja jugées
pour les phénomenes moins compliqués, et muni, en oulre,
de la connaissance des lois principales des phénoménes anté-
rieurs, qui toutes influent, d'une maniére plus ou moins
directe, sur les fails sociaux ?

Bien que loules les sciences fondamentales n'inspirent pas
aux esprits vulgaires un égal intérét, il n'en est aucune qui
doive étre négligée dans une étude comme celle que nous
entreprenons. Quant a leur importance pour le bonheur de
l'espéce humaine, toutes sont certainement équivalentes,
lorsqu'on les envisage d'une maniére approfondie. Celles,
d'ailleurs, dont les résultats présentent, au premier abord,
un moindre intérét pratique, se recommandent éminemment,
soil. par la plus grande perfection de leurs méthodes, soi
comme ¢tant le fondement indispensable de toules les autres.
C’est une considération sur laquelle j'aurai spécialement occs-
sion de revenir dans la prochaine lecon.

Pour prévenir, aulant que possible, toules les fausses intel
prétations qui'il est légitimede craindre sur la nature d'un cous
aussi nouveau que celui-ci, je dois ajouter sommairement au
explications précédentes quelques considérations directemen!
relatives & celte universalilé de connaissances spéciales, qut
des juges irréfléchis pourraienl regardér comme la lendanet
de ce cours, el qui est envisagée 4 si juste raison comme toul
& fait contraire au véritable esprit de la philosophie positivé
Ces considérations auront, d'aill eurs, I'avantage plus impor
tant de présenter cet esprit sous un nouveau point de vue
propre & achever d'en éelaircir la notion générale.
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Dans 1'état primitif de nos connaissances il n'existe aucune
division réguliére parmi nos travaux intellectuels ; loutes les
sciences sont cultivées simultanément par les mémes esprits.
Ce mode d’organisation des études humaines, d’abord inévi-
table el méme indispensable, comme nous aurons lieu de le
conslater plus tard, change peu & peu, 4 mesure que les
divers ordres de conceplions se développenl. Par une loi
dont la nécessilé esl évidente, chaque branche du systeme
scientifique se sépare insensiblement du trone, lorsqu’elle a
pris assez d'accroissement pour comporter une culture isolée,
¢'est-d-dire quand elle est parvenue a ce poinl de pouvoir
occuper & elle seule I'aclivité permanente de quelques intel-
ligences. C'est & celle répartition des diverses sortes de
recherches entre différents ordres de savanls, que nous devons
évidemment le développement si remarquable qu’a pris enfin
de nos jours chaque classe distincle des connaissances
Tumaines, et qui rend manifeste 1'impossibilité, chez les
‘modernes, de cette universalité de recherches spéciales, si
facile et si commune dans les temps antiques. En un mot, la
division du lravail intellectuel, perfectionnée de plus en plus,
esl un des allribuis caractéristiques les plus importants de la

philosophie positive.

Mais, lout en reconnaissant les prodigieux résullats de celle

' division, toul en voyant désormais en elle la véritable base
| fondamentale de lnrgamsatmn générale du monde savant, il
..,eatwowble, d'un autre coté, de n'éire pas frappé des incon-
- vénienls capilaux qu'elle engendre dans son élal acluel, par
Texcessive particularité des idées qui occupent exclusivement
- chaque inlelligence individuelle. Ge facheux effel esl sans
“doute inévilable jusqu'a un certain point, comme inhérent au
' pl'incipe méme de la division; c'est-d-dire que, par aucune
- mesure quelconque, nous ne pamendrona jamais a égaler
sous ce rapporl les anc:em,, chez lesquels une telle supério-
[snlé ne tenail surtout qu'au peu de développement de leurs
_connaissances. Nous pouvons néanmoins, ce me semble, par
des moyens convenables, éviler les plus pernicieux effets de
la spécialité exagérée, sans nuire & 'influence vivifianle de la
géparalion des recherches. Il est urgenl de s'en occuper sé-
leusement: car ces inconvénients, qui, par leur nature, ten-
nt & s’accroitre sans cesse, commencent 4 devenir trés sen-
sibles. De I'aveu de tous, les divisions, établies pour la plus
grande perfection de nos travaux, e nnl.rc les diverses branches
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de la philosophic¢ nalurelle, sont finalement artificielles. N'ou:
blions pas que, nonobstanl cet aveu, il est déja bien petil
dans le monde savanl le nombre des inlelligences embras
sanl dans leurs conceptions l'ensemble méme d'une scienc
unique, qui n'est cependant & son tour qu'une partie d'ur
grand tout. La plupart se bornent déja entierement & la con
sidération isolée d'une section plus ou moins élendue d'un
science délerminée, sans s'occuper beaucoup de la relalion di
ces travaux parliculiers avec le systéme général des connais
sances posilives. Halons-nous de remédier au mal, avant qu'l
soit devenu plus grave. Craignons que I'esprit humain
finisse par se perdre dans les travaux de détail. Ne nous dis
simulons pas que c'esl la essenliellement le colé faible pa
lequel les partisans de la philosophie théologique et de I
philosophie métaphysique peuvent encore allaquer ave
quelque espoir de sucees la philosophie posilive.

Le véritable moyen d'arréter l'influence délétere dont 'ave
nir inlellectuel semble menacé, par suite d’'une trop grand
spécialisation des recherches individuelles, ne saurail élre
évidemment, de revenira cetle antique confusion de travaux
qui tendrail & faire rétrograder I'esprit humain, el qui esl
d'ailleurs, aujourd’hui heurensement devenue impossible. |
consiste, au conlraire, dans le perfectionnement de Ja divisio
du travail elle-méme. Il suflfit, en eflet, de faire de I'étude dé
généralités scientifiques une grande spécialité de plus. Qu'un
classe nouvelle de savants, préparés par une éducation col
venable, sans se livrer & la cullure spéciale d'aucune branch
particuli¢re dela philosophie naturelle, s’occupe uniquement
en considéranl les diverses sciences posilives dans leur é
actuel, & déterminer exactement I'espril de chacune d'elles‘}
découvrir leurs relations et leur enchainement, & résumer, sf
est possible, tous leurs principes propres en un moindd
nombre de principes communs, en se conformant sans cess
aux maximes fondamentales de la méthode positive. Que
méme lemps, les autres savants, avant de se livrer a leus
spécialilés respeclives, soienl rendus aples, clésormais.ﬂ
une éducation porlant sur l'ensemble des connaissane
positives, & profiler immédialement des lumiéres répand
par ces savanls voués a4 I'élude des généralilés, et récipn
quement & reclifier leurs résultais, état de choses dont It
savants acluels =e rapprochent visiblemenl de jour en jou
Ces deux grandes conditions nne fois remplies, il est évider
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welles peuvent I'¢tre, la division du travail dans les sciences
era poussée, sans aucun danger, aussi loin que le développe-
nent des divers ordres de connaissance l'exigera. Une classe
listincte, incessamment conlrdlée par Loutes les autres, ayanl
sour fonction propre et permanente de lier chaque nouvelle
découverte particuliere au systéme général, on n'aura plus &
traindre qu'une trop grande atlenlion donnée aux délails
empeche d'apercevoir jamais I'ensemble. En un mot I'organi-
salion moderne du monde savant sera d¢s lors complélement
fondée, et n'aura qu'a se développer indéfiniment, en conser-
vanl toujours le méme caracliére.

Former ainsi de I'étude des généralilés scienlifiques une
seclion distinele du grand travail intellectuel, ¢’est simple-
ment étendre l'application du méme principe de division qui
1 suecessivement séparé les diverses spécialilés; car, tant que
es différentes sciences posilives ont élé peu développées, leurs
relations mutuelles ne pouvaient avoir assez d'importance
pour donner lieu, au moins d'une mani¢re permanente, & une
lasse particuliére de travaux, et en méme lemps la néces-
ité de celte nouvelle étude élail bien moins urgente. Mais
aujourd'hui chacune de ces sciences a pris séparément assez
Textension pour que I'examen de leurs rapporls muluels
puisse donner lieu & des travaux suivis, en méme temps que
ce nouvel ordre d'éludes devienl indispensable pour prévenir
la dispersion des conceptions humaines,

Telle est la maniére donl je concois la deslination de la
philosophie positive dans le systéme général des sciences
positives proprement dites. Tel est, du moins, le bul de ce
cours.

Mainlenant que j'ai essayé de délerminer, aussi cxaclemenl,
qu'il m'a été possible de le faire, dans ce premier apercu,
lesprit général d'un cours de philosophie positive, je crois
devoir, pour imprimer & ce tableau lout son caraclére, signa-
ler rapidement les principaux avanlages généraux que peul
avoir un tel travail, si les conditions essentizlles en sont con-
venablement remplies relalivemenl aux progres de lespril
humain. Je réduirai ce dernier ordre de considérations &
I'indication de quatre propriétés fondamentales,

Premiérement 'élude de la philosophic posilive, en consi-
dérant les résultats de laclivilé de nos facultés intellecluelles,
nous fournit le seul vrai moyen rationnel de metire en évi-
dence les lois logiques de I'esprit humain, qui onl éLé re-

O, -5 2
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cherchées jusqu'ici par des voies si peu propres a les dév.
ler.

Pour expliquer convenablement ma pensée & cet égard,
dois d’abord ruppeler une conception philosophique de
plus haute imporlance, exposée par M. de Blainville dans
belle introduction de ses Principes généraux d'analomie col
parée. Elle consisle en ce que loul éire actif, el spécialeme
tout étre vivant, peul étre étudié, dans tous ses phénomén:
sous deux rapporls fondamenlaux, sous le rapporl statique
sous le rapport dynamicque, c'est-a-dire comme apte 4 agir
comme agissant eflfeclivement. Il est clair, en effet,
toutes les considéralions qu’on pourra présenier rentrere
nécessairement dans I'un ou l'autre mode. Appliquons cel
lumineuse maxime fondamentale & 1'étude des fonclic
intellectuelles.

Si Pon envisage ces fonctions sous le poinl de vue statiq:
leur étude ne peut consisler que dans la détermination d
condilions organiques donl elles dépendent : elle forme ail
une partie essenlielle de I'anatomie et de la physiologie. |
les considérant sous le point de vue dynamigue, tout
réduil a étudier la marche effective de I'esprit humain:
exercice, parl'examen des procédés réellement employés po,
obienirles diverses connaissances exactes qu'il a déja acquis,
ce qui constitue essentiellement l'objet général de la phi
sophie posilive, ainsi que je I'ai définie dans ce discours.k
un mol, regardant (ontes les théories scienlifiques com)
autant de grands faits logiques, ¢’est uniquement par ob§
valion approfondie de ces fails qu'on peut s'élever i la o
naissance des lois logiques.

Telles sont évidemment les deux seules voies généray
complémentaires 'une de l'autre, par lesquelles on pui;
arriver & quelques notions lLlODﬂL“tS véritables sur|
phénomént* intellectuels. On voil que, sous aucun rappy
il 0’y a place pour celle psychulog;c;lluqoue derniére tra
formation de la théologie, qu'on tenle si vainement,
ranimer aujourd'hui, et qui, sans s'inguiéter ni de I'éll
physiclogique de nos organes inlellecluels, ni de l'obsern
tion des procédés ralionnels qui dirigent eflectivement s
diverses recherches scientifiques, prétend arriver a la dée
verle des lois fondamentales de 'esprit humain, en le ¢
templanl en lui-méme, ¢'est-a-dire en faisant complétem
abslraction et des causes el des ellels
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La prépondérance de la philosophie positive esl successi-
vemenl devenue lelle depuis Bacon ; elle a pris dujmll‘t'i'hui
mducdunoul. un siogrand ascemdant sur les esprits méme
qui sont demenrés li' plus ¢lrangers & son immense déve-
loppement, que lex mdétaphysiciens liveds & 'élnde de nolre
intelligence n'ont pu espérer de ralentir la décadence de leur
prétenduc science quen se ravisanl pour présenter leurs
doctrines comme élanl anssi fondées sur Pobservalion des
faits. A cetle fin, ils onl imaginé, dans ces derniers temps,
de dislinguer, par une -subtllch forl singuliere, deux sortes
d'observations d'égale importance, M'une extéricure, autre
intérieure, et dont la derniére esl uniquement destinde 2
I'étude des phénoménes intellectuels. Ce n'esl point ici le
lieu d'entrer dans la discussion spéciale de ee sophisme fon-
damental. Je dois me borner & indiquer la considéralion
principale qui prouve clairement que ectie prétendue con-
lemplation directe de Uespril par lui-méme est une pure
illusion.

On croyail, il y a encore peu de temps, avoir expliqué la
vision, en disant que Paction lumineuse des corps délermine
sur la réline des tableaux représentalifs des formes el des
couleurs exlérieures. A cela les physiologistes ont objeclé
avec raison que, si c'élail comme imuages quiagissaient les
impressions lumineuses, il faudrait un aulre il pour les re-
garder. N'en est-il pas encore plus forlement de méme dans
le cas présent ?

Il est sensible, en effet, que, par une néeessilé invineible,
Pesprit humain peul observer directement tous les phéno-
ménes, exceplé les siens propres. Car, par qui serail faile
Pobservation ? On congoit, relalivement aux phénoménes
moraux, que 'homme puisse sobserver lui-méme sous le
rapport des passions qui Pantment, par celle raison anato-
mique, que les organes qui en sonl le siege sonl dislinels de
ceux deslinés aux fonelions observalrices, Encore méime que
chacun ait eu oceasion de faire sur lui Ll(‘ telles rem: arques,
elles ne sauraient évidemment avoir jamais une grande im-
portance scienlifique, el le meilleur moyen de connaitre les
passions sera-l-il loujours de les observer en dehors; car
toul élal de passion trés prononed, c'esl-d-dire préci=énient
celui quiil serait le plus essentiel d'examiner, esl nécessai-
rement incompalible avee I'élal d'observalion. Mais, quant a
observer de la méme maniére les phénoménes mle“cdue»
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pendant qu'ils s'exéculent, il y a impossibilité manifeste. L'in
dividn pensanl ne saurail se parlager en deux, dont I'u
raisonnerait, landis que 'autre regarderaitraisonner. L'organ
observ( ¢t I'organe observateur étant, dans ce cas, idenliques
comment 'observation pourrail-elle avoir lien ?

Cette prétendue méthode psychologique est done radic
lement nulle dans son principe. Aussi, considérons a4 que
procédés profondément contradicloires elle conduit immédi
tement! D'un c¢olé, on vous recommande de vous isole
aulant que possible, de toule sensation exilérieure, il fa
surlout vous inlerdire tout travail intellectuel ; car, si vo
étiez seulemenl occupés a faire le calcul le plus simple, g
deviendrait I'observation inleérieure 7 D'un autre edlé, apr
avoir enlin, & force de précautions, alleinl cetl ¢lat parfaili
sommeil inlellectuel, vous devrez vous occuper & conlempl
les opérations qui s'exéculevonl dans volre esprit lorsqr
ne s’y passera plus rien | Nos descendanls verronl sans dot
de lelles pretentions transportées un jour sur la scéne.

Les résullats d'une aussi élrange maniére de procéders
parfailement conformes au principe. Depuis deux mille
que les mélaphysiciens cullivent ainsi la psychologie, ilsn’
pu encore convenir d'une seule proposilion inlelligible
solidement arrélée. [ls sont, méme aujourd hui, partagé:
une multitude d'écoles qui disputent sans cesse sur les|
miers ¢lémenls de leurs doctrines, L'observation intéri
engendre presque aulanl d’opinions divergentes qu'il
d'individus eroyant 'y livrer,

Les véritables savanls, les hommes voués aux études p
lives, en sonl encore 4 demander vainement & ces psyd
logues de ciler une scule découverle réelle, grande ou pel
qui soit due & celte méthode si vantée. Ce n'esl pas A
pour cela que tous leurs travaux aient é1¢ absolument &
aucun résullal relativemenl aux progrés généraux e nost
naissances, indépendamment do service éminenl qu'ilst
rendn en soutenant ["activilé de notre intelligence, & I'épaf
on elle ne pouvait avoir d'aliment plus subslantiel. Mai
peul alfimer que toul ce qui, dans leurs éerits, ne cons
pas, suivant la judicieuse expression d'un illustre pl
zophie positif (M. Cuvier), en mélaphores prises pour
raisonnements, el présente quelque nolion véritable, au
de provenir de leur prélendue méthode, a été oblenu par
observations effeclives sur la marche de 'esprit humain.
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quelles a dd donner naissance, de lemps & aulre, le dévelop-
‘pement des sciences. Encore méme, ces notions si clairsemées,
ﬁ:&:ﬂclamécs avec tant d’emphase, el qui ne sont dues qu'a
Pinfidélité des psychologues a leur prétendue méthode, se
Arouvent-elles le plus souvenl ou forl exagérées, ou Irés
compléles, et bien inférieures aux remarques déja failes
‘sans oslenlation par les savanls sur les procédés qu'ils em-
ploient. Il serail aigé d'en ciler des exemples frappants, si je
me craignais d'accorder ici trop d'extension a une telle dis-

ion : voyez, entre aulres, ce qui est arrivé pour la théorie
des signes.

Les considérations que je viens d'indiquer, relativement a
la science logique, sonl encore plus manilestes, quand on les
Aransporte a l'art loglque

En effet, lorsqu’il s’agil, non seulement de savoir ce que
c'est que la méthode positive, mais d'en avoir une connais-
nece assez nelle et assez profondc pour en pouvoir faire un
usage effectif, c'est en action qu'il faut la considérer ; ce sont
les diverses grandes applicalions déja vérifiées que D'esprit
humain en a faites qu'il convient d’étudier. En un mot, ce
n'est évidemment que par I'examen phi!oqophique des sciences

u'il est possible d’y parvenir. La méthode n'esi pas suscep-
tible d'étre étudiée séparément des recherches ot elle est
employée ; ou, du moins, ce n'esl l4 qu'une étude morte, inca-
le de féconder I'esprit qui s'y livre. Toul ce qu'on en pent
de réel, quand on l'envisage absirailement, se réduit
des généralités tellement vagues qu'elles ne sauraient avoir
aucune influence sur le régime intellectuel. Lorsqu'on a bien
établi, en these logique, que toutes nos connaissances doivent
dtre fondées sur I'observation, que nous devons procéder
tantdt des fails aux principes, ef tantot des principes aux faits,
el quelques autres aphorismes semblables, on connait beau-
coup moins neltement la méthode que celui qui a éludié,
‘une maniére un peu approfondie, une seule seience posi-
ve, méme sans intention philosophique. C'est pour avoir
méconnu ce fail essenliel que nos psychologues sont conduits
tprcndre leurs réveries pour de la science, croyanl comprendre
méthode posilive pour avoir lu les préceples de Bacon ou
discours de Descarles.

Jiignore si, plus lard, il deviendra possible de faire @ priori
un véritable cours de méthode fout a fait indépendant de
‘élude philosophique des sciences; mais je suis bien con-
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vainca que cela est inexécutable anjourd’hui, les grand
procédés logiques ne pouvant encore élre expliqués avec |
précision suffisanle séparément de leurs applications. J'os
ajouter, en oulre, (que lors méme qu’une lelle enlreprise pour
rait &lre réalisée dans la suile, ce qui, en effel, se laiss
concevoir, c¢ ne serait jamais néanmoins que par I'étude e
applications réguliéres des procédés scientifiques qu'o
pourrait parveniv 4 ge former un bon svstéme d'habilul
intellecluelles; ce qui esl pourtant le but essentiel de la r
lhode. Je n'ai pas besoin d'insisler davanfage en ce momu
sur un sujel qui reviendra fréquemment dans toute la durt
de ce cours, et a I'dgard duquel je présenterai spéeialeme

de nouvelles considérations dans la prochaine legon.

Tel doit étre le premier grand résullal direct de la philos
phie positive, la manifestalion par expérience des lois q
suivenl dans leur accomplissement nos fonctions intelle
luclles, el, par suite, la connaissance précise des régh
générales convenables pour procéder stirement & la recherd
de la vérilé,

Une seconde conséquence, non moins imporiante, et di
inlérét bien plus pressant, qu'est nécessairement destiné
produire aujourd’hui I'élablissement de la philosophie po
live définie dans ce discours, ¢’est de présider & la refor
générale de nolre systéme d'édnealion,

in effet, déja les bons esprils reconnaissent unanimems
la nécessilé de remplacer notre éducalion européenne, enci
essentiellement théologique, métaphysique el litléraire, |
une ¢ducalion posilive, conforme a I'esprit de notre époq
el adaptée aux besoins de la civilisation moderne. Les ten!
tives vari¢es qui se sonl mullipliées de plusen plus depuis:
siécle, particulierement dans ces derniers temps, pour
pandre el pour augmenler sans cesse 'inslruction posilive,
auxquelles les divers gouvernements européens se sont 6
jours associés avec empressement quand ils n'en onl
pris l'initialive, témoignent assez que, de toules parts,
développe le senlimenl spontané de celle nécessité. Ma}
tout en secondant autant que possible ces uliles enlreprist
on ne doit pas se dissimuler que, dans 'élat présent ded
idées, clles ne sont nullement susceplibles d atteindre |
bul prineipal, la régénération fondamentale de I'éducal
générale. Car Ia npccmlllé exclusive, l'iselement trop
noncé qui caractérisent encore notre manitre de concev
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de culliver les sciences, influent nécessairement 4 un haul
_'pgré sur la maniére de les exposer dans l'enseignement.
Qu'un bon esprit veuille aujourd’hui étudier les prmc;pa!es
anches de la philosophie nalurelle, afin de se former un
gystéme général d'idées positives, il sera obligé d'étudier
géparément chacune d'elles d'aprés le méme mode et dans le
méme détail que s'il voulail devenir spécialement ou astro-
nome, ou chimisle, ele.; ce qui rend une lelle éducalion
"p;esque impossible et nécessairement forl imparfaite, méme
_pour les plus hautes intelligences plactes dans les circons-
fances los plus fayorables. Une telle manitre de proeéder
serait done tout a fait chimérique, relativement & 1'éducation
rénérale. Et néanmoins celle-ci exige absolumenl un en-

- semble de conceptions posilives sur toules les grandes classes
_aphénoménes naturels. C'est un tel ensemble qui doit devenir
lésormais, sur une échelle plus ou moins étendue, méme
dans les masses populaires, la base permanente de toutes les
pombinaisons humaines; qui doit, en un mol, consliluer I'es-
il général de nos descendants. Pour que la philosophie
aturelle puisse achever la régénération, déja si préparée, de

,pl.re sysléme intellecluel, il est done indispensable que les

tronc unique, soient réduites d’abord & ce qui constitue lear
espril, ¢'esl-a-dire, & leurs méthodes principales et a leurs
tsullats les plus importants. Ce n'esl qu'ainsi que l'enscigne-
ment des sciences peut devenir parmi nous la base d'une
om'elle éducation générale vraimeni rationnelle. Qu'ensuite
h celle instruction fondamentale s’ajoulent les diverses études
_lenllﬁques spéciales qui doivenl succéder a I'éducation
p néra]e cela ne peut évidemment étre mis en doute. Mais la
considération essentielle que j'ai voulu indiquer ici consiste
en ce que toutes ces spécialités, méme péniblemenl accumu-
iu, seraient nécessairement insuffisanies pour renouveler
lement le systémede notre éducalion, si elles ne reposaient

r la base préalable de cet enseignement général, résullat
direct de la philosophie positive définic dans ce discours.
~ Non senlement I'étude spéciale des généralités s¢ if'nli[iquu-
: deslmée h Icorgﬂulwr lédumnun, mtua e]IL do:l. aussi
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En effet, les divisions que nous établissons entre no
seiences, sans étre arbitraires, comme quelques-unsle croien
sont essentiellement artificielles. En réalité, le sujet de Lloute
nos recherches esl un;nous ne le partageons que dans la vu
de séparer les difficultés pour les micux résoudre. Il en ré
sulte plus d'une fois que, conlrairement 4 nos reparl:hon
classiques, des questions importanles exigeraienl une certain
combinaison de plusicurs poinls de vue spéciaux, qui ne pe'
gudre avoir lieu dans la conslitutionactvelle du monde sava
ce qui expose & laisser ces problémes sans solulion heauco
plus longlemps qu'il ne serail nécessaire. Un tel inconvénie
doit se présenter surtoul pour les doctlrines les plus essel
tielles de chaque science positive en particulier. On en pe
citer aisément des exemples {rés marquants, que je signalert
soigneusement, & mesure que le développement naturel de ¢
cours nous les présentera.

Jen pourrais citer, dans le passé, un exemple éminemmel
mémorable, en considérant 'admirable conception de De
carles rclalive & la géomélric analytique. Celle découved
fondamentile, qui a changé la face de la science mathém
Liue, et dans ]'iqllf‘”f‘ on doil voir le vérilable germe de Lo
les grands progrés ulléricurs, quest-elle autre chose quel
résultal d'un rapprochement élabli entre deux sciences, cd
cues jusqu'alors d'une maniére isolée ? Mais 1'observation st
plus déeisive en la faisant porler sur des questions encf
pendantes,

Je me bornerai icl & choisiv dans In chimie la doetrin
imporlante des proportions définies. Certainemenl, la mén
rable discussion ¢levée de nos jours, relalivement au prind
fondamental de cette lhéorie, ne sanrail encore, quelles
soient les apparences, élre re 'gardée comme irrévocablems
Lerminée. Car, ce n'esl pas l\ ce me semble, une smﬁ
qucsimn de chimie. Je erois pouvoir avancer que, pour o
nir & cet égard une déeision vraiment définitive, ¢'est-a- dﬁ'
pour délerminer si nous devons regarder (*ommc une lof
la nature que les molécules se combinent nécessairement
nombres fixes, il sera indispensable de réunir le point dey
chimique aveele point de vue physiologique. Ce qui I'indig
cest que, de Paveu méme des illustres chimisles qui onl

plus puissamment contribué & la formalion de celle doctri
on peul dire toul au plus qu'elle se vérifie constamment ¢
la composition des corps inorganigues: mais elle se {x
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‘au moins aussi constamment en défaut dans les composés

organiques, auxquels il semble jusqu'a présent tout 4 fait

‘impossible de I'étendre. Or, avant d’ériger cette théorie en

un principe réellement fondamental, ne faudra-t-il pas d'abord
g'élre rendu comple de cetle immense exceplion? Ne lien-

drail-elle pas & ce méme caractére général, propre a lous les

corps organisés, qui fait que, dans aucun de leurs phéno-
meénes, il n'y a lieu & concevoir des nombres invariables ?
Quoi qu'il en soil, un ordre tout nouveaun de considérations,
appartenant également a la chimie et & la physiologie, est
évidemment nécessaire pourdécider finalement, d'une maniére

‘quelconque, celte grande question de philesophie naturelle.

Je crois convenable d'indiquer encore ici un second exemple
de méme nalure, mais qui, se rapportant & un sujet de recher-

- ches bien plus particulier, est encore plus concluant pour

monlrer I'importance spéciale de la philosophie positive dans
la solulion des questions qui exigent la combinaison de plu-
sieurs sciences. Je le prends aussi dans la chimie. Il s'agit de
la questiop’ encore indécise, qui consiste & déterminer si
I'azote doit élre regardé, dans 1'élat présenl de nos connais-
sonces, comme un corps simple ou comme un corps composé.
Vous savez par quelles considérations purement chimiques

- lillustre Berzélius est parvenu & balancer I'opinion de presque

tous les chimistes actuels, relativement 4 la simplicilé de ce
gaz. Mais ce que je ne dois pas négliger de faire particuliére-
menl remarquer, ¢'est I'influence exereéde i ce sujet sur l'espril
de M. Berzélius, comme il en fail lui-méme le précieux aveu,
par celle observalion physiologique, que les animaux qui se
nourrissent de matiéres non azotées renferment dans la com-
position de leurs lissus lout autant d’azote que les animaux
carnivores. Il est clair, en ellel, d’apres cela, que pour déci-
der réellement si I'azole est ou non un corps simple, il faudra
nécessairement faireintervenirla physiologie, et combineravec
les considérations chimiques proprement dites une série de
recherches neuves sur la relation entre la composition des
corps vivants et leur mode d'alimentation.

Il serail maintenant superflu de multiplier davantage les
exemples de ces problémes denature mulliple, qui ne =auraient
tlre résolus que par l'intime combinaison de plusicurs sciences
cullivées aujourd’hui d'une maniére tout & fait indépendante.
Ceux que je viens de citer suffisent pour faire sentir, en géné-
ral, l'importance de la fonction que doit remplir dans le per-



26 PHILOSOPHIE POSITIVE

{ectionnement de chaque science naturelle en particulier la
philosophie positive, immédiatement destinée & organiset
d'une maniére permanenie de lelles eombinaisons, qui ne
pourraient se former convenablement sans elle.

Enfin, une quatriéme et dernitre propriété fondamental
que je dois faire remarquer dés ce moment dans ce que jal
appelé la philosophie positive, et qui doit sans doute lui méri:
ter plus que toute autre I'atlention générale, pu:aqu ‘elle esl
aujourd’hui la plus importante pour la pralique, c'est cqu'ellé
peul étre considérée comme la seule base solide de la réor
ganisation sociale qui doit terminer I'état de erise dans leque
se Lrouvent depuis si longtemps les nations les plus civilisées
La derniére parlie de ce cours sera spécialement consacrée !
établir celte proposition, en la développant dans toute so!
étendue. Mais 'esquisse générale du grand tableau que j:
entrepris d'indiquer dans ce discours manquerait d'un de se
éléments les plus caractéristiques, si je négligeais de sign
ler ici une considéralion aussi essentielle.

Que[quu, réflexions bien simples suffiront pour justifier «
quune lelle qualification parait d'abord présenter de irc
ambitieux.

Ce n’esl pas aux lecteurs de cet ouvrage que je croir
jamais devoir prouver que les idées gouvernent et boulevel
sent le monde, ou, en d'aulres termes, que tout le mécanism
social repose finalement sur des opinions. Ils savent surto
que la grande crise poliligne el morale des sociélés actuell
tienl, en derni¢re analyse, & I'anarchie intellectuelle. Not:
mal le plus grave consiste, en effet, dans cette profonde dive
gence qui exic{e maintenant entre tous les esprits relativemen
4 toutes les maximes fondamentales dont la fixité est la pre
mitre condition d’un vérilable ordre social. Tanl que l¢
intelligences individuelles n’auront pas adhéré par un asses
timeni unanime & un certain nombre d'idées générals
capables de former une doctrine sociale commune, on ne peu
se dissimuler que I'état des nations reslera, de toule néces
silé, essentiellement révolutionnaire, malgré lous les pallis
tifs poliliques qui pourront étre adopiés, et ne comporler
réellement que des inslitulions provisoires. Il est égalemer
certain que si cette réunion des esprits dans une méme com
munion de principes peut une fois étre obtenue, les instilu
tions convenables en découleront nécessairement, sans don
ner lien & aucune secousse grave, le plus grand désord



EXPOSITION 27

élant déja dissipé par ce senl fait, C'est donc 1A que doit se
porter principalement l'allention de tous ceux qui senten!
I'importance d'un étal de choses vraimenl normal.
Maintenant, du point de vue ¢leve olt nous onl placés gra-
duellement les diverses considérations indiquées dans ce
discours, il eslt aisé a la fois el de earaclériser nellement dans
son inlime profondeur I'étal présent des sociétés, et d'en dé-
duire par quelle voie on peul le changer essenliellement. En
me rattachanl & la loi fondamentale énoneée au commence-
ment de ce discours, je crois pouvoir résumer exaclement
toules les observations relatives a la siluation actuclle de la
sociélé, en disanl simplement que le désordre actuel des
intelligences tient, en derniére analyse, 4 l'emploi simultané
des trois philosophies radicalement incompalibles : la philo-
sophie théologique, Ia philosopmie mélaphysique et la philo-
sophie positive. 1l est clair, en effetl, que si I'une quelconque
de ces trois philosophies oblenail en réalité une prépondé
rance universelle el compléle, il y aurait un ordre social
déterminé, landis que le mal consiste surloul dans I'absence
de toule véritable organisation, C'est la co-exislence de ces
trois philosophies opposées qui empéche absolument de s’en-
lendre sur aucun point essenliel. Or, si celle mani¢re de voir
esl exacle, il ne s'agil plus que de savoir laquelle des trois
philosophies peul et doil prévaloir par la nature des choses ;
tout homme sens¢ devra ensuite, quelles qu’aient pu étre,
avanl l'analyse de la question, ses opinions particuliéres,
s'efforcer de concourir 4 son lriomphe. La recherche étant
une fois réduile i ces termes simples, elle ne parail pas devoir
resler longtemps incertaine ; car il est évident, par toutes
sortes de raisons donl j'ai indiqué dans ce discours quelques-
unes des principales, que la philosopliie positive est seule
destinée & prévaloir selon le cours ordinaire des choses. Seule
elle a é1é, depuis une longue suile de siéeles, conslamment
en progrés, landis que ses antagonistes onl éLé constamment
en décadence. Que ce soil A lort ou & raison, peu importe ; le
fait général est incontestable, et il suffil, On peut le déplorer,
maiz non le délruire, ni par conséquent le négliger, sous
peine de ne se liveer qu'd des spéculations illusoires. Celle
révolution générale de I'esprit humain est aujourd'hui presque
entierement accomplie : il ne resle plus, comme je I'ai
expliqué, qu'a compléler la philosophie positive en y compre-
nant I'étude des phénoménes sociaux, elensuite 4 la résumer
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en un seul corps de doctrine homogéne. Quand ce doub!
travail sera suffisamment avancé, le triomphe définitif de
philosophie posilive aura lien sponlanément et rétabli
I'ordre dans la soci¢té. La préfévence siprononcée que presql
tous les esprils, depuis les plus élevés jusqu’anx plus vulgaire
accordent aujourd’hui aux connaissances positives sur |
conceplions vagues et mystiques, présage asscz 'aceueil qu
recevra cette philosophie, lorsqu’elle aura acquis la seu
qualité qui lui manque encore, un caractére de générali
convenable.

En résumé, la philosophic Lhéologique et la philosoph
métaphysique se dispulent aujourd’hui la tiche, trop sup
ricure aux forces de I'une el de l'autre, de réorganiser
sociélé : ¢'est entre elles seules que subsiste encore la lull
sous ce rapporl. La philosophie positive n'est interven
jusquiici dans la conlestation que pour les critiquer toul
deux, el elle s'en esl assez bien acquittée pour les diserédil
enlitrement. Mellons-la enfin en élat de prendre un role act
sans nous inquiéter plus longtemps de débals devenus in
tiles. Complélant la vaste opération inlellectuelle commenc
par Bacon, par Descartes et par Galilée, construisons direc
ment le sysléme d'idées générales ue celle philosophie ¢
désormais destinée 4 faire indéfinimenl prévaloir dans I'espé
humaine, el la erise révolutionnaire qui tourmente les peupl
civilisés sera essenliellement terminée.

Tels sont les quatre points de vue principaux sous lesqu
J'ai ern devoir indiquer dés ce moment linfluence salutai
de la philosophie positive, pour servir de complément esse
tiel & la définition générale que j'ai essayé d'en exposer.

Avant de terminer, je désire appeler un instanl l'attenti
sur une derniére réflexion qui me semble convenable po
éviter, autant que possible, qu'on se forme d'avance w
opinion erronée de la nature de ce cours.

En assignant pour bul & la philosophie positive de résum
en un seul corps de doclrine homogéne I'ensemble des co
naissances acquises, relativement aux différents ordres |
phénomeénes naturels, il élail loin de ma pensée de voulk
procéder & I'étude générale de ces phénomenes en les cont
dérant tous comme des effels divers d'un principe uniqe
comme assujettis 4 une seule et méme loi. Quoique je doj
traiter spécialement celte question dans la prochaine legt
je crois devoir, dés & présent, en faire la déclaration, afin
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prévemr les reproches trés mal fondés que pourraient
m’adresser ceux qui, sur un faux apercu, classeraient ce cours

rmi ces lentatives d’explicalion universelle qu'on voit éclore
;:uruellemenl de la part d’esprits entitrement éirangers aux
méthodes el aux connaissances scientifiques. Il ne s’agit ici
de rien de semblable; el le développement de ce cours en
fournira la preuve manifeste & tous ceux chez lesquels les
éclaircissements conlenus dans ce discours auraient pu laisser
- quelques doutes a cet égard.

Dans ma profonde conviclion personnelle, je considére ces
onlreprlses d’explication universelle de tous les phénoménes
par une loi unique comme éminemment chimériques, méme
quand elles sont tentées par les intelligences les plus compé-
- lenles. Je crois que les moyens de 'esprit humain sont lrop
| faibles, el l'univers lrop compliqué pour qu'une lelle perfec-
* lion scienlifique soit jamais 4 notre porlée, et je pense,
- dailleurs, qu'on se forme généralement une idée trés exagérée

des avantages qui e¢n résulleraient nécessairement, si elle
~ élail possible. Dans lous les cas, il me semble évidenl que,
vu l'élal présenl de nos connaissances, nous en somimes
~ encore beaucoup Lrop loin pour que de telles tentalives puis-
~ senl élre raisonnables avant un laps de temps considérable.
~ Car, si on pouva:t espérer d'y parvenir, ce ne pourrail étre,
.~ suivant moi, qu'en ratlachant tous les phénomenes naturels
& la loi positive la plus générale que nous connaissions, la loi
~ de la gravitalion, qui lie déja lous les phénoménes aslrono-
~ miques a une partie de ceux de la physique terrestre. Laplace
- aexposé effectivement une conceplion par laquelle on pourrait
ne voir dansles phénoménes chimiques que de simples effets
moléculaires de l'altraclion newtonienne, modifiée par la
figure el la position mutuelle des atomes. Mais, outre 'indé-
termination dans laquelle resterait probablementi toujours
~celle conceplion, par l'absence des donndes essentielles
relatives & la constilution intime des corps, il est presque
cerlain que la difficulté de 'appliquer serail lelle, qu'on serait
obligé de maintenir, comme artificielle, la division aujourd’hui
élablie comme naturelle entre l'astronomie et la chimie.
Aussi Laplace n'a-t-il présenté cetle idée que comme un
simple jeu philosophique, incapable d'exercer réellement
aucune influence utile sur les progres de la science chimique.
1l y a plus, dailleurs ; car, méme en supposant vaincue cetle
insurmonlable d:ff'(,ullu on n'aurail pas encore alleint a
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I'unité scientifique, puisqu'il faudrail ensuile lenler d
rallacher & la méme loi I'ensemble des phénoménes physic
logiques; ce qui, certes, ne serail pas la parlie la moin
difficile de 'entreprise. Et, néanmoins, I'hypothése que nou
venons de parcourir serait, tout bien considéré, la plus fave
rable & cetle unilé si désirée.

Je n’ai pas besoin de plus grands défails ponr achever d
convaincre que le bul de ce cours n'est nullement de pr
senler tous les phénoménes naturels comme élant au fon
idenliques, sauf lavariélé des circonstances. La philosophi
positive serait sans doule plus parfaite s'il pouvait en él
ainsi, Mais cetle condilion n'est nullement nécessaire a ¢
formation systématique, non plus qu'a la réalisation d¢
grandes et heureuses conséquences que nous l'avons vue de
tinée & produire, il n'y a d’unité indispensable pour cela qu
'unité de méthode, laquelle peut et doit évidemment exisl
et se trouve déja établie en majeure partie. Quant & la do
trine, il n'est pas nécessaire qu'elle soit une ; il suffit qu'el
soil homogene. C'est done sous le double point de vue ¢
I'unité des méthodes et de I'homogénéilé des doclrines (i
nous considérons, dans ce cours, les différentes classes
théories positives. Tout en tendant & diminuer, le plus po
sible, le nombre des lois générales nécessaires & I'explicatic
positive des phénoménes nalurels, ce qui est, en effet, le b
philosophique de la science, nous regarderons comme téme
raire d'aspirer jamais, méme pour l'avenir le plus éloigné,
les réduire rigoureusement & une seule.

Jai tenté, dans ce discours, de délerminer, aussi exacl
menl qu'il a été en mon pouvoir, le but, lesprit el 'influent
de la philosophie positive. J'ai donc marqué le lerme ve
lequel ont toujours tendu et iendront sans cesse lous mi
travaux, soit dans ce cours, soit de Lloute autre maniére. Pe
sonne n'est plus profondément convainen que moi de l'ins
fisance de mes forces intellectuelles, fussent-elles méme it
supérieures a leur valeur réelle, pour répondre & une Lach
aussi vasle el aussi élevée. Mais ce qui ne peut étre fait |
par un seul esprit, ni en une seule vie, un seul peul le po
poser nettement. Telle est toule mon ambition. ]

Ayant expos¢ le vérilable bul de ce cours, c'esl-a-dire fi
le point de vue sous lequel je considérerai les diverses bral
ches principales de la philosophie naturelle, je compléle
dans la legon prochaine, ces prolégomenes généraux,enp
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sanl & l'exposilion du plan, ¢'esl-a-dire & la détermination de
lordre encyclopédique qu'il convient d’établir entre les di-
verses classes des phénoménes nalurels, el par conséquent
entre les sciences posilives correspondantes.



DEUXIEME LECON

Exposition du plan de ce cours, ou considérations générales |
la hiérarchie des sciences positives.

Aprés avoir caractérisé aussi exaclement que possible, di
la lecon précédente, les considéralions a4 présenter dans
cours sur loutes les branches prineipales de la philosop
naturelle, il faul déterminer maintenant le plan que m
devons suivre, ¢'est-d-dire la classification rationnelle la p
convenable & élablir entre les différentes sciences posili
fondamenlales, pour les étudier successivement sous le po
de vue que nous avons fixé. Celle seconde discussion gé
rale est indispensable pour achever de faire connailre
I'origine le véritable esprit de ce cours.

On congoit aisémenl d'abord qu'il ne s'agit pas ici de f
la critique, malheurcusemenlt lrop [acile, des nombreu
classificalions qui ont été proposées successivement dep
deux siécles, pour le sysléme général des connaissanees
maines, envisagé dans toule son élendue. On est aujourd'
bien convaincu que loutes les échelles encyclopédiques co
truites, comme celles de Bacon et de d’Alemberl, d'ap
une dislinelion quelconque des diverses facullés de ey
humain, sont par cela seul radicalemenl vicieuses, mé
quand celle dislinction n'esl pas, comme il arrive souve
plus subtile que réelle; car, dans chacune de ses spht
d'activité, notre entendement emploic simullanément toy
ses facullés principales. Quant & ltoules les aulres classif
tions proposdes, il suffira d'observer que les différentes (
cussions ¢levées 4 ce sujel ont eu pour résultat définitif
montrer dans chacune des vices fondamentaux, tellem
qu'aucune n'a pu obienir un assentimentl unanime, et ¢
existe & cel égard presque autant d’opinions que d'indivi
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Ces diverses tentalives ont méme été, en général, si mal con-
gues, qu'il en esl résullé involontairemenl dans la plupart
des bons esprils une prévention défavorable conlre toule
entreprise de ce genre.

~ Sans nous arréter davantage sur un fait si bien constalé,
il est plus essenticl d'en rechercher la cause. Or, on peut
aisément s'expliquer la profonde imperfection de ces (enta-
tives encyclopédignes, si souvent renouvelées jusqu'ici. Je
‘n'ai pas besoin de faire observer que, depuis le discrédit géné-
ral dans lequel sont tombés les fravaux de celle nalure par
uile du peu de solidité des premiers projets, ces classifica-
ionsne sontconguesleplussouvent que par des esprits presque
‘enliérement élrangers & la connaissance des objels a classer.
s avoir égard a celle considération personnelle, il en esl
e beaucoup plus importanle, puisée dans la nature méme
‘sujet, el qui monire clairement pourquoi il n'a pas été
ssible jusqu'ici de s'élever & une conceplion encyclopédique
ilablement salisfaisante. Elle consiste dans le défaut d'ho-
généilé qui a toujours existé jusqu'h ces derniers temps
ilre les différentes parties du systéme intellectuel, les unes
Blant successivement devenues positives, tandis que les
ulres restaient théologiques ou métaphysiques. Dans un élal
choses aussi incohérent, il élait évidemmenl impossible
ablir aucune classificalion ralionnelle. Comment parvenir
Sposer, dans un systéme unique, des conceplions aussi
ondément contradicloires ? Cest une difficulié contre
elle sonl venus échouer nécessairement tous les classifi-
leurs, sans qu'aucun l'ait apercue dislinclement. 11 élait
sensible néanmoins, pour quiconque edl bien connu la
table siluation de I'esprit humain, qu’une telle entreprise
prémalurée, et qu'elle ne pourrait étre tentée avee suceés
lorsque toutes nos conceptions principales seraienl deve-
posilives.

elle condition fondamentale pouvant maintenanl étre
rdée comme remplie, diipres les explications données
tlans la legon précédente, il est dés lors possible de procéder
L une disposilion vraiment ralionmelle et durable d'un systéme
onl Loules les parties sonl enfin devenues homogénes.

autre coté, la théorie générale des classifications,
e dans ces derniers temps par les travaux philosophiques
bolanistes el des zoologisles, permet d'espérer un suceés
el dans un semblable travail,en nous offrant un guide

IM"‘I: 3
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certain parle véritable principe fondamental de Part de classe
qui n'avail jamais élé concu dislinclemenl jusqu'alors. G
principe esl une conséquence nécessaire de la seule applict
tion directe de la méthode posilive & la question méme dt
classificalions, qui, comme loul aulre, doil élre trailée pt
observation, au leu d'étre résolue par des considératior
a priori. Il consiste en ce que la classification doitl ressorl
de I'élude méme des objets a classer, et éire déterminée p
les affinités réelles de I'enchainement naturel qu'ils prése
tent, de telle sorle que celte classification soil elle-mér
I'expression du fait le plus général, manifesté par la comj
raison approfondie des objels qu'clle embrasse.

Appliquant celle régle fondamenlale au cas actuel, ¢
done d’apreés la dépendance mutuelle qui a licu effectivemi
entre les diverses seiences posilives (ue nous devons procéi
4 leur classification ; et celle dépendance, pour élre rée
ne péut résulter que de celle des phénoménes correspondar

Mais avant d'exéculer, dans un Lel esprit ('observali
celle importanle opération encyclopédique, il est indisp
sable, pour ne pas nous é¢garer dans un travail lrop élendu
circonscrire avec plus de précision que nous ne lavons
jusqu’ici le sujel propre de la classilication proposée.

Tous les travaux humains sont, ou de spéculation, oud
tion. Ainsi, ladivision la plus générale de nos connaissai
réelles consisle & les dislinguer en théoriques el pratiques
nous considérons d’sbord cetle premitre division, il est
dent que c’est seulement des connaissances théoriquesi
doil étre queslion dans un cours de la nature de celui-ci!
il ne s’agil point d'observer le systéme entier des nol
humaines, mais uniquement celui des conceptions fo
mentales sous les divers ordresde phénomeues, qui fournis
une base solide & toules nos autres combinaisons quelcont
el qui ne sont, a leur Lour, fondées sur aucun systeme i
lectuel antéeédent. Or, dans un tel travail, c'est la spéeul

qu'il fant considérer, et non 'application, si cc n'esl ef
que celle-ci peut éclaireir la premiére, Cest l1a plobah}ﬂj
ce qu'entendail Bacon,quoique fort imparfaitement, pat
philosophie premiére qu'il indique comme devanl étre ext
de I'ensemble des seiences, el qui a éL6 si diversement el
jours si élrangemenl concue par les mélaphysiciens qi
entrepris de commenter sa pensée.
Sans doule, ynand on envisage l'ensemble comph
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travaux de Lout genre de I'espece humaine, on doil concevoir
I'élude de la nature comme destinée a fournir la vérilable base
rationnelle de l'aclion de I'nomme sur la nature, puisque la
connaissance des lois des phénoménes, dont le résullal cons-
tant est de nous les faire prévoir, peul seule évidemmenl nous
conduire, dans la vie active, & les modifier & nolre avantage,
les uns par les autres. Nos moyens nalurels et direcls pour
agir sur les corps qui nous entourent sont extrémement
faibles, et toul a fait disproportionnés a4 nos hesoins, Toutes
les fois que nous parvenons  exercer une grande action, c¢’est
emenlt parce que la connaissance des lois naturelles nous

jermet d'introduire, parmi les circonslances détermindes
sous l'influence desquelles s'accomplissent les divers phéno-
nénes, quelques éléments modificateurs, qui, quelque faibles
ju'ils soienl en eux-mémes, suffisent, dans certains cas, pour
ire tourner a notre satisfaclion les résultals délinililsde J'en-
ble des causes exlérieures. En résumé, science, d'ott pré-
yance ; prévoyance, d'ott action : telle est la formule trés
ple qui exprime, d'une maniére exacte, la relation géné-
p de la science el de l'arl, en prenant ces deux expressions
dans leur acceplion lotale.

Mais, malgré I'importance capitale de celle velation, qui ne
doil jamais élre méconnue, ce serail se former des sciences
8 idée bien imparfaile que de les concevoir sculement
» les bases des arts,el c'est & quoi malhcureusement
‘esl que trop enclin de nos jours. Quels que soient les
enses services rendus a I'induslrie par les thiéories scien-
ues, quoique, suivant 1'énergique expression de Bacon,
puissance soit nécessairement proportionnée & la connais-
e, nous ne devons pas oublier que les sciences onl, avanl
, une destination plus directe et plus élevée, celle de
sfaire au besoin fondamental qu'éprouve notre intelli-

2 de connallre les lois des phénomeénes. Pour senlir com-
@ besoin est profond et impérieux, il suffit de penser un
nl aux effels physiologiques de I'éfonnement, et de consi-
que la sensation la plus lerrible que nous puissions
er esl celle qui se produit toules les fois qu'un phéno-
nous semble s'accomplir contradictoirement aux lois
turelles qui nous sont famili¢res. Le besoin de disposer les

8 dans un ordre que nous puissions concevoir avec facilité
qui esl l'objet propre de toutes les théories scientifiques)
pnl inhérent & nolre organisalion que, si nous ne
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parvenions pas & les satisfaire par des conceplions posilives
nous relournerions inévilablement aux explications théol
giques el mélaphysiques auxquellesil a primitivement don
naissance, comme jel'ai exposé dans la derniére lecon,
Jai cru devorr signaler expressément dés ce moment
considération (ui se reproduira fréquemment dans toule]
suile de ce cours, afin d'indiquer la nécessilé de se prému
contre la Llrop grande influence des habitudes actuelles,
lendent & empécher qu'on se forme des idées jusles el nohl
de I'imporlance el de la deslination des sciences. Si la pd
sance prépondérante de notre organisation ne Cm‘l‘lﬂ'eﬂ
méme involontairement, dans P'esprit des savants, ce qul
a sous ce rapport d'incomplel el d'élroil dans la tendar
générale de nolre ¢poque, l'intelligence humaine, réduil
ne s'oceuper que des recherches susceplibles d'une ulil
pralique immédédiate, se lrouverait par cela seul, comme
trés justement remarqué Condoreet, loul a fail arrélée di
ses progrés, méme & 'égard de ces applicalions auxquel
on aurail imprudemment sacrifié les travaux purement §
culalifs: car les applications les plus importantes dériy
constammenl de théories formées dans une simple inten|
scientifique, et qui souvent ont été cultivées pendant
sieurs sitcles sans produire aucun résullat pratique. O
peut ciler un exemple bien remarquable dans les belles
culalions des géometres grecs sur les seclions coniques,!
apres une longue suite de généralions, ont servi, en dé
minant la rénovation de l'astronomie, & conduire finalen
Parl de la navigalion au degré de perfectionnement qu
atteint dans ces derniers lemps, et auquel il ne serail jat
parvenu sans les lravaux si puremenl théoriques d’Archin
el cl';\pollonius' tellement que Condorcet a pu dire aver
son & cel égard: « Le matelol, qu'une exacle observalio
la longilude préserve dn naufragc doil la vie & une Uit
congue, deux mille ans auparavant, par des hommes deg
qui avaienl en vue de simples spéculalions géomélrigy
[l est done évident qu’aprés avoir concu, d'une mal
géndrale, I'élude de la nature comme servant de base rd
nelle & I'aclion sur la nature, I'espril humain doil prof
aux recherches théoriques, en faz:anl complélement abs
lion de loute considéralion pratique; car nos moyens
découvrir la vérilé sont lellemenl faibles que, si nous
concenlrions pas exclusivement vers ce bul, el si, en!



EXPOSITION 37

chant la vérilé, nous nous imposions en méme temps la
condition étrangére d'y frouver une utilité pralique immé-
~diate, il nous serail presque toujours impossible d'y parvenir.
~ Quoi qu'il en soit, il est certain que l'ensemble de nos
~ connaissances sur la nature, et celui des procédés que nous
en déduisons pour la modifier & nolre avanlage, forment
- deux systémes essenliellement distinets par eux-mémes, qu'il
~est convenable de concevoir et de culliver séparément. En
~oulre, le premier systéme élank la- base du second, c'est
évidemment celui qu'il convient de considérer d'abord dans
une élude méthodique, méme quand on se proposerait
embrasser la totalité des connaissances humaines, lant
'dapplication que de spéculation. Ce systéme théorique me
i rall devoir constituer exclusivement aujourd’hui le s-ujeL
‘un cours vraiment rationnel de philosophie positive : ¢’est
ainsi du moins que je le congois. Sans doute, il serait pos-
sible d'imaginer un cours plus étendu, portant a la fois sur
les généralilés théoriques et sur les généralités pratiques.
Mais je ne pense pas qu'une telle entreprise, méme indépen-
damment de son étendue, puisse étre convenablement tentée
ns I'élat présent de I'esprit humain. Elle me semble, en
el, exiger préalablement un travail trés important et d'une
palure toute parliculiére, qui n'a pas encore été fait, celui de
mer, d'aprés les théories scientifiques proprement dites,
8 conceplions spéciales destinées a servir de bases direcles
procédés généraux de la pratique.
u degré de développement déja alteinl par nolre intelli-
8, ce n'est pas immédiatement que les sciences s’appli-
al aux arls, du moins dans les cas les plus parfails; il
p enlre ¢ces deux ordres d'idées un ordre moyen, qui,
re mal délerminé dans son caractére philosopbique, est
plus sensible quand on considére la classe sociale qui
oceupe spécialement. Entre les savants proprement dits
directeurs effectifs des travaux produclifs il commence
former de nos jours une classe intermédiaire, celle des
nieurs, donl la destinalion spéciale est d'organiser les rela-
g de la théorie el de la pratique. Sans avoir aucunement
vue le progrés des connaissances scientifiques, elle les
dére dans leur état! présent pour en déduire les appli-
industrielles dont elles sont susceplibles. Tel est, du
wing, la lendance nalurelle des choses, quoiqu'il y ait encore

el égard beaucoup de confusion. Le corps de doctrine
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propre & cetle classe nouvelle, et qui doit constituer les vé
tables Lhéories direcles des dilférents arls, pourrail, sa
doute, donner lien & des considérations philosophiques dh
grand intérél et d’une importance réelle. Mais un traw:
qui les embrasserail conjointement avec celles fondées s
Jes sciences proprement diles serail aujourd’hui tout & f
prémaluré; car ces doctrines intermédiaires entre la théo
pure et la pralique directe ne sonl point encore formées

n’en existe jusqu'ici que quelques éléments imparfaits relal
aux sciences et aux arts les plus avancés, el qui permetl
seulemenl de concevoir la nature el la possibilité de semb
bles travaux pour I'ensemble des opérations humaines. C'
ainsi, pour en citer ici l'exemple le plus imporlant, qu
doil envisager la belle conception de Monge, relativemen
la géomélrie deseriplive, qui n'est réellement autre che
quunc théorie générale des arts de conslruction. Jav
soin d'indiquer successivement le pelit nombre d'idées a
logues déji formées el de faire apprécier leur importanet
mesure que le développement paturel de ce cours nous

présentera. Mais il est clair que des conceplions jusqu’a f

senl aussi incompléles ne doivenl point entrer, comme pa

essenfielle. dans un cours de philosophie posilive qui

doit comprendre, autant que possible, que des doctri

ayant un caraclére fixe et netlement déterminé.

On concevra d'autant mieux la difficulté de construire
doctrines inlermédiaires que je viens d'indiquer, si 'on (
sidére que chaque art dépend non seulement d'une cerlt
science correspondante, mais & la fois de plusieurs, lellen
que les arts les plus importants empruntent des secours dit
a presque Loutes les diverses sciences prineipales, Clesta
que la véritable théorie de I'agriculiure, pour me horne
cas le plus essenliel, exige une intime combinaison
connaissances physiologiques, chimiques, physiques el m
astronomiques ¢l mathémaliques : il en ezt de méme
heaux-arts. On apercoil aisément, d'aprés celle considéral
pourquoi eces théories n'onl pu encore éire formées, p
quelles supposent le développement préalable de toules
différenles sciences fondamenlales. I1 en résulte égalet
un nouveau molif de ne pas comprendre un tel ordre dif
dans un cours de philosophie posilive, puisque, loin dej
voir coniribuer & la formation”systématique de cette p
phie, les théories générales propres aux différenls arts’
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~cipaux doivent, au coniraire, comme nous e voyons, étre
vraisemblablement plus tard une des conséguences les plus
utiles de sa construction.
~ En résumé, nous ne devons done considérer dans ce cours
i. que les théories'scientifiques et nullement leurs applications.
~ Mais avanl de procéder & la classification méthodigne de ses
~différentes parties, il me reste & exposer, relalivement aux
_sciences proprement dites, une distinclion imporlante, qui
~achévera de circonserire netiement le sujet propre de I'étude
" que nous enlreprenons.
~ Il faut dislinguer, par rapport i tous les ordres de phé-
nomeénes, denx genres de sciences naturelles : les unes
abstrailes, générales, onl pour objet la découverle des lois
qui régissent les diverses classes de phénoménes, en consi-
dérant tous les cas qu’on peut concevoir; les aulres coneréles,
parliculiéres, descriptives, el quon désigne quelquefois sous
e nom de sciences naturelles proprement diles, consistent
ns l'application de ces lois & I'histoire effective des dillé-
nis dlres existants. Les premiéres sont done fondamentales,
e'est sur elles seulement que porteront nos études dans ce
cours; les autres, quelle que soit lenr importance propre, ne
gonl réellement que secondaires, et ne doivenl point, par
séquent, faire partie d'un travail que son extréme élendue
turelle nous oblige & réduire au moindre développement
ssible,
- La distinelion précédente ne pent présenter aucune obscu-
Filé aux esprils qui ont quelque connaissance spéciale des
lérentes sciences posifives, puisqu'elle est & peu prés
‘équivalent de celle qu'on énonce ordinairement dans presque
Hous les trailés scientifiques en comparant la physique dogma-
lique A I'histoire naturelle proprement dite. Quelques exem-
4 sulfiront d'ailleurs pour rendre' sensible cetle division,
L Vimporlance n'esl pas encore convenablement appré-

~ On pourra d'abord 'apercevoir {rés nettement en compa-
ranl, d'une parl, la physiologie générale, et, d'autre part, la
wologie et la bolanique proprement dile. Ce sont évidem-
s en effel, deux travaux d'un caractére forl distinet, que
er, en général, les lois de la vie, ou de déterminer le
d'exislence de chaque corps vivant, en particulier.
seconde étude, en outre, est nécessairement fondée sur
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1l en est de méme de la chimie, par rapporl & la minéralogie
la premiére esl ¢videmment la base rationnelle de la seconde.
Dans la chimie, on considére toules les combinaisons pos
sibles des molécules, et dans loutes les circonsiances imagi
nables; dans la minéralogie, on considére seulement celle
de ces combinaisons qui se Lrouven! réalisées dans la consli
tution effeclive du globe terresire, et sous l'influence de
geules cireonslances qui lni sont propres. Ce ui montre clai
remenl la différence du poinl de vue chimique et du point d
vue minéralogique, quoique les deux sciences porlenl su
les mémes objets, c'est que la plupart des faits envisagé
dans la premiére n'ont qu'une existence arlificielle, de tell
maniére (u'un corps, comme le chlore ou le potassium
pourra avoir une exiréme importance en chimie par I'étendu
elI'énergic de ses affinités, landis gu’il n’en aura presque ai:
cune en minéralogie:el réciproguement, un composé, tel qu
le granit ou le qualtz‘ sur lequel porle la majeure partie de
considérations minéralogiques, n’offrira, sous le rapport ¢
mique, qu'un jnlérét trés médiocre.

Ce qui rend, en général, plus sensible encore la nécessil
logique de celle distinetion fondamentale entre les dew
grandes sections de la philosophic naturelle, c'est que nal
seulement chaque seclion de la physique concréte suppos
la culture préalable dela section correspondante de la phy
sique abstraile, mais qu’clle exige méme la connaissance d&
lois générales relatives & tous les ordres de phénoméne
Ainsi, par exemple, non seulement I'étude spéciale de k
terre, considérée sous lous les points de vue quelle peul pré
senter effcclivement, exige la connaissance préalable de
physique el de la chimie, mais elle ne peut éire faite conv
nablement sans y inlroduire, d'une part, les connaissancesas
tronomiques, el méme d'une aulre part les connaissances phe
siologiques; en sorte quelle tient au systéme enlier d&
gciences fondamentales. Il en est de méme de chacune d&
sciences nalurelles proprement dites. Cest précisément pol
ce molil que la physique coneréte a fail jusqu'a présent sipé
de progris réels, car elle n’a pu commencer 4 é&tre étudif®
d'une manicre vraiment ralionnelle qu'aprés {a physique ab¢
traite, el lomquv toules les diverses branches prmmpales i
celle-ci ont pris leur caractére définitif, ce qui n'a eu li
que de nos jours. Jusqu'alors on n’a pu recueilliv 2 ce sy
que des malériaux plus on moins incohérents, qui sont mén
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encore forl incomplels. Les fails connus ne pourront é&lre
coordonnés de maniére & former de vérilables théories spé-
ciales des différents &lres de 'univers, que lorsque la distine-
Lion fondamentale rappelée ci-dessus sera plus profondément
sentie et plus régulitrement organisée, ¢t que, par suite, les
savants particulierement livrés & I'étude des sciences natu-
relles proprement dites auronl reconnu la nécessité de fon-
der leurs recherches sur une connaissance approfondie de
toules les sciences fondamentales, condition qui est encore
aujourd’hui fort loin d'étre convenablement remplie.
L'examen de cetle condilion confirme nettement pourquoi
nous devons, dans ce cours de philosophie posilive, réduire
#o0s considéralions & I'étude des sciences générales, sans em-
brasser en méme lemps les sciences descriplives ou parlicu-
litres. On voit nailre ici en effet une nouvelle propriété es-
senlielle de celle élude propre des généralilés de la physique
“abstraile; c'est de fournir la base rationnelle d'une physique
“coneréle vraiment systématique. Ainsi, dans I'élat présent
“de l'esprit huriain, il y aurait une sorte de contradiction &
youloir réunir, dans un seul el méme cours, les deux ordres
de sciences. On peut dire, de plus, que, quand méme la phy-
 sique concréte aurait déja atteint le degré de perfection-
nement de la physique abstraite, el que, par suite, il serait
possible, dans un cours de philosophic positive, d'embrasser
4 la fois I'une et I'autre, il n'en faudrait pas moins évidemment
commencer par la seclion abstraile, qui restera la base inva-
riable de I'autre. 11 est clair, d’ailleurs, que la seule étude des
généralités des sciences fondamenlales est assez vaste par
elle-méme, pour qu'il importle d'en écarter, aulant que pos-
sible, toules les considérations qui ne sont pas indispen-
sables; or, celles relatives aux sciences secondaires seront
loujours, quoi qu'il arrive, d'un genre distinct, La philoso-
phie des sciences fondamentales, présentant un sysléme de
‘conceplions posilives sur tous nos ordres de connaissances
‘réelles, suffil, par cela méme, pour constituer cette philoso-
phie premiére que cherchait Bacon, et qui, étant deslinée a
ervir désormais de base permanente & toules les spécula-
tions humaines, doit élre soigneusement réduile & la plus
simple expression possible.
. Je n'ai pas besoin d’insister davantage en ce moment sur
telle discussion, que j'aurai naturellement plusicurs oc-
ons de reproduire dans les diverses parlies de ce cours.
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L'explication précédente est assez développée pour moliv
la maniére donl jai circonserit le cujel général de nos con
dérations,

Ainsi, en résultat de tout ce qui vient d’étre exposé da
celte lecon, nous voyons : 1” Que la science humaine
composanl, dans son ensemble, de connaissances spécy
tives et de connaissances d’application, c'est seulement ¢
premiéres que nous devons nous oceuper ici; 2° que les ¢
naissances théoriques ou les sciences proprement dites
divisanl en sciences générales et sciences particuliéres,
devons ne considérer ici que le premier ordre, el nous hor
a la physique abstraite, quelque inlérél que puisse nous |
senter In physique conerdle,

Le sujet propre de ce cours étant par la exactement
conseril, il es! lacile maintenant de procéder & une elassif
lion rationnelle vraimenl satisfaisante des sciences fon
mentales, ce qui constitue la question encyclopédique, ol
gpécial de celte legon.

Il faut, avant toul, commencer par reconnailre ¢
quelque naturelle que puisse ¢lre une Lelle classification,
renfermera toujours nécessairementl quelque chose, si
darbitraive, du moins d’arlificiel, de maniére & prése
une imperfeetion véritable,

En effet, le but principal que I'on doit avoir en vue dans!
travail entyelopédique, c'est de disposer les sciences ¢
I'ordre de leur enchainement naturel, en suivant leur dé
dance multuelle; de lelle sorle qu'on puisse les exposer sue
sivement, sans jamais élre enlrainé dans le moindre cf
vicieux, Or, c'est une condilion qu'il me parail imposs
d'accomplir d'une maniére tout & fail rigoureuse. Quil
soil permis de donmner ici quelque dévc[oppemont ae
réflexion, que je crois importante pour caraclériser lay
table difficull¢ de la recherche qui nous occupe actuellen
Cette considéralion, d'ailleurs, me donnera lieu d'élal
relativement & I'exposilion de nos connaissances, un prini
général dont j'anrai plus tard & présenter de erquentesaf
cations.

Toule science peut élre exposée suivanl denx mal‘i
essentiellement distinetes, dont tout autre mode dexpos
ne saurait éire qu'une combinaison, la marche historig
la marche dogmaltique.

Par le premier procédé, on expose successivement |
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ances dans le méme ordre effectif suivanl lequel 'esprit
pin les a réellement oblenues, et en adoptant, autant que
ible, les mémes voies.

" Par le second, on présente le systéme des idées tel quiil
urrail étre congu aujourd’hui par un seul esprit, qui, placé
iu poinl de vue convenable, et pourvu des connaissances
sanles, s'oceuperait a refaire la science dans son en-

» premier mode est évidemment celui par lequel com-
¢, de loute nécessilé, I'étude de chaque science nais-
car il présenle celle propriélé, de n'exiger, pour I'ex-
lion des connaissances, aucun nouveau travail distinct de
gelui de leur formalion, toute la didaclique se réduisant alors
Hudmr successivement, dans l'ordre chronologique, les
'S ouvrages originaux qui ont contribué aux progreés de

‘mode dogmalique, supposant au contraire que tous ces
ivaux parliculiers onl 6Lé refondus en un systéme général,
‘#lre présentés suivanl un ordre logique plus nalurel,
applicable qu'a une science déja parvenue 4 un assez
haul degré de développement. Mais, 4 mesure que la science
il des progrés, l'ordre hisforique d’exposilion devient de
en plus impralicable, par la trop longue suile d'intermé-
es qu'il obligerait I'espril & parcourir ; landis que I'ordre
malique devient de plus en plus possible, en méme lemps
e nécessaire, parce que de nouvelles conceplions permettent
présenter les découvertes anlérieures sous un point de vue
us direcl.

Clest ainsi, par exemple, que I'éducation d'un géométre de
Fantiquilé consistait simplement dans I'étude successive du
pehl nombre de trailés originaux produits jusqu ‘alors
les diverses parlies de la géométrie, ce qui se réduisait
enticllement aux écrits d'Archimede et d'Apollonius ; tan-
{ue, au contraire, un géométre moderne a communément
iné son éducation, sans avoir lu un seul ouvrage original,
§ relativement aux découvertes les plus récentes, qu'on
ne r.ll. connatire que par ce moyen.

Llleudance constante de lcqpnt humain, quant & I'expo-
on des connaissances, est donc de substituer de plus en
& l'ordre hislorique I'ordre dogmalique, qui peut seul
avenir & I'élal perfectionné de notre intelligence.

Le probléme général de I'éducation inlellectuelle consisle &

-
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faire parvenir, en peu d'années, un seul enlendement, le pl
souvent médiocre, au méme point de développement qu
¢Lé atteint, dans une longue suite de siéeles, par un gra
nombre de génies supérieurs appliquanl successiveme
pendant leur vie enlitre, toules leurs forees & I'étude (i
méme sujet, [l est elair, d'aprés cela, que, quoiqu’il s
infiniment plus facile el plus court dapprendre que (!
venter, il serail certainement impossible d'atieindre le |
proposé, si l'on voulail assujetlir chaque espril individue
passer successivement par les mémes intermédiaires qu’a
suivre nécessaivement le génie collectil de 'espéee humai
De 14, l'indispensable besoin de l'ordre dogmatique, quit
surloul si sensible aujourd’hui pour les sciences les plus aw
cées, dont le mode ordinaire dexposition ne présente j
presque aucune Lrace de la filiation effeclive de leurs déla

Il faut, néanmoins, ajouter, pour prévenir toule exagi
tion, que toul mode réel d’exposilion esl, inévitablement,
cerlaine combinaison de l'ordre dogmatique avec l'on
historique, dans laquelle seulement le premier doit domi
constamment et de plus en plus. L'ordre dogmatique nepe
en effet, étre suivi d'une maniére toul & fail rigoureuse ;¢
par cela méme qu'il exige une nouvelle élaboration des
naissances acquises, il n'est poinl applicable, & cha
époque de la science, aux parlies récemment formées, 4
I'étude ne comporle quun ordre essentiellement histori
lequel ne présenle pas, d'ailleurs, dans ce cas, les inco
nients principaux qui le font rejeler en général.

La scule imperfection fondamenlale qu'on pourrait
cher au mode dogmaliqne, ¢’est de laisser ignorer la mani
dont se sonl formées les diverses connaissances humail
ce qui, quoique distinet de 'acquisition méme de cesd
naissances, est, en soi, du plus haul intérét pour toul e
philosophique . Celle considération aurait, & mes yeux, b
coup de poids, si elle était réellement un motif en faveur
Pordre hislorique, Mais il est aisé de voir qu'il n'y a qui
relation apparenie entre éludier une science en suiva
mode dit hisforique, et connaitre véritablement [hish
effective de celle science.

En effet, non senlement les diverses parlies de ol
science, qu'on esl conduil & séparer dans ['ordre dogmali
se sont, en réalité, développées simullanément el §
linfluence les unes des aulres, ce qui tendrait 4 fair




EXPOSITION 45

férer lordre hislorique; mais en considérant, dans son
‘ensemble, le développement effectif de I'esprit humain, on
voit de plus que les différentes sciences ont été, dans le fait,
perfectionnées en méme temps el muluellement; on voil
méme que les progrés des sciences el ceux des arls onlt dé-
pendu les uns des aulres, par d'innombrables influences réci-
proques, et enfin que tous ont élé élroitement lids au dé-
veloppemenl général de la société humaine. Ce vasle
- enchainement esl lellement réel que souvent, pour concevoir
la génération eflective d'une théorie scienlifique, I'esprit est
) eondmt. & considérer le perfeclionnement de quelquc art qui
" n'a avec elle aucunc liaison ralionnelle, ou méme quelque
- progrés particulier dans 'organisation sociale, sans lequel
- celle découverle n'edit pu avoir lieu. Nous en verrons dans
la suite de nombreux exemples. Il résulle done de la que
lﬁﬁ ne peut connaitre la véritable hisloire de chaque science,
Clesl-d-dire la formalion réelle des découvertes dont elle se
compose, qu'en étudiant, d'une maniére générale el directe,
Thistoire de lhumamlé C'est pourquoi lous les documents
recueillis jusqu'ici sur T'hisloire des mathématiques, de
Tastronomie, de la médecine, ele., quelque précieux qu'ils
- soienl, ne peuvent élre regardés que comme des matériaux.
- Le prélendu ordre Aistorique d'exposition, méme quand il
urrail #re suivi rigoureusement pour les détails de chaque
geience en parliculier, serail déja puremenl hypothétique el
abstrait sous le rapport le plus important, en ce qu'il consi-
'dﬁera:l. le développement de celte science comme isolé. Bien
oin de mellre en évidence la vérilable hisloire de la science,
il tendrail 4 en faire concevoir une opinion rés fausse.

Ainsi, nous sommes certainement convaincus que la con-
naissance de I'histoire des scxences est de la plus haute impor-
lance. Je pense méme qu'on ne connail pas complétement
science lanl qu'on n'en saitl pas l'histoire. Mais celle
0 doil élre congue comme entiérement séparée de 1'élude
opre el dogmalique de la science, sans laquelle méme cetle
sloire ne serail pas inlelligible. Nous considérerons donc
beaucoup de soin I'histoire réelle des sciences fonda-
es qui vonl élre le sujet de nos méditations ; mais ce
seulement dans la derniére parlie de ce cours, celle
ve & I'élude des phénomeénes sociaux, en trailant du
ppement général de I'humanité, dont I'hisloire des
b conslitue la partie la plus importantle, quoique jus-
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quici la plus négligée. Dans I'étude de chaque science, I
considérations historiques incidentes qui pourront se pr
senter auronl un caraclére nettement dislinel, de maniére
ne pas altérer la nature propre de nolre Lravail principal.

La discussion précédente, qui doit d'ailleurs, comme on
voil, étre spécialement développée plus tard, tend & précis
davantage, en le présenlanl sous un nouveau point de vu
le véritable esprit de ce cours. Mais, surloul, il en résull
relativement & la questlion actuelle, la détermination exac
des condilions qu'on doil s'imposer et qu'on peut justeme
espérer de rempliv dans la construction d’'une échelle enc
clopédique des diverses sciences fondamentales.

On voit, en eflet, que, quelque parfaile qu'on pit la su
poser, celle classiflicaiion ne saurail jamais éire rigoureus
ment conforme & l'enchainement historique des scienct
Quoi qu'on fasse, on ne peul éviter enti¢rement de présent
comme antérieure telle science qui aura cependant besol
sous quelques rapports particuliers plus ou moins imporlan
d'emprunter des nolions & une autre science classée dans
rang poateuem. 11 faut tacher sculement qu’un tel incont
mcnt n'ail pas lieu relalivement aux conceptions caractér
liques de chaque science, car alors la classification sen
Loul & fail vicicuse,

Ainsi, par exemple, 1l me semble inconlestable que, da
le sysleme général des sciences, I'astronomie doit ¢tre plag
avanl la physique proprement dile, el néanmoins plusieg
branches de celle-ci, surlout U'oplique, sont indispensables
I'exposition compléte de la premiére,

De lels défauls secondaires, qui sonl strictement indl
tables, ne =auraient prévaloir conlre une ciassification, (
remplirail dailleurs convenablement les condilions prin
pales. Ils tiennenl & ce qu'il y a nécessaireinent d’artifid
dans nolre division du lravail intellectuel. !

Néanmoins, quoique, d'aprés les explicalions précédentt
nous ne devions pas prendre ['or dre historique pour ba
de notre classificalion, je ne dois pas négliger d'indiqy
d'avance, comme une propriélé essentielle de I'échelle e
clopédique que je vais proposer, sa conformilé générale ai
I'ensemble de I'hisloire scientifique; en ce sens que, malg
la simultanéité réelle et continue du développement
différenies sciences, celles qui seront classées comme
rieures seronl, en effet, plus anciennes el constamment
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avancées que celles présenlées comme poslérieures, Clest ce
qui doit avoir lieu inévitablement si, en réalité, nous prenons,
comme cela doit élre, pour principe de classificalion, I'en-
chainement logique nalurel des diverses seiences, le point de
départ de I'espece ayanl dit nécessairement éire le méme que
elui de l'individu.
Pour achever de déterminer avec loule la précision possible
la difficulté exactle de la question eneyclopédique que nous
“avons & résoudre, je crois ulile d’introduire une considération
mathématique forl simple qui résumera rigoureusement l'en-
semble des raisonnements exposés jusqu'ici dans celle legon.
Voici en quoi elle consiste,
~ Nous nous proposons de classer les sciences fondamentales.
Or, nous verrons bientol que, tout bien considéré, il n'est pas
‘possible d'en distinguer moins de six ; la pluparl des savanls
admetlraient méme vraisemblablement un plus grand
mbre. Cela posé, on sait que six objets comporlent 720 dis-
sitions différentes. Les sciences fondamenlales pourraient
done donner lieu & 720 classifications distinctes, parmi les-
quelles il siagit de choisir la classification nécessairement
unique, qui salisfait le mieux aux principales conditions du
probléme. On voil que, malgré le grand nombre d'échelles
neyclopédiques successivemenl proposées jusqu'a présent,
a discussion n'a porlé encore que sur une bien faible parlie
s dispositions possibles; el néanmoins, je crois pouvoir
3 sans exagération qu'en examinant chacune de ces720 clas-
lications, il n’en serait peut-étre pas une seule en faveur de
quelle on ne pat faire valoir quelques motils plausibles ;
r, en observant les diverses disposilions qui onl été effecti-
ment proposées, on remarque entre elles les plus extrémes
rences : les sciences qui sont placées par les uns a la
du systéme encyclopédique, étant renvoyées par d'autres
‘extrémilé opposée, et réciproquement. C'est donc dans ce
ix d'un seul ordre vraiment rationnel, parmi le nombre
considérable des systémes possibles, que consisie la

rdant mainlenanl d’'une maniére directe celle grande
, rappelons-nous d'abord que pour obtenir une classi-
‘nalurelle et positive des sciences fondamentales, ¢’est
comparaison des divers ordres de phénoménes dont
L pour objel de découvrir les lois que nous devons en
 principe. Ce que nous voulons déterminer, ¢’esl
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la dépendance réelle des diverses études scientifiques, Ov ce
dépendance ne peul résulter que de eelle des phénomér
correspondants.

En considérant sous ce point de vue tous les phénomé
observables, nous allons voir qu'il est possible de les clas
cn un pelit nombre de calégories naturelles, disposées d'
telle maniére que I'étude rationnelle de chaque catégorie ¢
fondée sur la connaissance des lois principales de la calégo
précédenle, el devienne le fondement de 'étude de la s
vanle. Cet ordre est délerminé par le degré de simplicité, .
ce qui revient au méme, par le degré de généralité des p
noménes, d'olt résulte leur dépendance successive, el, enc
séquence, la facilité plus ou moins grande de leur étude.

11 est elair, en effet, @ prior:, que les phénomdénes les p
simples, ceux qui se compliquent le moins des autres, s
nécessairement aussi les plus généraux ; car ce qui s'obse
dans le plus grand nombre de cas esl, par cela méme, dég
le plus possible des circonslances propres a chaque cas
paré. C'est done parl'étude des phénoménes les plus génén
ou les plus simples qu'il faul commencer, en procéd
ensuite successivement jusqu'aux phénoménes les plus pa
culiers ou les plus compliqués, si l'on veut concevoir
philosophie naturelle d'une maniére vraiment méilodiq
car cel ordre de généralité ou de simplicité, délermin
nécessairement 'enchainement ralionnel des diverses scien
fondamentales par la dépendance successive de leurs ph§
menes, fixe ainsi leur degré de facililé.

En méme temps, par une considéralion auxiliaire qué
crois important de noter ici, el qui converge exactement @
Lloutes les précédentes, les phénoménes les plus généraux
les plus simples, se trouvant nécessairement les plus éln
gers & I'homme, doivent, par cela méme, étre étudiés &
une disposition d'esprit plus calme, plus rationnelle, cef
constitue un nouvean molil pour que les sciences corrcsq
dantes se développent plus rapidement.

Ayant ainsi indiqué la régle fondamentale qui doil prési
4 la classification des sciences, je puis passer immédi
ment & la construction de I'échelle encyclopédique da
laquelle le plan de ce cours doit élre délerminé, el que
cun pourra aisément apprécier a l'aide des considéra
précédentes,

Une premiére contemplalion del'ensemble des phénom
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naturels nous porte a les diviser d'abord, conformément au
principe que nous venons d'élablir, en deux grandes classes
principales, la premitre comprenant tous les phénoménes des
corps bruts, la seconde tous ceux des corps organisés.

Ces derniers sonl évidemment, en effel, plns compliqués et
plus particuliers que les autres ; ils dépendent des précédents,
qui, au contraire, n'en dépendent nullement. De la la nécessilé
de n’étudier les phénoménes physiologiques qu'aprés ceux
des corps inorganiques. De quelque maniere qu'on explique
les difiérences de ces deux sortes d'étres, il est certan qu'on
‘observe dans les corps vivants tous les phénoménes, soil
mécaniques, soit chimiques, qui ont licu daus les corps bruts,
plus un ordre tout spécial de phénoménes, les phénomenes
‘vitaux proprement dils, ceux qui tiennent & l'organisation.
1 ne s'agil pas ici d’examiner si les deux classes de corps
sonl ou ne sont pas de la méme nafure, question insoluble
“qu'on agile beaucoup trop de nos jours, par un reslte d'in-
fluence des habiludes théologiques et métaphysiques; une
lelle question n'est pas du domaine de la philosophie positive,
“qui fail formellement profession d'ignorer absolument la
‘nalure inlime d'un corps quelconque. Mais il n’est nullement
ispensable de considérer les corps bruls et les corps vivants
mme élant d'une nature essentiellement différente pour
reconnaitre la nécessité de la séparation de leurs études.

Sans doute, les idées ne sont pas encore suffisaminent
fixées sur la maniére générale de concevoir les phénoménes
corps vivants. Mais, quelque parli qu'on puisse prendre
cel égard par suile des progrés ullérieurs de la philosophie
maturelle, la classification que nous établissons n'en saurait
re aucunement affectée, En effel, regardat-on comme démon-
yee que permet a peine d'entrevoir I'élat présent de la
ysiologie, que les phénoménes physiologiques sont lou-
rs de simples phénoménes mécaniques, électriques el chi-

s, modifiés par la structure el la composilion propres
corps organisés, notre division fondamentale n'en sub-

il pas moins. Car il reste toujours vrai, méme dans celle
thése, que les phénoménes généraux doivenl élre élu-
vanl de procédera l'examen des modifications spéciales,
ouvenl dans cerlains élres de l'univers, par suile
sposition particuliére des molécules. Ainsi, la division,
ui esl aujourd'hui fondée dans la plupart des esprits éclai-
 diversité des lois, est de nature & se maintenir indé-

A-C.— 1 4
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finiment & cause de la subordination des phénoménes el |
suite des études, quelque rapprochement qu'on puisse jam
é&lablir solidement entre les deux classes de corps.

Ce n'est pas ict le lieu de développer, dans ses diver
pariies essenlielles, la comparaison générale enire les co
bruls el les corps vivants, qui sera le sujel spécial d'un ¢
men approfondi dans la seclion physiologique de ce co
11 suffit, quant a présent, d’avoir reconnu en principe
nécessité logique de séparer la science relalive aux prem
de celle relative aux seconds, et de ne procéder a I'éluds
la physique organigue qu’aprés avoir élabli les lois génér
de la physique inorganique.

Passons mainlenant 4 la détermination de la sous-divi

principale donl est susceptible, d’aprés la méme régle,
cune de ces deux grandes moiliés de la philosophie n
relle.
Pour la physique inorganique nous voyons, d’abord
nous conformant toujours & 'ordre de généralilé el de dé
dance des phénomeénes, qu'elle doil élre parlagdée en ¢
seclions dislincles, suivant qu’elle considére les phénom
généraux de Punivers, ou en parliculier, ceux gque préser
les corps Lerrestres. Doti la physique céleste, ou lastrong
soit géomélrique, soit mécanique; el la physique terre
La nécessilé de cetle division est exaclement semblal
celle de la précédente.

Les phénoménes astronemiques élant les plus généraw
plus simples, les plus abslrails de tous, c’est évidemmen
leur ¢tude que doit commencer la philosophie nalw
puisque les lois auxquelles ils sont assujeltis influent sur(
de Lous les autres phénoménes, dont elles-mémes sonl, au
traire, essentiellement indépendantes. Dans lous les pl
ménes de Ja physique terresire, on observe d'abord Jes§
généraux de la gravitation universelle, plus quelques d
effets qui lenr sont propres, ct qui modifient les premid
s'ensuil que, lorsgqu’on analyse le phénomene lerrestre lé
simple, non seulement en prenant un phénomene chim
mais en choisissanl méme un phénomcéne purement
nique, on le trouve conslamment plus composé quele
meéne céleste le plus compliqué. Clest ainsi, par exem
le simple mouvement d'un corps pesant, méme quan
s'agil (ne d'un solide, présente réellement, lorsqu’on ¥
nireomple de toules les civeounstances déterminanles, m
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de recherches plus compliqué que la queslion astronomique
la plus difficile. Une telle considération monlre clairement
combien il esl indispensable de séparer nellement la physique
céleste et la physique terrestre, el de ne procéder 4 I'élude
_de la seconde qu'apres celle de la premiére, qui en est la base
ralionnelle.
La physique lerrestre, & son tour, se sous-divise, d'aprés le
- méme principe, en deux portions trés distineles, selon qu'elle
envisage les corps sous le point de vue mécanique, ou sous le
-~ point de vue chimique. Dot la physique proprement dite, et
r;ln chimie. Celle-ci, pour élre congue d'une maniére vraiment
méthodique suppose évidemmenl la connaissance préalable
“de l'autre. Car tous les phénoménes chimiques sonl néces-
sairement plus compliqués que les phénoménes physiques;
ils en dépendent sans influer sur eux. Chacun sail, en effel,
que loule action chimique est soumise d’abord & I'influence de
A pesanteur, de la chaleur, de I'électricité, ele., el présente,
en outre, quelque chose de propre qui modifie I"action des
‘agents précédents. Celle considéralion, qui montre évidem-

ment la chimie comme ne pouvant marcher quaprés la phy-
sique, la présente en mémetemps comme unescience distincte.
‘Car, quelque opinion qu'on adopte relativement aux affinités
miques, el quand méme on ne verrail en elles, ainsi qu'on
Il le concevoir, que des modifications de la gravilation gé-
e produile par la figure el par la disposilion mutuelle des
nes, iFdeméurerail incontestable que la nécessilé d’avoir
tinuellement égard & ces condilions spéeiales ne permel-
point de Lrailer la chimie comme un simple appendice de
ysique. On serail donc obligé, dans tous les cas, ne ful-
 que pour la facililé de I'élude, de maintenir la division el
ainement que I'on regarde aujourd’hui comme lenanl &
généité des phénomenes.
est done la distribution rationnelle des principales
5 de la science générale des corps bruts. Une division
gue 8'élablit, de la méme maniére, dans la science géné-
2§ corps organisés.
les élres vivanls présentent deux ordres de phéno-
§ essenliellement distinets, ceux relalifs & I'individu, et
i concernent I'espéce, surloul quand elle esl sociable,
palement par rapport & I'lhomme que cette distinc-
mentale. Le dernier ordre de phénoméne est
plus compliqué et plus particulier que le pre-
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mier; il en dépend sans influer sur Ini. De la deux grand
sections dans la physique organique : la physiologie propr
ment dite el la physique sociale, qui est fondée sur la pt
miére.

Dans tous les phénoménes sociaux, on observe d'abo
l'influence des lois physiologiques de l'individu, et, en oul
quelque chose de particulier qui en modifie les effets, et«
tient 4 'aclion des individus les uns sur les aulres, singul
rement compliquée, dans 'espéce humaine, par I'aclion
chaque génération sur celle quila suit. I1 est donc évids
que, pour éludier convenablement les phénoménes socia
il faul d'abord partir d'une connaissance approfondie «
lais relatives & la vie individuelle. D'un aulre coté, c
subordination nécessaire enire les deux ¢tudes ne pres
nullement, comme quelques physiologistes du premier or
ont é16 portés a le croire, de voir dans la physique sociale
simple appendice de la physiologie. Quoique les phénomé
soienl certainement homogénes, ils ne sont point identiqt
el la séparation des deux sciences est d’une imporlance v
menl fondamentale. Car il serail impossible de Lrailer I'él
collective de P'espice comme une pure déduelion de 1'éd
de I'individn, puisque les condilions sociales, qui modif
I'action des lois physiologiques sonl précisément alor
considération la plus essentielle. Ainsi, la physique soc
doit ¢lre fondée sur un corps d’observalions directes qui
soil propre, toul en ayant égard, comme il convient, &
intime relalion nécessaire avec la physiologie propren

dite.

On pourrail aisément élablir une symétrie parfaite enfl
division de la physique organique et celle ci-dessus exp
pour la physique inorganique, en rappelanl la disting
vulgaire de la physiologie proprement dile, en végétal
animale. 1l serait facile, en effet, de rallacher celle 8
division au p:mcnpe de c!a%n[‘uatlon que nous avons ¢
tammenl suivi, puisque les phénoménes de [a vie ammal
présentent, en général du moins, comme plus tompllq
el plus spéciaux que ceux de la vie végélale. Mais la
cherche de cetle symétrie précise aurait ququuc ch
puéril, si elle enlrainail & méconnaitre ou & exagére
analogies réelles ou les différences effectives des phéno
Or, il est certain que la distinction entre la physiologie
tale et la physiologie animale, qui a une grande impo
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dans ce que j'ai appelé la physique concréle, n'en a presque
aucune dans la physique absirarle, la seule dont il s'agisse
La connaissance des lois générales de la vie, qui ; doit
, & nos yeux, le véritable objet de la ph}bl(}](}“le exige la
considération simullanée de toule la série organique sans
dlsllncllon de végélaut el d'animaux, distinction qui, d'ail-
eurs, s'efface de jour en jour, & mesure que les phénomenes
sont étudiés d’une maniére plus approfondie.

Nous persisterons done Ane considérer qu'une seuledivision
“dans la physique organique, quoique nous ayons cru devoir
 flablir deux successives dans la physique inorganique.

~ En résullat de cette discussion, la philosophie posilive sc
rouve done naturellement parlagée en cing sciences fonda-
menl.alas. dont la suceession est déterminée par une subordi-
nalion nécessaire el invariable, fondée indépendamment de
loute opinion hypothélique, sur la simple comparaison appro-
foudie des phénoménes correspondants : ce sont I'astronomie,
la ph ique, la chimie, la physiologie, el enfin la pins:qut
e. La premiére considére les phénoménes les plus géné-
raux, lcs plus simples, les plus abstrails et les plus élowm‘-a
de Thumanité; ils influent sur lous les aulres, sans étre
influencés par eux. Les phénomenes considérés par la der-
niére, sonl, au conlraire, les plus particuliers, les plus com-
pliqués, Ies plus concrets el les plus dircctement intéressants
pour 'homme; ils dépendent, plus ou moins, de tous les pre-
eédents, sans exercer sur eux aucune influence. Entre ces
deux extrémes, les degrés de spécialilé, de complication et
de personnalité des phénomenes vont graduellement en
'nugmenlanl ainsi que leur dépendance successive. Telle esl
Tinlime relation générale que la véritable observalion philo-
sophique convenablement employée, el non de vaines distinc-
l.ions arbilraires, nous conduil & établir entre les diverses
. wmces fondamentales, Tel doit done étre le plan de ce
cours.

Je n'ai pu ici qu'esquisser l'exposition des considéralions
[mnclpa.las sur lesquelles repose cette classification. Pour la
eoneevoir complétement, il faudrait maintenanl, aprés 'avoir
envisagée d'un point de vue général, examiner relalivement
chaque science fondamentale en particulier. Clest ce que
s ferons soigneusement en commencant 'étude spéciale de
que partie de ce cours. La construction de cette échelle
elopédique repriseainsi successivemenlen parlantde cha-
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cune des cinq grandes sciences, lui fera acquérir plds d'exa
titude, el surlout meltra pleinement en évidence sa sol
dilé, Ces avantages seront d'autaul plus sensibles que no
verrons alors la distribulion inlérieure de chaque scien
s'élablir naturellement d'apres le méme principe, ce qui pr
sentera toul le systéme des connaissances humaines décor
posé, jusque dans ses détails secondaires, d'apreés une eo
sidération unique conslammenl suivie, celle du  deg
d'abstraction plus ou moing grand des conceptions correspe
dantes. Mais des travaux de ce genre, outre qu’ils nous enle
neraient maintenant beancoup lrep loin, seraienl certainems
déplacés dans cetle lecon, on1 notre espril doil se mainfe
au poinl de vue le plus général de la philosophie posilive,

Néanmoins, pour laire appriécier aussi complétement g
possible, dés ce moment, U'imporlance de cetle hiérard
fondamentale, dont je ferai, dans toule la suile de ce cours, (
applications conlinuelles, je dois signaler rapidement ici
propriétés générales les plus essenlielles,

Il faut d'abord remarquer, comme une vérificalion t
déeisive de l'exaciitude de celle classification, sa conforn
casenlielle avee la coordinalion, en quelque sorle spontan
qui se trouve en effel implicitemenl admise par les sava
liveés & 'étude des diverses branches de Ia philosophie na
relle.

(Vesl une condilion ordinairement fort négligée par
constructeurs d'échelles encyclopédiques, que de préser
comme distinctes les sciences que la marche effeclive
Pespril humain a conduil, sans dessein prémédité, a culli
séparément, el d'é¢lablir enlre elles une subordinalion ¢
forme aux relalions positives que manifeste leur dévelop
ment journalier. Un tel accord esl néanmoins évidemm
le plus st indice d'une bonne classilicalion; car les divisi
qui s¢ sont introduites sponlanément dans le sysléme sa
lifique n'ont pu &lre délerminées que par le sentiment lo
t(’mps éprouvé des véritables besoins de l'{‘Splil liumain, §
qu’on ail pu élre égaré par des généralités vicieuses,

Mais, quoique la classificalion ci-dessus proposée i
plisse entierement cette condilion, ce qu'il serait superfld
prouver, il n'en faudrait pas conclure que les habily
généralementl élablies aujourd’hui par expérience chez
savants rendraienl inutile le (ravail encyclopédique queeg

venons d'exéeuter, Elles onl seulemenl rendu possibled
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lelle opération, qui présenle la différence fondamentale
‘d’une conception rationnelle & une classification purement
empirique. 11 s’en faut d’ailleurs que celle classificalion soil
ordinairement concue el surtout suivie avec loute la préci-
sion nécessaire, ¢l que son importauce soil convenablement
appréciée; il suffirail, pour s'en convaincre, de considérer
les graves infractions qui sont commises lous les jours contre
celteloiencyclopédique,augrand préjudice de l'esprit humain.
Un second caractére trés essentiel de nolve classification,
c'est d'élre nécessairement conforme a l'ordre effectil du
développement de la philosophie nalurelle, Cest ce <que
wérifie Loul ce qu'on sail de I'histoire des sciences, parlicu-
g_i_ére'menl dans les deux derniers siécles, ol nous pouvons
suivre leur marche avee plus d'exactitude.
~ On congoit, en eflel, que I'élude rationnelle de chaque
cience fondamentale, exigeant la cullure préalable de loules
es qui la précédent dans notre hiérarchie encyelopédique,
pu faire de progrés réels et prendre son vérilable carac-
re, qu'aprés un grand développemenl des sciences anlé-
ures relalives a des phénoménes plus généranx, plus abs-
18, moins compliqués, et indépendants des autres, Clest
ne dans cel ordre que la progression, quoique simullanée,
di avoir-lieu,
Celte considération me semble d'une telle imporlance que
ne crois pas possible de comprendre réellement, sans y
oir égard, I'hisloire de I'espril humain. La loi générale qui
mine Loute celle hisloire, el que j'ai exposée dans la legon
tdente, ne peul élre convenablemenl entendue, si on ne
combine point dans I'application avec la formule encyclo-
lique que nons venons d'établir. Car, c'est suivant Vordre
cd cetle formule que les différentes Lhéories humaines
alteint successivement, d'abord I'état théologique, ensuite
métaphysique, el enfin' T'état positif. 8i I'on ne lient pas
' ﬁmf'uugp de laloi de celle progression nécessaire,
conlrera souvenl des difficullés qui paraitronl insur-
bles, car il est clair que I'état théologique ou métaphy-
30 cerlaines théories fondamentales a do temporaire-
incider, el a quelquefois coincidé en eflel avec I'élat
de celles qui leur sont antéricures dans notre sysléme
lique, ce qui tend & jeler sur la vérification de la
 une obscurilé qu'on ne peut dissiper que par la
précédente,
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En froisiéme licu, cette classification présente la propr
Lres remarguable de marquer exactement Ia perfection
Live des différentes sciences, laquelle consisle essentiellem
dans le degré de précision des connaissances, et dans |
coordination plus ou moins intime.

11 esl aisé de sentir en effel que plus des phénoménes ¢
généraux, simples et abstraits, moins ils dépendent des aul
el plus les connaissances qui s’y rapporlent peuvent:
précises, en méme lemps que leur coordinalion peul
plus complete, Ainsi, les phénoménes organiques ne com
tent qu'une étude & la fois moins exacte el moins systémati
que les phénoménes des corps bruls. De méme, dans lag
sique inorgamigue, les phénoménes célestes, vu leur
grande généralité el leur indépendance de lous les aul
onl donné lieu & une science bien plus précise el beaut
plus liée que celle des phénoménes lerreslres,

Celle observation, qui estsi frappante dans I'élude effe
des sciences, el qui a souvent donné lieu & des espéra
chimériques ou & d'injusles comparaisons, se Lrouve (
complétement expliguée par Vordre encyclopédique qué
établi. J'aurai nalurellemenl oceasion de lui donner {
son extension dans la legcon prochaine, en montranl g
possibilité d’appliquer 4 I'élude des divers phénoménes I
lyse mathématique, ce qui est le moyen de procurer &
¢tude le plus haut degré possible de précision et de col

nation, se trouve exactement déterminée par le rang q
cupent ces phénoménes dans mon échelle encyclopédiqu

Je ne dois poinl passer a une aulre considération,
mettre le lecteur en garde & ce sujel contre une erreur
girave, et qui, bien que Lrds grossiére, esl encore extrémel
commune. Elle consisle & confondre le degré de préd
que comportenl nos différentes connaissances avec leurd
de certilude, d'ott esi résullé le préjugé trés dangereux:
le premier élant évidemment forl inégal, il en doil élre
du second. Aussi parle-t-on souvent encore, quoique i
que jadis, de l'inégale certilude des diverses sciences, &
lend directement & décourager la cullure des sciences leg
difficiles, Il est clair, néanmoins, que la précision et lag
tude sont deux qualités en elles-mémes fort différentes.
proposilion lout i fait absurde peut étre extrémement p
comme si 'on disail, par exemple, que la somme des
d’un triangle esl égale 4 trois angles droils j et une pro
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lion trés certaine peut ne comporter qu'une précision forl
nédiocre, comme lorsqu'on affirme, par exemple, que toul
omme mourra. Si, d'aprés Pexplication précé-dente, les di-
erses sciences doivenl nécessairement présenter une pré-
ision trés inégale, il n'en est nullement ainsi de leur cerli-
ude. Chacune peut offrir des résullals aussi certains que ceux
de tout autre, pourvu qu'elle sache renfermer ses conclusions
‘dans le degré de précision que comporlent les phénoménes
correspondants, condilion qui peul n'élre pas toujours Lrés
[facile & remplir. Dans une science quelconque, toul ce qui
‘esl simplement conjectural n'esl que plus ou moins probable,
8l ce n'est pas 1a ce qui compose son domaine essentiel ; lout
@ qui est posilil, c'est-A-dire fondé sur des faits bien cons-
alés, esl cerlain : il n'y a pas de distinclion & cel égard.
Enfin, la propriété la plus inléressante de notre formule
sncyclopédique, a cause de I'importance et de la multiplicité
applicalions immédiales qu'on en peut faire, cest de
lerminer directement le véritable plan général d'une édu-
lion scienlifique entiérement ralionnelle. C'esl ce qui
gsulte sur le champ de la seule composition de la formule.
Il est sensible, en effel, qu'avant d'enlreprendre I'étude
péthodique de quelqu'une des sciences fondamentales, il
faul nécessairement s'élre préparé par I'examen de celles
Lives aux phénoménes anlérieurs dans notre échelle ency-
fdique, puisque ceux-ci influent toujours d'une maniére
ondérante sur ceux dont on se propose de connaitre les
8. Celte considération est tellement frappante que, malgré
gon extréme importance pratique, je n'ai pas besoin d'insister
nlage en ce momenl sur un principe qui, plus tard, se
duira d’ailleurs inévitablement, par rapport a chaque
p fondamentale. Je me bornerai seulemenl & faire
pr que, s'il esl éminemment applicable & I'éducation
ile, il I'est nussi particulitrement a I'éducalion spéciale

|

18i, les physiciens qui n'onl pas d'abord étudié l'astro-
$, AU MOINs sous un point de vue général ; les chimistes
avanl de s'occuper de leur science propre, n'ont pas

réalablement I'astronomie et ensuite la physique ; les
sles qui ne se soni pas préparés a leurs travaux
par une élude préliminaire de I'astronomie, de la
de la chimie, ont manqué a I'une des conditions
es de leur développement intellectuel. Il en esl
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encorc plus évidemment de méme pour les esprils ui veu
se liveer a l'étude positive des phénoménes sociaux,
avoir d'abord acquis une connaissance générale de l'as
nomie, de la physique, de la chimie et de la physiologie.

Comme de lelles conditions sonl bien rarcment remy
de nos jours, el qu'ancune institution réguliére n'est organ
pour les *u,cmnpln', nous pouvons dire qu'il n'existe pas
core pourles savanls, d'éducalion yraiment rationnelle, C
considération esl, & mes yenx, d'une si grande importa
que je ne crains pas d'altribuer en parlie & ce vice de
¢ducations acluelles I'élat d'imperfection exlréme on 1
voyons encore les sciences les plus difficiles, élat vérits
ment inférieur & ce que preseril en effet la nalure plus ¢
pliquée des phénomeénes correspondants.

Relalivemenl & P'éducalion générale, celle condition
encore bien plus nécessaire. Je la crois tellement i
pensable que je regarde l'enseignement scienlifique con
incapable de réaliser les résullats généraux les plus essen
qu'il est destiné & produire dans la société pour la rénova
du systéme intellectucl, si les diverses branches prineip
de la philosophie naturelle ne sonl pas étudiées dans l'a
convenable. N'oublions pas que, dans presque toutes
intelligences, mémes le plus élevées, les 1dées reslent o
nairement enchainées suivant Pordre de leur acquist
premiére ; el que, par conséquent, cest un mal le |
souvent irrémédiable que de n'avoir pas commencé pa
commencement. Chaque siécle ne compte qu'un bien p
nombre de penseurs capables, & I'époque de leur virl
comme Bacon, Descartes ¢t Leibnilz, de faire véritablem
table rase, pour reconsiruire de fond en comble le sysk
entier de leurs idées acquises.

L'importance de notre loi encyclopédique pour servil
base 4 l'éducalion secienlifique ne peut élre convenablem
appréciée qu'en la considéranl aussi par rapport 4 la méthi
au lien de I'envisager seulement comme nous venons de
faire, relativemenl a la doctrine.

Sous ce nouveau point de vue, une exéculion convend
du plan général d’éludes que nous avons déterminé doil af
pour résultat nécessaire de nous procurer une cmmalssq
parfaite de la méthode posilive, qui ne pourrait étre obled
d'aucune autre maniére.

En effel, les phénoménes nalurels ayant ¢1é elassés de
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ue ceux qui sont réellement homogénes, restent tou-
ompris dans une méme élude, landis que ceux qui ont
ectés i des éludes différentes sont effeclivemenl hétéro-
. il doit nécessairement en résulter que la méthode posi-
fnérale sera constammen! modifiée d'une maniére uni-
dans I'élendue d'une méme science fondamentale, el
relle éprouvera sans cesse des modificalions différentes el
# l‘)]uncn plus composées, en passant d'une science i une
ulre. Nous aurons done ainsi la certitude de la considérer
loules les variétés réelles dont elle est susceptible, ce
il pu avoir lieu, si nous avions adopté une formule
lopédique qui ne remplit pas les conditions essentielles
ci-dessus.

e nouvelle considération est d'une importance vraiment
menlale ; car, si nous avons vu en général, dans la
egon, qu'il est impossible de connaitre la méthode
quand on veut I'étudier séparément de son emploi,
wons ajouler aujourd’hui qu'on ne peut s’en former
de nelle el exacte qu'en éludianl successivement, et
ordre convenable, son applicalion & loutes les diverses
05 principales des phénoménes naturels. Une seule
ne suffirail poinl pour alteindre ce bul, méme en la
ant e plus judicieusement possible. Car, quoique la
e soil essentiellement identique dans loutes, chaque
ce développe spécialement tel on tel de ses procédés
ristiques, dont I'influence, trop peu prononcée dans les
sciences, demeurerail inapergue. Ainsi, par exemple,
certaines branches de la philosophie, ¢'est I'observation
rement dile ; dans d'aulres, ¢'esl 'expérience, el telle ou
‘nalure d’expériences, qui constitue le principal moyen
exploration. De méme, tel préceple général, qui fail parlie
granle de la méthode, a été fourni primitivement par une
ne science ; el, bien qu'il ail pu etre ensuite lransporlé
d'aulres, c'est & sa source qu'il faut I'étudier pour le
_connailre ; comme, par exemple, la théorie des classifi-

se bornanl & ['étude d'une science unique, il faudrait
oule choisir la plus parfaile pour avoir un senliment
profond de la méthode positive. Or,la plus parfaile étant,
me lemps la plus simple, on n’aurail ainsi qu'une
nee bien incompléte de la méthode, puisqu’on
ndrait pas quelles modifications essentielles elle doit
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subir pour s’adapler &4 des phénoménes plus compli
Chaque science fondamentale a done, sous ce rappor
avantages qui lui sont propres; ce qui prouve clairem
nécessité de les considérer toutes, sous peine de ne se |
que des conceplions trop étroites el des habitudes i
sanles. Cetle considéralion devanl se reproduire fréquer
dans la suite, il est inulile do la développer davantage
moment,

Je dois néanmoins ici, toujours sous le rapport
méthode, insister spécialemenl sur le besoin, pour I
connaitre, non seulement d'éludier philosophiquement
les diverses sciences fondamentales, mais de les étudiers
Pordre encyclopédique établi dans cette legon. Que per
duire de rationnel, 2 moins d’uue extréme supériorité
relle, un esprit qui s'occupe de prime abord de I'étu
phénoménes les plus compliqués, sans avoir préalab
appris & connaitre, par 'examen des phénoménes le
simples ce que c’est qu'une loi, ce que c'est qu'obser
que c’est qu'une conception positive, ce que c’'est méme
raisonnement suivi? Telle est pourtant encore aujourc
marche ordinaire de nos jeunes physiologistes, qui ab
immédiatement 'étude des corps vivanls, sans avoir |
souvent éLé préparés autrement que par une éducatior
minaire réduite a I'étude d'une ou deux langues mo
n'ayant, tout au plus, qu'une connaissance Lrés super
de la physique et de la chimie, connaissance presqu
sous le rapport de la méthode, puisqu’elle n'a pas été o
communément d'une maniére rationnelle, el en park
véritable point de départ de la philosophie nature
congoit combien il importe de réformer un plan d'étude
vicieux. De méme, relalivement aux phénomeénes s«
qui sont encore plus compliqués, ne serait-ce point an
un grand pas vers le retour des sociétés modernes a1
vraiment normal, que d’avoir reconnu la nécessilé logi
ne procéder a I'tlude de ces phénoménes, qu'aprés
dressé successivemenl I'organe intellectuel par I'examé
losophique approfondi de tous les phénoménes antér
On peul méme dire avec précision que cest la toutel
cullé principale. Car il est peu de bons esprits qui n
convaincus aujourd’hui qu'il faut étudier les phén
sociaux d'aprés la méthode positive. Seulement,
s'occupent de celle ¢lude, ne sachant pas el ne pouvt
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yoir exactement en quoi consiste cette méthode,faute de
avoir examinée dans ses applicalions antérieures, celle
axime esl jusqu'd présent demeurée stérile pour la vénova-
n des théories sociales, qui ne sont pas encore sorties de
lal théologique ou de I'élat métaphysique, malgré les efforts
% prélendus réformateurs positifs. Cetle considération sera,
us tard, spécialement développée; je dois ici me borner a
iquer, uniquement pour faire apercevoir toute la portée
eonceplion encyclopédique que j'ai proposée dans celle

| sonl done les quatre points de vue principaunx, sous
s j'ai da m'altacher & faire ressortir 'importance gé-
de la classificalion rationnelle et positive, élablie ci-
ur les sciences fondamentales.

de compléler l'exposilion générale du plan de ce cours,
reste maintenant & considérer une lacune immense et
6, que j'ai laissée & dessein dans ma formule encyclo-
que, el que le lecteur a sans doute déja remarquée. En
nous n'avons point marqué dans nolre sysléme scienti-
le rang de la science mathémaltique.

2 molif de celte omission volonlaire est dans l'importance
ne de celle science, si vasle et si fondamentale. Car la
n prochaine sera enliérement consacrée & la détermina-
exacle de son véritable caractére général, et par suite &
lion précise de son rang encyclopédique. Mais pour ne
laisser incomplet, sous un rapport aussi capital, le grand
pau que j'ai tdché d'esquisser dans cetle legon, je dois
quer ici sommairement, par anlicipation, les résultals
éranx de l'examen que nous entreprendrons dans la lecon
inle.

ns I'élat acluel du développement de nos connaissances
ives, il convient, je crois, de regarder la science mathé-
lique, moins comme une parlie constituante de la philo-
2 paturelle proprement dile, que comme élant, depuis
carles el Newton, la vraie base fondamentale de toule
philosophie, quoique, & parler exactement, elle soit &
i fois I'une el I'autre. Aujourd'hui, en effel, la science mathé-
que esl bien moins importanle par les connaissances
réelles el (rés précieuses néanmoins qui la composent
pent, que comme constiluant I'instrument le plus
que l'esprit humain puisse employer dans la re-
he des lois des phénoménes naturels.



A PHILOSOPHIE POSITIVE

Pour présenler & cet égard une conceplion parfail
nelte et rigoureuscment exacte, nous verrons qu 1l fau
ser la science mathématique en deux grandes sciences
le caractére est essentiellement distinel: la mathém
abstraile ou le caleul, en prenantl ce mot dans sa plus g
exlension, et la mathématique conerele, qui se compose,
parl, de la géométric générale, d'une autre part, de la
nique rationnelle. La parlie concréte esl nécessair
fondée sur la partie abstraite, et devient & son lourl
directe de tounte la philosophie naturelle, en consid
aulanl que possible, lous les phénoménes de l'univers ¢
géométriques ou comme mécaniques.

La partic abslraite est la seule qui soit purement i
mentale, n'élanl aulre chose qu'une immense exlension
rable de la logique nalurelle & un cerlain ordre de dédw
La géométrie el la mécanique doivenl, au conlraire
envisagées comme de vérilables sciences naturelles, fo
ainsi que toules les aulres, sur I'observation, quoiqu
F'extréme simplicilé de leurs phénoménes, elles comp
un degreé infiniment plus parfail de syslémalisalion, qu
quelquefois faire méconnailre le caraclére expérimen
leurs premiers principes. Mais ces deux sciences physiqu
cela de particulier que, dans I'élat présent de Lespril hu
elles sont déja et seront loujours davanlage employéese
méthode, beaucoup plus que comme doctrine directe,

11 est, du resle, évident qu’en placant ainsi la sciene
thématique ala téle de la philosophie positive, nous nefl
qu'élendre davantage l'applicalion de ce méme prind
classificalion, fond¢ sur la dépendance successive desse
en résultal du degré d’absiraclion de leurs phénoméne
peclifs, qui nous a fourni la série encyclopédique, ¢
dans cette lecon. Nous ne faisons maintenant que resli
celle série son véritable premier terme, dont Pimpol
propre exigeail un examen spéeial plus développé. On
en effet, que les phénoménes géométriques et mécan
sonl, de lous, les plus généraux, les plus simples, le§
abstrails, les plus irréductibles, el les plus indépenda
lous les aulres, donl ils sonl, au conlraire, la hase. Oq
coit pareillement que leur élude est un préliminaire
pensable & celle de lous les aulres ordres de phénor
C'est done la science mathémalique qui doit conslill
vérilable poinl de départ de loute &ducation seien?
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fationnelle, soil générale, soil spéciale, ce qui explique I'usage
pniversel qui s'est élabli d('pms h}nglempa A ce sujet, d'une
maniére empirique, quoiqu’il n ‘ail eu primilivement d'autre
ause que la plus grande anciennelé relalive de la science
‘mathémaltique. Je dois me borner en ce moment & une indi-
gation Lrés rapide de ces diverses considérations, qui vonl
Btre 1'objel spécial de la legon suivante,

Noun avons done exactemenl déterminé dans celle lecon,
d'aprés de vaines spéculalions arbitraires, mais en le
ant comme le sujel d'un véritable probléme philo-
hique, le plan rationnel qui doit nous guider constamment
% 'étude de la philosophie posilive. En résultat définitif, la
l.hémal.iquu 'astronomie, la physique, la chimie, la phy-
ogle et la physique sociale; telle est la formule encyclo-
édique qui, parmi le lrés grand nombre de classifications

p comportenl les six sciences fondamenlales, est seule
giguement conforme 4 la hiérarchie naturelle ¢l invariable

phénoménes. Je n'ai pas besoin de rappeler I'importance
de ce résullal, que le lecteur doit se rendre ¢éminemment

milier, pour en faire dans loule 'élendue de ce cours une
lication continuelle.
conséquence finale de celle legon exprimée sous la forme
plus simple, consiste donc dans I'explication el la juslifica-
don du grand tableau synoplique placé au commencement
“de cel ouvrage, el dans la construclion duquel je me suis
efforcé de suivre, aussi rigoureusement que possible, pour
distribution inlérieure de chaque seience fondamentale, le
‘méme principe de classificalion qui vienl de nous fommr la
ie générale des sciences,
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Considérations philosophiques sur l'ensemble de la science
mathématique.

En commencant i enlrer directement en matiére
I'étude philosophique de la premiére des six sciences for
menlales établies dans la lecon précédenle, nous avons
de constaler immédialement I'importance de la philosoj
posilive pour perfectionner le caractére général de cha
science en particulier.

Quoique la science mathématique soit la plus ancienn
la plus parfaite de loutes, I'idée générale gu'on doil s'en!
mer n'est poinl. encore nellement délerminée, La définl
de la science, ses principales divisions, sont demeurées
qu'ici vagues el incertaines. Le nom multiple par lequeI
la désigne habituellement suffirait méme seul pour indig
le défaul d'unilé de son caractére philosophique, tel quil
concu communément,

A la vérilé, c'est seulement au commencemenl du si
dernier que les diverses conceptions fondamentales quic
tiluent celle grande science onl pris chacune assez de df
loppement pour que le véritable esprit de I'ensemble pﬁ!
manifesier clairement. Depuis cetle époque, I'attention
géometres a été Lrop justement et trop exclusivement absot
par le perfectionnement spécial des dillérenles branches
par l'applicalion capitale qu'ils en ont faile aux lois les
importantes de I'univers, pour pouvoir se diriger con
blement sur le systéme général de la science.

Mais aujourd’hui le progrés des spécialilés n'est plusitg
ment rapide qu'il interdise Ja contemplalion de I'ensent
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| mathémaltique (1) est mainlenant assez développée, soit
elle-méme, soit quant & ses applications les plus essen-
28, pour élre parvenue & cetélatde consistance, dans lequel
do;l. g'efforcer de coordonner en un sy@tbmc unique les

ses parties de la science, afin de préparer de nouveaux
s. On peul méme observer que les derniers perfection-
nls capitaux éprouvés par la science mathématique ont
ement préparé celte importante opération philoso-
ue, en imprimanl. & ses principales parties un caractére
ailé qui n'existail pas auparavant; tel est éminemment ol
de loute comparaison 'esprit des travaux de I'immortel
eur de la Théorie des Fonctions el de la Mécanique analy-

Pour se former une juste idéede I'objet de la science mathé-
lique considérée dans son ensemble, on peut d'abord par-
 de la définition vague el insignifiante qu'on en donne ordi-
ment, & défaut de toute autre, en disanl qu'elle esl la
se des grandeurs, ou, ce qui esl plus positif, /a science
'ponr but la mesure des grandeurs Cet apergu sco-
ue a, sans doute, singuliérement besoin d'acquérir
tleprécmon el plus de profondeur. Mais lidée esl
» au fond; elle est méme suffisamment étendue, lors-
on la congoit convenablement. Il importe d’ailleurs, en
e matiére, quand on le peut sapns inconvénient, de
puyer sur des notions généralement admises. Voyons
comment, en partant de cetle grossiére ébauche, on peut
ever & une vérilable définition de la mathémalique, & une
nilion qui soit digne de correspondre A Iimporlance, i
ondue el & la difficulté de la science.

question de mesurer une grandeur ne présenle par elle-
& l'espril d'autre idée que celle de la simple compa-
n immédiate de cetle grandeur avec une aulre grandeur
ble supposée connue, qu'on prend pour unilé entre
celles de la méme espéce. Ainsi quand on se horne a
r les m.llhémauques comme ayanl pour ob_]t*l la mesure
;-grmdcurs on en donne une idée forl imparfaile, car il
méme impossible de voir par la comment il y a lieu, sous
@ rapport, & une science quelgonque, et surtoul 4 une

(1) Jemplolerai souvent celte expression au singulier, comme l'a
pposd Condorcet, afin d'indiquer avee plus d'énecgie 'eésprit dunité
Jequel je congois la sclence.

- L b
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science aussi vaste el aussi profonde qu'est réputée 1%
avec raigson la science mathémalique. Au lien d'un imme
enchainement de travaux rationnels trés prolongés quioffr
A notre aclivité intellectuelle un aliment inépuisable,
science paraitrail seulement consister, d'aprés un tel énot
dans une simple suile de procédés mécaniques, pour obt
directement, & I'aide d’opérations analogues a la super
sition des lignes, les rapports des quanlilés & mesurer a e
par lesquelles on veut les mesurer. Néanmoins, cette dé
tion n'a point réellement d'auire défaut que de n'étre
suffisammenl approfondie. Elle n'induit point en erreur s
véritable but final des mathémathiques ; seulement
présente comme direct un objel qui, presque loujours,
au contraire, forl indirect, et par la, elle ne fait nuller
concevoir la nature de la science.

Pour y parvenir, il faul d'abord considérer un fait gér
Lrés facile & constaler. Clesl que la mesure direcfe d'uneg
deur, par la superposition ou par quelque procédé sembl
est le plus souvent pour nous une opération toul &
impossible: en sorle que si nous n'avions pas d'aulve m
pour déterminer les grandeurs que les comparaisons in
diales, nous serions ohhm‘n de renoncer A la connaissant
la plupart de celles qui nous intéressenl.

On comprendra toute l'exaclitude de celle obserw
générale, en se bornant & considérer spécialement lé
partieulier qui présenle évidemment le plus de fae
celui de la mesure d'une ligne droile par une aulre |
droile. Cette comparaison qui, de Loules celles que
pouvons imaginer, est sans conlredil la plus simple, ne
néanmoins presque jamais étre effecluée immdédiaten
En réfléchissant & 'ensemble des conditions nécessaires
qu'une ligne droite soit susceptible d’'une mesure direel
voil que 10 plus souvent elles ne peuvent poinl étre rem
A la fois, relalivement aux lignes que nous désirons connt
La premiére el la plus grossiere de ces conditions, cel
pouvoir parcourir la ligne d'un bout & l'autre, pour

successivement 'unilé dans loule son élendue, excli
demment déja la brés maj-ure parlie des disiances
intéressenl le plus: d'abord loules les dislances en
dilférenls corps célesles, ou de la terre & quelq__
corps célesle, ot ensuite méme la plupart des disk
terrestres, qui sont st fréquemment inaccessibles,
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o premiére condition se trouve accomplie, i] faut encore
la longueur ne soitni trop grande, ni trop petite, ce qui
‘rendrait encore la mesure direcle également impossible:
. qu'elle soil convenablement siluée, ete. La plus légére circons-
lance, qui abstrailement ne paraitrail devoir introduire
ancune nouvelle difficulté, suffira souvent, dans la réalité,
pour nous inlerdire Loule mesure directe. Ainsi, par exemple,
lo ligne que nous pourrions mesurer exaclemenl avec la
grande facilité, si elle étail horizontale, il suffira de la
voir redressée verticalement pour que la mesure en
¥ienne impossible. En un mot, la mesure immédiate d'une
s droite présenle une telle complication de difficultés,
nd on veut yapporter quelque exaclilude, gue
ique jamais nous ne rencontrons d'autres lignes suscep
e4 (I'étre mesurée directemenl avec précision, du moins
celles d'une certaine grandeur, que des lignes pure-
arlificielles, créées expressément par nous pour com-
er une délermination direcle, el auxquelles nous parve-
18 & rallacher Loules les aulres.
- Ce que je viens d'élablir relativement aux lignes se congoil,
& bien plus forte raison, des surfaces, des volumes, des vi-
legses, des lemps, des forces, ele., el, en général, de loutes
les aulres grandeurs susceplibles d'appréciation exacte, ct
" qui, par leur nature, présentent nécessairemeni beaucoup plus
d'obslacles encore 4 une mesure immédiate. Il esl done inu-
lile de s'y arréler, el nous devons regarder comme suffisam-
ment constatée I'impossibilité de déterminer, en les mesurant
‘direelement, la pluparl des grandeurs que nous désirons
connallre. C'est ce fail général qui nécessite la formation de
I science mathématique, comme nous allons le voir. Car,
‘renongant, dans presque lous les cas, & la mesure immédiale
| grandenrs, 'esprit humain a da chercher a les détermi-
indirectément, et c'esl ainsi qu'il a é1& conduil 2 la créa-
des mathématiques.
- La méthode générale qu'on emploie constamment, la seule
demment qu'on puisse concevoir, pour connailre des
ndeurs qui ne comportent point une mesure directe, con-
@ les raltacher & d’autres qui soienl suscepliibles d'¢lre
erminées immédialemenl, et d'aprés lesquelles on parvient
couvrir les premiéres, au moyen des relations quiexistent
ré les unes el les aulres. Tel est I'objet précis de la science
hématique envisagée dans son ensemble. Pour s’en faire
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une idée suffisamment étendue, il faut considérer que cet
détermination indirecte des grandeurs peul étre indirecte
des degrés forl diffférents. Dans un grand nombre de c¢
qui souvenl sont les plus imporlants, les grandeurs, &
détermination desquelles on raméne la recherche des gra
deurs principales qu'on veul connaitre, ne peuvent poj
elles-mémes élre mesurées immédiatement, el doivent, |
conséquent, A leur tour, devenir le sujel d'une guestion se
blable, el ainsi de suite ; en sorte que, dans beaucoup d'oc
sions, I'espril humain est obligé d'é¢tablir une longue su
d'inlermédiaires enlre lesystémedes grandeurs inconnues
sonl l'objet définitif de cesrecherches, ctle systéme des gr
deurs susceptibles de mesure directe, d’aprés lesquelles
délermine finalement les premitres, el qui ne paraiss
d’abord avoir avec celles-ci ancune liaison.

Quelque exemples vont sulfire pour éclaircir ce que
généralités préecdentes pourraient présenter de trop absir

Considérons, en premier lieu, un phénoméne naturel |
simple qui puisse néanmoins donner liew A une quesl
mathémalique réelle et susceplible d'applications effeclive:
phénoméne de Ia chule verticale des corps pesants.

En observant ce phénomeéne, I'esprit le plus étranger;
conceplions mathématiques reconnail sur-le-champ que
deux quantités qu'il présenle, savoir: la hauteur d'oll
corps est tombé, et le temps de sa chute, sont nécessairen
liées I'une & l'autre, puisqu'clles varienl ensemble, et res
fixes simultanément ; ou, suivant le langage des géomél
qu'elles sonl fonction I'une de l'autre. Le phénoméne,d
sidéré sous ce point de vue, donne dong lieu 4 une ques
mathémalique, qui consiste & suppléer i la mesure direcl
I'une de ces deux grandeurs lorsqu'elle sera impossible,
la mesure de 'autre. C'est ainsi, par exemple, qu'on pa
déterminer indirectement la profondeur d'un précipice, ¢
hornant & mesurer le temps qu'un corps emploierait & tod
jusquau foud ; el, en procédant convenablement, celle)
fondeur inaceessible sera connue avec tout autanl dé
cision que si c¢'était une ligne horizontale placée dans
circonstances les plus favorables 4 une mesure faci
exacle. Dans d'autres occasions, c'est la hauteur d'
corps est tombé qui sera facile A connailre, tandis
temps de la chule ne pourrait point #tre observé directen
alors le méme phénoméne donnera licu & la question in®
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déterminer Je temps d'aprés la hauteur ; comme, par exemple,
i I'on voulail connaltre quelle sera la durée de la chute ver-
ticale d'un corps tombant de la lune sur la terre.

Dans l'exemple précédent, la question mathématique est
forl simple, du moins quand on n'a pas égard a la variation
d'inlensilé de la pesantenr, ni & larésistance du fluide que le
corps traverse dans sa chute. Mais, pour agrandir la ques-
lion, il suffira de considérer le méme phénomeéne dans sa
m grande généralité, en supposant la chule oblique, ct
* tenant comple de toules les circonstances principales. Alors,
~ au lien d'oflrir simplement deux qualités variables lides enlre
~elles par une relation facile & suivre, le phénoméne en pré-
- senlera un plus grand nombre, 'espace parcouru, soit dans

le sens verlical, soit dans le sens horizontal. le temps
employé & le parcourir, la vitesse du corps & chaque point de

~ sa course, el méme l'intensité et la direction de son impul-
- sion primilive, qui pourront aussi élre envisagées comme
~variables, el enfin, dans cerlains cas, pour tenir comple
- de tout, la résistance du milieu el |'énergie de la graviteé,
~ Toules ces diverses quantités seront li¢es entre elles de
lelle sorle que chacune & son tour pourra étre délerminée

~ indireclement d’aprés les autres, ce qui présenlera aulant
de recherches mathématiques distinctes, qu'ily aura de gran-
deurs co-exislanles dans le phénoméne considéré. Ce chan-
ent trés simple dans les conditions physiques d'un pro-

léme pourra faire, comme il arrive en effel pour l'exemple
cilé, qu'une recherche mathématique, primilivement fort
¢élémentaire, se place toul & coup au rang des questions les
plus difficiles, donl la solution compléle et rigoureuse sur-
rlme jusquic présent loules les plus grandes forces de

‘espril humain. _

Prenons un second exemple dans les phénoménes géomé-
Lriques. Qu'il s'agisse de délerminer une distance qui n'est
mmpuhle de mesure direcle ; on la concevra généra-

L comme faisanl partie d'une figure, on d'un systéme
quelconque de lignes, choisi de telle maniére que lous ses
autres éléments puissent étre observés immédialemenl ; par

- exemple, dans le cas le plus simple et auquel Lous les autres
- peuvent se réduire finalement, on considérera la distance
proposée comme appartenant a un triangle, dans lequel on
pourrait déterminer direclement, soit un autre colé el deux
angles, soil deux colés el un seul angle. Dés lors, la connais-
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sance de la disiance cherchée, au lieu d'étre oblenue immé
diatement, sera le résullat d'un travail mathémalique qu
consislera 4 la déduire des ¢léments observés, d'aprés |
relation qui la lic avee eux. Ce travail pourra devenir suc
cessivemenl de plas en plus compliqué, si les élémenls sup
posés connus ne pouvaient, 4 leur lour, comme il arrivel
plus souvent, étre déterminés que d'une maniere indirecte,
l'aide de nouveaux syslémes auxiliaires, donl le nombe
dans les grandes opérations de ce genre, finil par deven
quelquefois trés considérable. La dislance une lois déte
minée, celle seule connaissance suffira fréquemment pot
faire obtenir de nouvelles quantités, qui offriront le sujet ¢
nonvelles queslions mathémaliques, Ainsi, quand on sail
quelle distance est situé un objel, la simple ohservatiol
toujours possible, de son dianmétre apparent, doit éviden
ment permetire de déterminer indirectement, quelqu'ina
cessible qu'il puisse élre, ses dimensions réelles, el, par ur
suite de recherches analogues, sa surface, son volume, st
poids méme, el une foule d'autres proprié¢tés, dont la co
naissance semblait devoir nous élre nécessairement inlerdil
(Vest par de tels lravaux que 'homme a pu parvenir a col
naitre, non seulement les distances des aslres 4 la lerre,t
par suite, enlre eux, mais leur grandeur effective, leur vér
table figure, jusqu'anx inégalilés de leur surface, e, ce q
semble se dérober bien plus encore & nos moyens d'invesl
galion, leurs masses respeclives, leurs densilés moyennes, I
circonslances principales de la chute des corps pesanls a)
surface de chacun d'eux, ele. Par la puissance des Lhéori
mathémaltiques, tous ces divers résultats, et bien d'avtn
encore relatifs aux différenles classes de phénoménes nalt
rels, n'ont exigé définitivement d’antres mesures immédiall
que ecelles d'un trés pelil nombre de lignes droiles, convent
blemenl choisies, el d'un plus grand nombre d'angles. 0
peut méme dire, en {oute rigueur, pour indiquer d'un sel
Lrait la poriée générale de la science, que si ['on ne craign@
pas avee raison de mulliplier sans nécessilé les opératiod
mathémaliques, el si, par conséquent, on ne devail pas le
réserver sculement pour la détermination des quantités gt
ne pourraienl nullement élre mesurées directement, ou d'tl
maniére assez exacle, la connaissance de loules les grandel
susceplibles d'estimation précise que les divers ordres:
phénoménes peuvent nous oflrir serait finalement réduelil
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mesure immédiale d'une ligne droite unique ct d'un
hre d'angles convenable.
ous sommes donc parvenus maintenant & définir avec
titude la science mathémalique, en lui assignant pour
la mesure indirecle des grandeurs, et disant qu'on s'y
opose constammenl de délerminer les grandeurs les unes
les aulres, d'aprés les relalions précises qui exislent entre
Cel énoncé, au lieu de donner seulement l'idée d'un
mme le fonl.jusqum toules les définitions ordinaires,
' mmédlatemenl une vérilable science, et la monire
E mposée d'un immense enchatnement dopé-
M mla elles. qui pourront évidemment devenir Lris
a raison de la suile d'inlermédiaires qu'il
! Hl.bllr entre les quantités inconnues et celles qui
porienl une mesure directe, du nombre des variables
lantes dans la queslion proposée, el de la nature des
ns que fournironl enlre toutes ces diverses grandeurs
phénoménes considérés. D'aprés une telle définilion,
it malhémalique consiste 4 regarder loujours comme
08 entre elles toules les quantités que peul présenler un
noméne ualcnnque, dans la vue de les déduire les unes
aulres, gr, il 'y a pas évidemment de phénoméne qui
puisse donner lieu a des considérations de ce genre; d'alt
alte I'élendue nalurellement indéfinic el méme Ja ugou-
ltmmahlé logique de la science mathémalique : nous
prons plus loin & circonscrire aussi exaclemenl que
e son extension effeclive,
'_ uphcauons précédentes ¢élablissent clairement la jus-
ion du nom employé pour désigner la science que nous
brons, Celle dénomination, qui a pris aujourd'hui une
Om 'idélerminée. signifie simplement par elle-méme la
¢e en général. Une lelle désignalion, rigourcuscment
o pour les Grecs, qui n’avaient pas d'autre science réello,
dlre conservée par les modernes que pour indiquer les
maliques comme la science par excellence. Et, en effet,
définition & laquelle nous venons d'élre Lorulmts, si on en
s la circonslance de la précision des délerminalions,
mlm.chose que la définition de toule véritable science
conque, car chacune n'a-t-elle pas nécessairement pour
de déterminer des phénoménes les uns par les aulres,
prés les relalions qui existenl enlre eux ? Toule science
# dans la coordination des fails : si les diverses obser-
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valions élaienl entierement isolées, il u'y aurait pas de scien
On peut méme dire généralement que la science est essent
lement destinée & dispenser, aulanl que le comportent
divers phénoménes, de toule observation directe, en pern
tant de déduire du plus petit nombre possible de donr
immédiales, le plus grand nombre possible de résult
N’est-ce poinl 14, en effel, I'usage réel, soil dans la spéo
tion, soit dans I'action, des /ois que nous parvenons & dé
vrir entre les phénoménes naturels? La science malhé
tique ne fait, d'aprés cela, que pousser au plus haut de
possible, tanl sous le rapport de la quantité que sous ¢
de la qualilé, sur les sujets véritablement de son ressorl
méme genve de recherches que poursuil, a des degrés )
ou moins inférieurs, chaque science réelle, dans sa spl
respective.

C'est done par I'élude des mathématiques, et sculen
par elle, que T'on peut se faire une idée juste el approfos
de ce que cest qu'nne science. Clest 14 uniguement ¢
doit chercher a connailre avec précision la méthode géné
que lesprit humain emploie constamment dans toules
recherches positives, parce que nulle part ailleurs les ¢
tions ne sont résolues d'une maniére aussi compléte, el
déductions prolongées aussi loin avec une sévérité ri
reuse. (st Ia également que notre entendement a donné
plus grandes preuves de sa foree, parce que les idées qu
considére sonl du plus haut df,gré d’abstraction possibled
Yordre positif. Toute éducation scientifique qui ne commé
point par une telle étude péche done nécessairement pal
base.

Nous avons jusqu'ici envisagé la science mathémaﬁ
seulement dans son ensemble {otal, sans avoir aucun é
4 ses divisions. Nous devons mam[cnant pour compl
celte vue générale el nous former une juste idée du cara
plnlosopluque de la science, considérer sa division [0
mentale. Les divisions secondaires seront examinées d
lecons suivanles,

Celle division principale ne saurait étre vraiment
nelle el dériver de la nalure méme du sujet, quautant gt
se présentera sponlanément, en faisant Panalyse exacted
question malhémalique compléle. Ainsi, aprés avoir d
miné ci-dessus quel est I'objet général des Lravaux malh
liques, caractérisons maintenanl avec précision les (
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res principaux de recherches dont ils se composent
onstamment.

' La solulion compléte de toute question mathématique se
décompose nécessairement en deux parlies, d’'une nature
sllement distincte, et dont la relation estinvariablement
srminée. En effel, nous avons vu que toute recherche
hémalique a pour objet de déterminer des grandeurs in-

nu. d'aprés les relalions qui existent entre elles et des
deurs connues. Or, il faut évidemment d’abord, & cetle
plmnir & connaltre avec précision les relations exis-
§ enlre les quanlilés que l'on considére. Ce premier
de recherches constilue ce que j'appelle la partie con-
de la solulion. Quand elle est terminée, la question
ge de nalure; elle se réduit & une pure question de
. 8, consislant simplement désormais & déterminer des
: inconnus, lorsqu’on sait quelles relations précises

Ml des nombres connus. C'est dans ce second ordre
herches que consiste ce que je nomme la partie abs-
e de la solution. De Ia résulte la division fondamentale
la science mathématique gérérale en deux grandes
mces, la mathémalique abstraite et la mathématique
concréte,

('Mla analyse peul élre observée dans toute question ma-
lhématique eompléle quelque simple ou quelque compli=
ée qu'elle soil. Il suffira, pour la faire bien comprendre,
d'en indiquer un seul exemple.

Haprenanl le phénoméne déja cité de la chule verlicale
un corps pesant, el considérant le cas le plus simple, on
?e pour parvenir 4 déterminer I'une par I'autre la hau-

‘oit le corps est tombé et la durée de sa chute, il faut
mmencer par découvrir la relalion exacle de ces deux
nlités, ou, suivant le langage des géomeétres, "équalion
exisle enlre elles, Avant que celle premiére recherche
L Lerminée, loule lenlalive pour déterminer numériquement
Tlhm' de I'une de ces deux grandeurs par celle de l'autre

it évidemment prématurée, car elle n’aurail aucune base.
"_ suffit pas de savoir vaguement qu'elles dépendent l'une
aulre, ce que tout le monde apergoit sur-le-champ, mais
faut délermmer en quoi consiste celte dépendance; ce
li peul étre forl difficile, et constitue en effet dans le cas
luel, la partie incomparablemcnl. supérieure du probléme.
wéritable espril scientifique est si moderne et encore tel-
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lement rare, que personne peul-élre avanl Galilée n't
seulement remarqué l'accroissement de vitesse qu'épr
un corps dans sa chule, ce qui exclul I'hypothése, ver
quelle notre intelligence, loujours portée involontairel
A supposer dans chaque phénomeéne les fonctions les
simples, sans aucun aulre molil que sa plus grande fac
A les concevoir, serail nalurellement entrainée : la hav
proportionnelle au temps. En un mol, ce premier In
aboutil 4 la découverte de la loi de Galilée, Quand .
partie concréle est lerminée, la recherche devient d'unel
autre nature. Sachant que les espaces parcourus parle ¢
dans chaque seconde successive de sa chule croi
comme la suite des nombres impairs, ¢'est alors une que
purement numérique el abstraite que d'en déduire o
hauteur d'aprés le temps, ou le temps par la hauoteur, o
consistera & lrouver que, d'aprés la loi établie, la pren
de ces deux quantilés est un multiple connu de la sec
puissance de I'aulre, d'oi1 'on devra finalement conelu
valeur de l'une quand celle de 'aulre sera donnée.

Dans cel exemple, la question concréte esl plus dif
que la question abstraile, Ce serail I'inverse, si 'on cons
rait le méme phénomeéne dans sa plus grande généralilé
que je I'ai envisagé plus haul pour un aulre motif. Sui
les cas, ce sera tanlol la premiére, lanlol la seconde de
deux parlies qui conslituera la principale difficulté d
question lotale; la loi mathématique du phénomene pou
¢étre trés simple, mais difficile & oblenir, et, dans d'ay
occasions, facile i découvrir, mais fort compliquée : en§
que les deux grandes seclions de la science mathémaly
quand on les compare en masse, doivent élre regan
comme exactement équivalentes en étendue et en diffiet
aussi bien qu'en imporlance, ainsi que nous le constatel
plus lard en considérant chacune d'elles séparément.

Ces deux parlies, essentiellement distinctes, d'aprés]
plication précédente, par I'objel que I'esprit s'y propose,a
soni pas moins par la nalure des recherches dont elld
composent.

La premiére doil porler le nom de coneréle, car elled
évidemment du genre des phénoménes consicérés, el
varier nécessairement lorsqu'on envisagera de nouy
phénoménes ; tandis que la seconde est complétementi
pendante de la nature des objets examinés, et porle
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| sur les relations numériques qu'ils présentent, ce qui

fuire appeler abstraile. Les mémes relations peuvent
dans un grand nombre de phénoménes différents, qui,
leur extréme diversité, seront envisagés par le géo-

diant isolément, d'étre résolue nne fois pour toutes.
mmple. la méme loi qui régne entre I'espace el
on examine la chute verticale d'un corps
e vide, se relrouve pour d'aulres phénoménes qui
il aucune analogie avec le premier ni entre eux: car
ne lnui la relation entre I'aire d’un corps sphérique
deson diamélre ; elle délermine également le
. I. de I'intensité de In lumiére ou de la chaleur a
y do la distance  des objels éclairés ou échaufiés, ete.
e abslraite; commune 4 ces diverses questions mathé-
, ayant éLé trailée a l'occasion d'une seule d'entre
mm I'étre par cela méme, pour loutes les autres ;
plrhn conerdle devrandécessairement éire reprise
® séparément, sans que la solution de quelques-
issent fournir, sous ce rapport, aucun secours direct
ir celle des suivanles. Il est impossible d'élablir de véri-
‘mélhodes générales qui, par une marche délerminée
ble, assurent, dans lous les cas, la découverle des
exislanles entre les quantilés, relativement & des
¢noménes quelconques: ce sujel ne comporle nécessaire-
ol que des méLhodes spéciales pour telle ou telle classe de
ménes géomélriques, ou mécaniques, ou thermologi-
On peul, au conltraire, de quelque source que pro-
Tu.nhlés considérées, élablir des méthodes uni-
déduire les unes des autres, en supposant
-lel.'lr relalions exactes, La partie abstraile des mathé-
est done de sa nature générale ; la partie concréte,

enlant celte comparaison sous un nouveau point de
dire que la mathémalique coneréte a un carac-
hique essentiellement expérimental, physique,
nénal; landis que celui de la mathémalique abslraile
logique, rationnel. Ce n’esl pas ici le lieu de
mctomnt les procédés qu'emploie I'esprit humain
ouvrir les lois mathématiques des phénoménes. Mais,
Nobservation précise suggere elle-méme la loi, soit,
il arrive plus souvent, qu'elle ne fasse que confirmer
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la loi construite par le raisonnement d'aprés les fails I
communs; toujours est-il cerlain que celle Joi n'est env
comme réelle qu'autlant qu'elle se monlre d’accord av
résullats de I'expérience directe. Ainsi, la partie conct
loute question mathématique est nécessairement fond
la considération du monde extérieur, et ne saurait j
quelle qu'y puisse élre la part du raisonnement, se ré
par une simple suite de combinaisons intellectuell
partie abstraite, au concraire, quand elle a été d’abor
exactement séparée, ne peul consister que dans une 8
déduclions rationnelles plus ou moins prolongées. Car,
a une fois trouvé les équations d’'un phénoméne, la dé
nation des unes par les autres des quanlités qu'ony
dére, quelques difficultés d'ailleurs qu'elle puisse s
offrir, est uniquement du ressort du raisonnement. !
I'intelligence qu'il appartient de déduire de ces équalio
résultats qui y sont évidemment compris, quoique
maniére peut-éire forl implicite, sans qu'il y ait lie
sulter de nouveau le monde extérieur, dont la considé
devenue dés lors élrangére, doil méme étre soigneus
¢carlée pour réduire le travail & sa véritable difficultép

On voit, par cetle comparaison générale, dont je d
borner ici & indiquer les traits principaux, combien e
relle et profonde la division fondamentale établie cid
dans la science mathémalique. |

Pour terminer I'exposition générale de cette division
nous reste plus qu'a circonscrire, aussi exactement qi
puissions le laire dans ce premier apercu, chacune de
grandes sections de la science mathématique.

La mathématique concréte, ayant pour objet de dé
les équalions des phénoménes, semblerait, ¢ priori, dé
composer d'aulant de sciences dislincles qu'il y a dé
gories réellement différentes pour nous parmi les phéng
nalurels. Mais il s’en faut de beaucoup qu'on soit
parvenu a découvrir des lois malhémaliques dans 10
ordres de phénoménes; nous verrons méme tout 4l
que, sous ce rapport, la majeure partie se dérobera I
semblablement Loujours a nos efforts, En réalilé, dans
présent de T'esprit humain, il n’y a direclement qué
grandes catégories générales de phénomenes donl @
naisse constamment les équations; ce sont d’abord les|
ménes géométriques, el ensuile les phénomenes méea
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i, la partie concrite des mathématiques se compose donc
la géomélrie el de la mécanique rationnelle.
Sela suffit, il est vrai, pour lui donner un caraclére com-
L d'universalité logique, quand on considére I'ensemble
. phénoménes du point de vue le plus élevé de la philoso-
e naturelle. En effet, si toutes les parties de Punivers
toonquen comme immobiles, il n'y aurait évidemment
r que des Fhénoménes géomélriques, puisque lout
irail & des relations de forme, de grandeur et de situa-
nt ensuite égard aux mouvements qui s’y exécutent,
& considérer de plus des phénoménes mécanigues.
quant ici, aprés 'avoir suffisamment généralisée, une
on philosophique, due & M. de Blainville, et déja
pour un aulre usage dans la premitre lecon (page 18)
done élablir que, vu sous le rapport statique, I'uni-
présente que des phénoménes géométriques; et, sous
orl dynamique, que des phénoménes mécaniques.
géométrie el la mécanique conslituent, par elles-
les deux sciences naturelles fondamentales, en ce
que tous les effets naturels peuvent élre congus comme
& simples résullats nécessaires, ou des lois de I'élendue, ou
hﬂ du mouvement.
' quoique celte conception soit toujours logiquement
la. lll difficulté est de la spécialiser avec la précision
, el de la suivre exactement dans chacun des cas
ux quu nous ofire I'étude de la nature, c'est-d-dire de
p effectivement chaque question principale de philo-
hie nalurelle, pour tel ordre de phénoménes délerminé,
queslion de géomélrie ou de mécanique, & laquelle on
it rationnellement la supposer ramenée. Cetle trans-
alion, qui exige préalablement de grands progrés dans
s de chaque classe de phénoménes, n'a élé réellement
 jusqu'ici que pour les phénoménes astronomiques,
“une parlie de ceux que considére la physique terrestre
pment dile. C'est ainsi que I'astronomie, I'acoustique,
lique, ele., sonl devenues finalement des appllcatlonb de
i menco ml.hémahque & de certains ordres d'observa-
8 (1). Mais, ces applications n'élant point, par leur nature,

}Je dols faire ici, par anticipation, une mention sommaire de la
- e, b laquelle je consacrerai plus tard une lecon spéciale.
IHorlc mathématique des phénoménes de la chaleur a pris, par
ﬂhoublu travaux de son illustre foudaleur, un tel caractére,

b
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rigourcusement circonscrites, ce serail assigner a la ¢
un domaine indéfini et entibrement vague, que de le
fondre avec clle, comme on le fail dans la division ord
si vicieuse a tant d’aulres égards, des mathématiques e
et appliquées. Nous persisterons done a regarder la

malique coneréle comme uniquement composée del
mélrie et de Ja mécanique.

Ouant a la mathématique abstraite, donl jexamin
division générale dans la le¢con suivanle, sa nature esl
menl et exaclement déterminée. Elle se compose de ce
appelle le caleul, en prenant ce mot dans sa plus
extension, qui embrasse depuis les opéralions numé
les plus simples jusqu'aux plus sublimes combinais
I'analyse transcendante, Le calcul a pour objet pro
résoudre toutes les queslions de nombres. Son pe
départ est, constamment el nécessairement, la connai
de relations précises, c'est-d-dire d'éguations, enb
diverses grandeurs que I'on considére simultanément,
est, au contraire, le terme de la mathématique cor
Quelque compliquées ou quelque indirectes que puisse
d’ailleurs ces relations, le but final de la science du cak
d'en déduire toujours les valeurs des quantités inconnu
celles des quanlités connues. Celle science, bien qut
perfectionnée qu'aucun anlre, est, sans doute, réellema
avancée encore, en sorle que ce bul esl raremenl atteinl

qu'on peut aujourdhui la coneevoir, aprés la géomélric et lf
nique, comme une véritable troisicme section distincle de la]
malique concréle, puisque M. Fourier a élabli, d’'une manibre
rement directe, les équations thermologiques, au lieu de sé)
senter hypolthiétiquemenl les questions comme des application
mécanique, aingi qu'on a tenlé de le faire pour les phéng
électriques, par exemple. Cetle grande découverte, qui, commé
celles qui se rapportent & la méthode, n'est pas encore conve
menl apprécide, mérile singuliérement nolre allenlion; eany
son imporfance immédiate pour U'étude vraiment rationnelig &
tive d'un ordre de phénomeénes aussi universel ct aussi fonda
elle tend 4 relever nog espérances philosophiques, quant & 1'exl
future des applicalions légitimes de Panalyse mathématiqué
que je Vexpliquerai dans le second volume de ce cours, en exd
le caraclére géndral de ecetle nouvelle série de travaux. Je o8
pas hésité dés A présenl & traiter la thermologie, ainsi conguey8
une troisiéme branche principale de la malhémalique conerdld
navais craint de diminuer l'utilité de cet cuvrage en m'tearial
des habitudes ordinaires.
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maniére completement salisfaisante. Mais tel n'en esl pas
moins son vrai caraclére. Pour concevoir nellemenl la véri-
nble nature d'une science, il faut toujours la supposer par-
aife.

Afin de résumer le plus philosophiquemeni possible les
considérations ci-dessus exposées sur la division fondamen-
ale des malhématiques, il importe de remarquer gu’elle n'est
quune applicalion du principe général de eclassification qui
" mous a permis 'élablir, dans la lecon précédente, la hiérar-
~ chie rationnelle des différentes sciences positives.

Si I'on compare, en ellel, d'une part Je caleul, et d'une
antre part la géoméirie el la mécanique, on vérifie, relative:
ment aux idées considérdes dans chacune de ces deux seclions
principales de la mathématique, lous les earacléres essentiels
' de notre mélhode encyclopédigque. Les idées analyliques sont
dvidemmenl & la fois plus abstrailes, plus générales et plus
simples que les idées géomélriques ou mécaniques. Bien que
les conceplions principales de I'analyse malhémalique, envi-
sagées hisloriquement, se soienl formées sous l'influcnee des
considérations de géométrie ou de méeanique, au perfection-
nement desquelles les progrés du calenl sont élroilement Jids,
I'analyse n'en estpasmoins, sous lepoint devue logique, essen-
tiellement indépendante de la géométrie ot de la méecanique,
landis que celles-ci sont, au contraire, nécessairement fondées
sur la premiére.

L'analyse mathémalique est done, d'apres les principes que
- mous avons conslamment suivis jusqu'ici, la véritable base
rationnelle du sysléme entier de nos connaissances positives.
. Elle conslitue la premiére et la plus parfaile de Loules les
sciences [ondamentales. Les idées dont clle s'oceupe sont les
plus universelles, les plus absirailes el les plus simples que
‘nous puissions réellement concevoir. On ne saurait lenter
- daller plus loin, sous ces trois rapporls équivalents, sans
fomber inévilablement dans les réveries mélaphysiques. Car,
quel substractum eflectif pourrail-il rester dans espril pour
- servir do sujet posilif au raisonnement, si on voulail suppri-

mer encore quelque eirconstance dans les nolions des nan-
_ indélerminées, conslantes ou variables, telles que les
gbomélres les emploient aujourd'hui, afin de s'¢lever & un
‘prélendu degré supérieur d'abstraction, comme le eroient les
~onlologistes ?

~ Cella nature propre de l'analyse mathématique permet de
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s'expliquer aisément pourquoi, lorsqu’elle est convenalle
employée, elle nous offre un gi puissant moyen, non seule
pour donner plus de précision & nos connaissances réell
qui est évident de soi-méme, mais surtout pour élabli
coordination infiniment plus parfaite dans I'élude des pl
menes qui comportent cetle complication. Car, les col
tions ayant été généralisées etsimplifiées le plus possible
point qu'une seule question analytique, rézolue abstraite
renferme la solution implicile d'une foule de questions
siques diverses, il doil nécessairement en résuller pourl’
humain une plus grande facililé & apercevoir des rel
entre des phénoménes qui semblaient d'abord entién
isolés les uns des autres, el desquels on est ainsi pary
tirer, pour le considérer 4 part, tout ce qu’ils ont de con
(est ainsi qu'en examinant la marche de nolre intell
dans la solution des questions imporlantes de géomé
de mécanique, nous voyons surgir naturellement, par |
médiaire de 'analyse, les rapprochements les p]uq fréq
el les plus inaltendus entre des problémes qui n'oflraier
mitivemenl aucune liaison apparente, et que nous fini
souvent par envisager comme idenliques. Pourrions-nou
exemple, sans le secours de 'analyse, apercevoir la m¢
analogie entre la délermination de la direction d’unec
4 chacun de ses points, el celle de la vitesse acquisep
corps 4 chaque instanl de son mouvement varié, que
qui, quelque diverses qu'elles soient, n'en font qu'un
yeux du géometre ?

La haute perfection relative de I'analyse mathémd
comparée a foufes les aulres branches de nos connaiss
posilives, se congoil avee la méme facililé, quand on @
saisi son vrai caractére général. Celle perfection ne tied
comme l'ont cru les métaphysiciens, et surloul Cfmd
d’'aprés un examen su perfiuf‘l 4 lanature des signes énﬁ
ment concis el généraux qu'on emploie comme instrul
de raisonnement. Dans celle importante occasion sp
comme dans toules les autres, l'influence des signes
considérablement exagérée, bien qu’elle soil sans doul
rée,lle, ainsi que [’ dwawnl reconnu, avanl Condillac, et
maniére bien plus exacle, la plupart des géomélre
réalilé, toutes les graundes conceplions analytiques ont
mées sans que les signes algébriques fussent d’aucun
essentiel, autrement que pour les exploiler aprés que
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les avait oblenues. La perfection supérieure de la science du
galcul tient principalement & Vextréme simplicilé des idées
‘elle considére, par quelques signes qu'elles soient expri-
s: en sorle qu'il n'y a pas le moindre espoir, & l'aide
ucun arlifice quelconque du langage scienlifique, méme
le supposant possible, de perfectionner au méme degré
s théories qui, porlant sur des notions plus complexes, sont
cessairement condamnées, par leur nature, & une infério-
& logique plus ou moins grande suivant la classe corres-
pondanle de phénoménes.
- L'examen que nous avons tenté de faire, dans cette legon,
caractére philosophique de la science mathémalique,
prail incomplet, si, aprés I'avoir envisagée dans son objet
el dans sa composition, nous n'indiquions pas quelgues con-
ralions générales direclement relatives a I'étendue réelle
~domaine.
cel effel, il est indispensable de reconnaitre avant tout,
se [aire une juste idée de la véritable nature des mathé-
ges, que, sous le point de vue purement logique, cette
ce esl, par elle-méme, nécessairement el rigourcusement
erselle. Car il n'y a pas de question quelconque qui ne
se finalement étre congue comme consistanl & délerminer
quanlités lesunes par lesautres d'apres certaines relalions,
par conséquent, comme réductible, en derniére analyse, a
simple question de nombres. On le comprendra si l'on
que effeclivement que, dans loutes nos recherches, i
ue ordre de phénoménes qu'elles se rapporleut, nous
définilivement en vue d'arriver 4 des nombres, & des
Quoique nous n'y parvenions le plus souvent que d’une
re forl grossiére el d'aprés des méthodes Lres incer-
il n'en esl pas moins évident que tel est le lerme réel
 nos problémes quelconques. Ainsi, pour prendre un
 dans la classe 36 phénoménes la moins accessible &
il mathématique, les phénoménes des corps vivants,
méme, pour plus de complicalion, dans le cas
n'est-il pas manifeste que loutes les questions
que peuvenl étre envisagées comme consistant
per les quantilés de lous les divers modificaleurs de
» qui doivent agir sur lui pour le ramener & I'étal
, en admetlanl, suivant l'usage des géomélres, les
6S, | lives ou méme contradicloires, pour
gem quantilés dans certains cas ? Sans doule,
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une telle maniére de se représenter la queslion ne peul
en effet réellement suivie, comme nous allons le voir, |
les phénomeénes les plus complexes, parce qu’elle nous
senle dans l'application des difficnltés insurmontables;)
quand il s'agit de concevoir abstraitement toule la porté
tellecluelle d’une science, il importe de lui supposer I'er
sion totale dont elle esl logiquement susceptible.

On objecterail vainemenl conlre une telle conceplic
division générale des idées humaines selon les deux catég
de Kant, de la quanlité, et de la qualité, dont la pren
scule constituerail le domaine exclusil’ de la science m
matique. Le développement méme de cetle science a m¢
posilivement depuis longtemps le peu de réalité de cetle st
ficielle dislinclion mélaphysique. Car la conception fo
mentale de Descartes sur la relalion du concretl & I'abs
en mathématiques a pronvé que loules les idées de qu
étaient réduclibles a des idées de quantité. Cette concep
établie d'abord par son immortel auleur, pourles phénom
géométriques seulement, a été ensuite effectivement éte
par ses successeurs aux phénoménes mécaniques; el
vienl de I'étre de nos jours aux phénoménes thermologig
En résullat de celle généralisation graduelle, il n'y
maintenant de gcomvtws qui ne la conmdél ent, dans un
purement théorique, comme pouvant s appllqur_'l' a toute!
idées réelles quelconques, en sorte que tout phénomént
logiquemenl susce ptible d’étre représenté par une équa
aussi bien qu'une courbe ou un mouvement, saul Ja diff
de la trouver, el celle de la résoudre, qui peuvent étre ef
souvent supérieures aux plus grandes forces de I
humain.

Mais si, pour se former une idée convenable de la s
mathémathue il importe de la concevoir comme étant
sairemenl doude par sa nature d'une rigoureuse un:ver&
logique, il n'est pas moins indispensable de considérer
tenant les grandes limilalions réelles qui, vu la faibl
notre mtelhgen(,E. rélrécissent singuliérement son dof
effectif, & mesure que les phenmm nes se cumphqucn!

spécialisant.

Toule question peul sans doute, ainsi que nous ven
le voir, étre congue comme réductible & une pure quasl
nombres. Mais la difficulté de la traiter réellement
point de vue, c'est-A-dire d’effeclner une telle lrgnsform
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:grp.nde, dans les dwerscs parties essenliclles
Ti'ie nalumlle que lon considére des phéno-
5 comphgués en sorle que, saul pour les phéna’
5 les p}us snmples ol les plus généraux, elle devient
insurmontable.
 le sentira aisément, si 1'on considére que, pour faire
r une question dans le domaine de I amlyqe mathéma-
il faut d'abord étre parvenu & découvrir des relations
B enlre les quanlités co-existanles dansle phénoméne
4 étnbhqsemcnl.de ces équations des phénoménes étant
’ 'de déparl nécessaire de tous les travaux analyliques.
1 ﬁoll. 8lre éwdemmenl d'autant plus difficile qu'il
ae phénoménes plus particuliers, el par suite plus
. En pxnmmaut sous ce point de vue les diverses
fondunenlales de% ph(‘nomt‘nm nalurels élablis
'lqgon précédenle on trouvera que, loul bien consi-
bf.lgmgul au plus pour les trois premicres, compre-
{ ﬁy«l ique. inorganique, qu'on peut ]étrllmu,m(-nt
¢ un Jonr ce haul degré de pufe: Lion scien-
nl ‘du moins qu 'une telle limite peut élre posée
‘Comme je dois plus tard traiter spécialement
: on arrapporl.a chaque science fondamentale,
L'indiquer ici de Ta maniére la plus générale.
eondlhon pour que des phr-noménc« com-
0is maLhémaquues susceplibles d'élre décou-
évidemment que les diverses guanlités qu'ils
ssenldoqner lieu & des nombres fixes. On, en
l.,i cel. égard, les deux grandes sections princi-
hle naturelle, on voit que la physique
‘ I.oul entidre, et probablemenl aussi les parties Jes
i pliquées de lalg_ ysique inorganique, sonl nécessai-
inaccessibles, leur nature, & notre analyse mathé-
'en"'rerln r.le Textréme variabilité numérique des
eormpon_t_lgg_l.s Toute idée précise de nombres
ement déplacée dans les phénoménes des
and on veut lemp]ovcr autrement que
: déeou!ager I'atlenlion, et qu'on allache quel-
ortance aux relations exactes 'des vale s assignées,
mpport, les réflexions de Bichat, sur l'abus de I'es-
' natique en physiologie, sont parfaitement justes;
elles aberrations a conduit célte maniére vicieuse
br les corps vivants.
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Les différenles propriétés des corps bruls, surtout les|
générales, se présentent dans chacun d'eux avec des de
presque invariables, ou du moins elles n’éprouvent que
variations simples, séparées par de longs intervalles d'uni
mité, et qu'il est possible, en conséquence, d’assujettir 4
lois précises el réguliéres. Ainsi, les qualités physiques |
corps inorganique, principalement quand il estsolide, safor
¢a consislance, sa pesanleur spécifique, son élaslicité,
présentent, pour un temps considérable, une fixité numér
remarquable, qui permet de les considérer réellement et
lement sous un poinl de vué mathématique. On sail qu'il
esl déja plus ainsi & beaucoup prés pour les phénom
chimiques que présentent les mémes corps, ¢t qui,
compliqués, dépendant d'un bien plus grand nombre de
constances, présentent des variations plus élendues,
fréquentes, el par suile plus irrégulitres, Aussi, da
quelques considérations déja indiquées dans la prex
lecon (page 25) el qui seront spécialement développées
le troisi¢me volume de ce cours, on ne peual pas sculen
assuver aujourd’hui, d'une maniére générale, qu'il y ait
a concevoir des nombres fixes en chimie, méme sous e
port le plus simple, quant aux proportions relatives
corps dans leurs combinaisons, ce qui montre claires
combien un lel ordre de phénoménes est encore loin de¢
porter de véritables lois mathématiques. Admettons-en n
moins, pour ce cas, la possibilité et méme la probabililé
tures, afin de ne pas rendre trop minutieuse la discussio
la limite générale qu'il s’agit d’élablir ici par rapport &/
tension, effectivement possible, du domaine réel de I'ana
mathématique. 1l 0’y aura plus le moindre doule aussitdl
nous passerons aux phénoménes que présentent les co
considérés dans cet étal d’agitation intestine continuelle
leurs molécules, qui constitue essenticllement ce qued
nommons la vie, envisagée de la maniére la plus génd
dans V'ensemble des étres qui nous la manifestent. En ¢
un caraclére éminemment propre aux phénoménes phys
giques, el que leur étude plus exacte rend maintenant
sensible de jour en jour, ¢’est I'extréme instabilité num
qu'ils présentent, sous quelque aspect qu'on les exami
que nous verrons plus tard, quand 'ordre naturel des
tiéres nous y conduira, élre une conséquence nécessal
la définition méme des corps vivanls, Quant & prése
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‘de noler celte observation incontestable, vérifiée par
les faits que chaque propriété quelconque d’un corps
56, soil géométrlque soil mécanique, soil chimique,
vitale, est assujeltie, dans sa quanlilé, & d'immenses
ialions numériques tout a fail irrégulitres, qui se suceé-

l.lmx intervalles les plus rapprochés sous I'influence d’une
oule de circonslances, tant extérieures qu'intérieures, va-
les elles-mémes ; en sorle que toute idée de nombres
s, el, par suite, de lois mathémalhiques, que nous puis-
8 espérer d’oblenir, implique réellement contradiction
¢ la nalure spéciale de cetle classe de phénoménes. Ainsi,
I on veul évaluer avec précision méme uniquement les
Lés les plus simples d'un éire vivant, par exemple sa den-
lﬁoyenne. ou celle de l'une de ses principales parties
pnles, la lempérature, la vitesse de sa circulation inté-
ll'proporllon des ¢léments immédials qui composent
des ou ses fluides, la quantité doxygéne qu'il con-
en un lemps donné, la masse de ses absorptions, ou
exhalations continuelles, elc., et, a plus forle raison,
@ de ses forces musculaires, I intensité de sos impres-
elc., il ne faul pas seulemenl, ce qui est évident, faire,
clucuu de ses résultals, autant d’observalions qu'il y a
bees ou de races el de variélés dans chaque espéce;
doil encore mesurer le changemenl lrés considérable
u'éprouve cetle quantité en passant d'un individu 4 un aufre,
ok, quant au méme individu, suivanl son dge, son élat de
& ou de maladie, sa disposition intérieure, les circons-
s de toul genre incessamment mobiles sous l'influence
jelles il se trouve placé, telles que la conslilution atmos-
que, ete. Que peuvent donc signifier ces prétendues
uations numériques si soigneusement enregisirées pour
divers phénoménes physiologiques ou méme patholo-
, ot déduiles, dans le cas le plus favorable, d'une seule
réelle, lomqu il en faudrait une multitude? Elles ne
qu'induire en erreur sur la vraie marche des phé-

pes, el ne doivent élre appliquées ralionnellement
 comme un moyen pour ainsi dire mnémonique de fixer
o idées. Dans tous les cas, il y a évidemment impossi-
ité lolale d'oblenir jamais de véritables lois malhémati-
en est encore plus fortement de méme pour les
pes sociaux, qui offrent une complication encore
p, ol, par suite, une variabilité plus grande, comme
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nous I'élablivons spécialement dans le qualriéme volume
ce cours.

Ce n'est pas néanmoing qu'on doive cesser, d'apreés cela
concevoir, en Lhése philosophique générale, les phénomeé
de lous les ordres comme nécessairement soumis par ¢
mémes & des lois matlhémaliques, que nous sommes seulen
condamnés & ignorer toujours dans la plupart des ca
cause de la trop grande complication des phénoménes. Il
a en elfel aucune raison de penser que, sous ce rapporl,
phénoménes les plus complexes des corps vivanls so
essentiellement d’une aulre nature spéeiale que les ph
menes les plus simples des corps bruts. Car, <7l élail poss
d'isoler rigoureusement chacune des causes simples qui{
courent & produire un méme phénoméne physiologique,’
porle & croire qu'elle se montrerail douée, dans des cirg
lances délerminées, d'un genre d'influence el d'une quar
d'action aussi exaclement fixes que nous le voyons dan
gravilation universelle, vérilable type des lois fondament
de la nalure. Ce qui engendre la variabililé irvéguliere
effets, c'esl le grand nombre d'agents divers délerminant
fois un méme phénoméne, el [lou il résulle que, dang
phénoménes Irés compliqués, il n'y a peul-élre pas deux
rigonreusement semblables. Nous n'avons pas besoin, [1
trouver une Lelle difficulté, d'aller jusquaux phénoménes
corps vivanls. Elle se présente déjd dans ceux des o
bruts, quand nous considérons les cas les plus comples
par exemple, en ¢étudiant les phénomeénes nwl{*om]oglql
On ne peut douter que chacnn des nombreux agents quig
courent A la produclion de ces phénomines ne soient sod
séparément & des lois mathémaliques, quoigue nous ignorl
encore la plupart d’entre elles ; mais leur multiplicité rend
effels observés aussi ir régixhuunent variables que si chi
cause n'¢lail assujellie & aucune condilion précise.

La eonsidération précédenle conduil d apercevoir un s
molif dislinel en vertu duquel il nous est nécessairel
interdil, vu la faiblesse de notre intelligence, de faire real
I'étude des phénoménes les plus compliqués dans le don 04
des applications de I'analyse malhémalique, En effel, dn
pendamment de ce que, dans les phénoménes les p]usj |
ciaux, les résullats effectifs sont tellemenl variables quel
ne pouvons pas méme y saisir des valeurs fixes, il suif ¢
complication des cas que, qunand méme nous pourrions
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un jout la loi mathémalique a laquelle est soumis
igent pi_ﬂh part, la combinaison d'un aussi grand
¢ condilions rendrail le probléme mathématique
espondant fellement supéricur a nos faibles moyens que
queslion reslerail le plus souvent insoluble. Ce n'est done
ainsi qu'on peul faire une élude réelle el féconde de la
eure partie des phénoménes naturels,
r apprécier aussi exactement que possible cetle diffi-
considérons & quel point se compliquent les questions
jalhémaliques, méme relalivement aux phénoménes les plus
ples des corps bruls, quand on venl rapprocher suffisam-
L I'élat abstrait de I'étal concret, en ayani égard a loules
5 .epnd.ilibns principales qui peuvent exercer sur effel pro-
une influence véritable. On cail, par exemple, que le
pne trés simple de I'écoulement d'un fluide, en verlu
seule pesanteur, par un orifice donné, n'a pas jusqu'a
de solution mathémalique compléte, quand on veul
eoglpf.a de loules les circonstances esseniielles, 11 en esl
ainsi, méme pour le mouvement encore plus simple
projectile solide dans un milieu résistant.
juoi l'analyse mathémalique a-l-clle pu s'adapter,
86 un succés si admirable, a I'élude approfondie des phé-
nes célestes ? Parce qu'ils sonl, malgré les apparences
res, beaucoup plus simples que lous les autres, Le pro-
10 le plus compliqué qu'ils présentent, celui de la modi-
on que produil, dans le mouvement de deux corps ten-
L I'un vers I'autre en vertu de leur gravitalion, linfluence
un lroisiéme corps agissanl sur tous deux de la méme
iére, esk bien moins composé que le probléme terrestre
us simple. EL, néanmoins, il offre déja une telle diffi-
&, __iiil_a nous n'en possédons encore que des solulions
roximalives, Il est méme aisé de voir, en examinant ce
plus profondément, que la haute perfeclion & laquelle a
u &'élever l'aslronomie solaire par 'emploi de la science
malique esl encore essentiellement due  ce que nous
profilé avec adresse de toules les facilités particulieres,
el, pour ainsi dire, accidentelles, qu'oflrail pour la solution
roblémes, la conslitulion spéciale, trés favorable sous
porl, de nolre systéme planétaire, En effet, les planétes
i compose gont assez peu nombreuses, mais surlout
nl, en géném]. de masses forl inégales ¢t bien
Ires que celles du soleil, ct de plus forl éloignées les
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unes des aulres ; elles ont des [ormes presque sphérig
lenrs orbiles sonl presque circulaires, et présentenl de faj
inelinaisons mutuelles, ete. 11 résulle de cet ensemble de
conslances que les perturbations sont le plus souvent
considérables, et que pour les calculer il suffil ordinairer
de tenir compte, concurrernment avec 'action du solelil
chaque planéle en particulier, de I'influence d'une seule a
plancle, susceptible, par sa grosseur cl sa proximité
déterminer des dérangements zensibles. Mais si, au lieu
tel élat de choses, nolre systéme solaire edit été composé
plus grand nombre de planétes concentrées dans un moi
espace, et & peu prés égales en masse ; sileurs orbites avy
offert. des inclinaisons fort différentes, et des excentri
considérables; si ces corps eussent été d'une forme
compliquée, par cxemple, des ellipsoides {rés excer
ques, elc. ; il est certain qu'en supposant la méme loi
de gravilalion, nous ne serions pas encore parvenus i
mellre I'étude des phénomenes célesles & notre ana
mathémalique, el probablemenl nous n’eussions pas mi
pu déméler jusqu'a présent la loi principale.

Ces conditions hypolhéliques se trouveraient précisén
réalisées au plus haut degré dans les phénomeénes chimig
si 'on voulail les calculer d'aprés la théorie de la gravits!
générale.

En pesanl convenablement les diverses considéral
qui précédent, on sera convaincu, je crois, qu'en rédul
aux diverses parties de la physique inorganique 'exten:
future des grandes applications réellement possibles
I'analyse mathématique, j'ai bien plutot exagéré que rélr
I'étendue de son domaine cffectif. Autant il imporlai
rendre sensible la rigoureuse universalilélogique de la scitt
mathématique, autant je devais signaler les condilions |
limilent pour nous son extension réelle, afin de ne pas ¢
tribuer & écarter 'esprit humain de la véritable direch
scientifique dans I'étude des phénomeénes Jes plus con)
qués, par la recherche chimérique d'une perfection imj
sible.

Ainsi, tout en s'efforcant d'agrandir autant qu’on le poun
le domaine réel des mathématiques, on doit reconnaitre g
les sciences les plus difficiles sonl destinées, par leur nalt
a rester indéfiniment dans cet état préliminaire qui prép
pour les autres I'époque ot elles deviennent accessibles 8%
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théories mathématiques. Nous devons, pour les phénomeénes
os plus compliqués, nous contenter d’analyser avec exacti-
unde les circonstances de leur production, de les rattacher les
uns aux autres d’'une maniére générale, de connailre le genre
d'influence qu'exerce chaque agent principal, cle.; mais sans
es éludier sous le point de vue de la quantité, et par consé-
quenl sans espoir d'introduire dans les sciences correspon-
dantes, ce haut degré de perfection que procure, quant aux
bnoménes les plus simples, un usage convenable de la
mathémalique, soil sous le rapport dela précision de nos con-
issances, soil, ce qui est peut-élre encore plus remarquable,
ns le rapporl de leur coordination.
(est par les mathématiques que la philosophie positive a
mmencé & se former : c'est d'elles que nous vient la méthode.
it donc naturellement inévitable que, lorsque la méme
8 de procéder a di s'élendre & chacune des aulres
es fondamentales, on s'effor¢al d'y introduire I'esprit
maligue & un plus haut degré que ne le comportaient
hénoménes correspondants; ce qui a donné lieu ensui's
lravaux d'épuration plus ou moins étendus, comme
.de Berthollel sur la chimie, pour se dégager de cetle
uence exa?'érée. Mais chaque science, en se développant,
fait subir i la méthode posilive générale des modifications
délerminées par les phénoménes qui lui sont propres, d'oll
le son génie spécial; c'est seulement alors qu'elle a pris
‘véritable caractére définitif, qui ne doit jamais étre
du avee celui d'aucune autre science fondamentale.
‘ant exposé, dans cette lecon, le bul essentiel el la com-
n principale de la science mathématique, ainsi que ses
ons générales avec I'ensemble de la philosophie natu-
son caraclére philosophique se trouve déterminé, autant
puisse l'élre par un tel apercu. Nous devons passer
ant & I'examen spéeial de chacune des trois grandes
dont elle esk composée, le calcul, la géométrie et la



QUATRIEME LECON
Vue générale de 1'analyse mathématique.

Dans le développement hislorique de la science mall
tique depuis Descarles, les progres de la parlie abstrail
presque Loujours ¢1é délerminés par ceux de la partie
créte. Mais il n'en esl pas moins nécessaire, pour con
la science d'unc maniére vraimenl ralionnelle, de cons
le caleul dans Loules ses Dranches principales avant de
céder aI'étude philosophique de la géoméirie et la mécat
Les théories analyliques, plus simples el plus générale
celles de la malthématijue concréte, en sonl, par elles-m
essenliellement indépendanles; tandis que celles-ci
conltraire, de leur nature, un besoin continuel des pren
sans le secours desquelles elles ne pourraient faire p
aucun progrés. Quoique les principales conceplions def
lyse conservenl encore aujourd’hui quelques traces i
sibles de leur origine géomdéirique ou mécanique
sonl maintenant néanmoins essentiellement dégagées:
caraclére primilif, qui ne se manifeste plus guére qué
quelques points secondaires ; en sorle que, tlepms les Ip
de Lagrange surtoul, il esl possible, dans une exp :
dogmalique, de les présenter d’une maniére pure
abstraile, en un systéme unique el conlinu. Clesl ce
vais entreprendre dans celle lecon et dans les cing Sujve
en me bornant, comme il convienl & la nature de ce @
aux considérations les plus générales sur chaque b
principale de la science du caleul. .

Le but définitif de nos recherches dans la mathémé
concréte élant la découverte des équations, qui exph
les lois mathématiques des pliénomeénes considérés
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Jions conslituant le principal point de départ du caleul,
ol l'objet est d'en déduire la détermination des quantitésles
i68 par les aulres, je crois indispensable, avant d'aller plus
), d'approfondir, plus qu'on a coulume de le faire, celte
fondamentale d’équation, sujet conlinuel, soil comme
p,80il comme origine, de tous les travaux mathématiques.
s 'avantage de mieux circonserire le véritable champ de
se, il én résullera nécessairemenl cetle importanie
uence, de lracer d'une maniére plus exacle la ligne
de démarcalion enlre la parlic concréle el la parlie
te des mathémaliques, cé qui complétera 'exposition
le de la division fondaménlale établie dans la legon
ente.
forme ordinairemenl une idée heaucoup lrop vague
‘ésL qu'une équalion, lorsqu'on donne ce nom &
de relation d’égalité entre deux fonelions quel-
grandeurs que l'on considére. Car, =i loule
il évidemment une relation d'égalité, il s’en faut
ip que, réaiproquement, toule relalion d'égalilé
wvérilable dqualion, du genre de celles auxquelles,
nalure, les méthodes analytiques sont applicables.
aul de précision dans la considération logique d'une
bl aussi fondamentale en mathématiques entraine le grave
avénienl de rendre & peu prés inexplicable, en thése
, la difficulté immense et capilale que nous éprouvons
¢ la relation du concret & I'abstrait, et qu’on fait com-
penl ressorlir avec lant de raison pour chaque grande
mathémalique prise & parl. Si le sens du mol €qua-
vraiment aussi élendu qu'on le suppose habituelle-
o définissant, on ne voit point, en effet, de quelle
difficullé pourrait élre réellement, en général, I'éla-
ol des équations d'un probléme quelconque. Car
L dtrail consister ainsi en une simple question de
e, qui ne devrail pas méme exiger jamais de grands
5 In;ﬂ?e:lu@ls. allendu que nous ne pouvons guére con-
ir de relation précise qui ne soit pas immédiatement une
ne relation d'égalilé, ou qui ne puisse y élre promple-
| ramenée par quelques transformalions trés faciles.
en admellani, en général, dans la définition des
s, loute espéce de fonctions, on ne rend nullement
‘extréme difficulté qu'on éprouve le plus souvent
in probléme en équation, el qui est si fréquemmerit
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comparable aux efforts qu'exige I'élaboration analyliqu
I'équation umne fois oblenue. En un mot, I'idée abstrail
générale qu'on donne del'¢quation ne correspond aucunen
au sens réel que les géometres atlachent & cette expres
dans le développement effeclif de la scienee. [l ya laun
logique, un défaut de corrélation, qu'il importe beaucoy
rectifier.

Pour y parvenir, je dislingue d'abord deux sories de |
tions : les fonclions abstrailes, analyliques, el les fond
concréles. Les premiéres peuvenl seules entrer dans les)
tables équalions, en sorte qu'on pourra désormais dif
d'une maniére exacte et suffisamment approfondie, |
équation : une relation d'égalité entre deux fonclions
{raites des grandeurs considérées. Afin de n'avoir plus arg
sur cette définition fondamentale, je dois ajouter ici, ca
un complément indispensable sans lequel l'idée ne serail|
assez g¢nérale, que ces fonctions abstraites peuvent s¢
porter non seulement aux grandeurs que le probléme
sente en effel de lui-méme, mais aussi & toutes les
grandeurs auxiliaires qui s'y rattachent, el qn'onpti
souvent inlroduire, simplement par artifice mathémali
dans la seule vue de faciliter la découverte des équations
phénomeénes. Je ne fais ici, dans celte explication,
prunter sommairement par anlicipation, le résullal ¢
discussion générale de la plus haute importance, qi
trouvera & la fin de celle lecon. Revenons maintenan
distinction essenticlle des fonclions en abstraites el
crites,

Cette distinction peut &tre établie par deux voies essl
lement différentes, complémentaires I'une de lautre : épf
et a posteriori : ¢'est-d-dire, en caractérisant d'une mal
générale la nature propre de chaque espéce de fonction
ensuite en faisant, ce qui est possible, I'énumération effel
de toutes les fonctions abstrailes aujourd’hui eonnués
moins (quant aux éléments dont elles se composent.

A priori, les fonetions que jappelle absiraiies sonl cell
expriment entre des grandeurs un mode de dépendance(
peul concevoir uniquement enire nombres, sans quil
besoin d'indiquer aucun phénoméne quelconque oit
trouve réalisé. Je nomme, au contraire, fonclions conds
celles pour lesquelles le mode de dépendance exprim
peut &tre défini ni congu qu'en assignant un cas phvé
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déterminé, géométrique, mécanique,ou de loute autre nalure,
dans lequel il ait effeclivement licu,

La plupart des fonctions, & leur origine, celles mémes qui
sonl aujourd'hui le plus purement absiraifes, ont commencé
par élre concréles ; en sorte qu'il est aisé de faire comprendre
la distinction précédente, en se bornant a ciler les divers
points de vue suceessifs sous lesquels, & mesure que la science
gest formée, les géométres ont considéré les fonctions
malytiques les plus simples. J'indiquerai pour exemple les
puissances, devenues en général fonclions abstrailes, depuis
seulement les travaux de Viele et de Descarles. Ces fonetions
2%, &, qui, dans nolre analyse actuelle, sont si bien congues
comme simplement abstraifes, n'élaient, pour les géoméeires
de I'antiquité, que des fonctions enlicrement coneréles, expri-
mant la relation de la superficie d'un carré ou du volume d'un
enbe & la longueur de leur c¢dté. Elles avaient si exelusive-
ment & leurs yeux un lel caractére, que c’est sculemenl
d'apres leur définition géomélrique qu'ils avaienl découverl
les propriéiés algébriques élémentaires de ces fonclions, rela-
livement & la décomposition de la variable en deux parties,
propriélés qui n’étaient, a celte époque, que de vrais théo-
rfmes de géomélrie, auxquels on n'a atlaché que beaucoup
plus tard un sens numérique.

Jaurai encore occasion de ciler toul & I'heure, pour un
aulre molif, un nouvel exemple trés propre & faire bien sentir
ladistinction fondamentale que je viens d'exposer ; ¢'est celui
des fonctions circulaires, soil direcles, soil inverses, qui sont
encore aujourd'hui tanldl concreéles, tantot abstraites, selon le
point de vue sous lequel on les envisage.

Considérant maintenant, @ posteriori, celle division des
fonctions, aprés aveir établi le caractére général qui rend une
fonetion abstraite ou coneréle, la question de savoir si lelle
fonclion déterminée est véritablement abslraite, el par la,
susceplible d’entrer dans de vraies équations analyliques, va
devenir une simple question de fait, puisque nous allons énu-
mérer loutes les fonclions de cette espéce.

Au premier abord, celte énumération semble impossible,
les fonclions analyliques distincies étant évidemment en
nombre infini. Mais en les partageant en simples et composées
la difficulté disparait. Car si le nombre des diverses fonclions
considérées dans l'analyse mathémalique esl réellement infini,
elles sont, au conlraire, méme auvjourd'hui, composées d'un

-
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fort petit nombre de fonelions élémentaires, qu’on peu|
ment assigner, et gui suffisent évidemment pour décid
caraclére abstrail ou concrel de telle fonction déterminé
sera de ['une ou de I'aulre nature, selon qu’elle se comp
exclusivement de ces fonclions abstraites simples, ou g
en comprendra d'anlres. Voici le lablean de ces ¢lément
damentaux de toules nos combinaisons analyliques,
"élal présent de la science. On ne doit, évidemment,
dérer, & cel effet, que les fonclions d'une seule variable;
relatives & plusieurs variables indépendantes élant cor
ment, parleur nature, plus ou moins composées.

Soil 2 la variable indépendante, y la variable co-ni
qui en dépend. Les dilférents modes simples de déper
abslraile que nous pouvons maintenant concevoir enf
x, sonl exprimés par les dix formules élémentaires suiy
dans lesquelles chaque foneclion est accouplée avee s
verse, ¢'est-d-dire avec celle qui aurail lieu, d'aprés la
tion directe, si on y rapporlail @ & gy, au lieu de rag
yax: '

i conisie bd°y—=a—+ax . . . fonction somme,
gl | 2 y—a—z . . . fonction différence,
E "y =axr . . . . fonction produil,
= 18 P, . .
ane couple ) !}: . . . . fonclion quolient,
L}

’ 1vgp=— x' . . . . Tonclion puissance,
3me couple o py sneti '
y=\x. . . . fonction rucine,

Ame o s . .
ime couple 2y=1Ir. . . . fonction logarithmi

y—=sinx . . . lonclion eirculaire
2 y = arc (sin =). fonction circulairel

~

3 1y =« . . . . fonclion exponenlic
ome couple (1) 3

(1) Dans la vue daugmenter autant que possible Tes ressol
I'étendue si insulfisanle de analyse mathématique, les
complent ce dernicr couple de fonctions parmi les élémen
tiques. Quoique celte inseription =oit strictement légitime, |
de remarquer que les fonetiong circulaires ne sonl pas exd
dans le mcéme cas que les auires fonclions abstrailes élém
Il y a enbre elles celte différence fort essentielle, que Jes fong
quatre premicrs couples sonl vraiment simples et absimile




6;nenl.s trds peu nombreux qui composent
es les fonclions abslrmles aujourd'hui con-
: geu multipliés qu'ils soient, ils suffisent ¢vi-
onner lieu & un nombre toul & fail infini de
s apalyliques.
cune eonmdérauon rationnelle ne circonscrit rigouren-
enl @ priori le tableau précédent, qui n'est que T'expres-
pﬁmli\'a de I'élat acluel de la science. Nos éléments
liques sonl aujourd’hui plus nombreux qu'ils ne I'étaient
tes, el méme pour Newton et Leibnitz ; il y a toul
unnéela que les deux derniers couples onl 61¢ intro-
: ianalyse par les travaux de Jean Bernouilli et
Sunldoule on en admellra de nouveaux dans la suite;
mme je Vindiquerai 4 la fin de cette lecon, nous ne
ﬁmr qu ‘ils soienl jamais forts mullipliés,
réelle donnanl lieu & de trés grandes diffi-

ons done maintenant nous former une idée posi-

! cjmq}nires,q peuvent manifester suceessivement
! sulvant le poinl de vue sous lequel on les
la Ilflnih'o dont elles sonl employées, ne présentent

inément ces deux propriélés,

zu! introduite daps I'analyse comme une nou-
} ple, quand on la congoit seulement comme indi-

llOl géomélrique dont elle dérive ; mais alors elle n’est
; enl qu'une fonction concréfe. Dans d'aulres circonslances, elle

npli mlyllqnamenl les conditions d’'une véritable fonclion abs-
e, lorsqu'on ne considére sin x que comme l'expression abrégée
| formule

2y —T
lente ; mais sons ce dernier point de vue, ce
ne nouvelle fonclion analytique, puisqu'elle ne
un composé des précédentes,
] ﬂlg eirculaires onl quelques qualilés spé-
i maintenir au tableau des ¢léments ration-
_IMmau ue.
_Iﬂpie “d'évaluation, quoique conservant leur
u autorise & les introduire dans les équa-
: ‘tﬂal ne portent que sur des données, sans qu'il soit
égard il leur expression algébrique,
eemr sur les différentes fonclions circulaires, com-
seulement, une eertaine suite de transformations,
davanlage la connaissance de leur définition ana-
résulte évidemment la faculté d'introduire ces fone-
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tive, el néanmoins suffisamment élendue, de ce que les gu
mélres entendent par une véritable dqualion. Cetle explid
tion est éminemment propre 4 nous faire comprendre combi
il doit &tre difficile d'établiv réellement les équalions
phénoménes, puisqu'on n'y est effectivement parvenu g
lorsqu’on a pu concevoir les lois inathématiques de ces pl
nomeénes a l'aide de foneclions entiérement (,ompoqéek
seuls élémenls analytiques que je viens d'énumérer. Il}
clair, en cffet, que ¢’est uniquement alors que le ptoblél
devlent vraiment absirait, el se réduit & une pure que

de nombres, ces fonctions étant les seules relations s;ms;
que nous sachions concevoir enlre les nombres, consid

en cux-mémes. Jusqu'a cetlte époque de la solulion, qu

que soient les apparences, la question esl encore essenti
menl concréle, el ne rentre pas dans le domaine du calg
Or, la difficulté fondamentale de ce passage du concrd
I'abstrait consiste surtout, en général, dans I'msuffisanc
ce trés pelit nombre d'éléments analyliques que nous po
dons, et d’aprés lesquels néanmoins, malgré le peu de va
réelle qu'ils nous offrent, il faut parvenir & se représe
toutes les relations précises que peuvenl nous manife
tous les différents phénoménes naturels. Vu linfinie dif
silé qui doit nécessairement exisler a cel égard dang

tions dans les équations, méme par rapport aux inconnues, po
quil n'y entre pas concurremment des fonctions non-trigonoméli
des mémes variables, I

C'est done uniquement dans les cas o les fonclions circuld
relativemenl aux inconnues, sont combinées dans les ¢qualionsd
des fonclions abstraites d’'une autre cspeéce, qu'il est indispens
d'aveir égard a leur interprétation algébrique pour pouvoir résol
es équations, et dés lors elles cessent, en effel, d'étre Lrailées cif
de nouvelles fonclions simples. Mais alors méme, pourvu qu'on b
compte de celte interprétation, leur admission n’empéche poink
relalions d'avoir le caractére de vérilables équations analytique
qui esl ici le but cssentiel de notre énuméralion des fonclionsd
traites ¢lémenlaires

Il est & :un.nque:, d’apreés les considéralions indigquées dapsd
note, que plusicurs autres fonclions concrétes peuvent étre
ment introduiles au nombre des éléments analyliques, si les ¢l
tions principales posées ci-dessus pour les fonclions circulaires
&L¢ préalablement bien remplies. Cest ainsi, par exemple, gl
travaux de M. Legendre, et récemment ceux de M. Jacobi, sut
fonctions ellipliques, ont vraiment agrandi le champ de l'analy
en est de méme pour quelques intégrales définies obtennes
M. Fourier dans la théoric de la chalens,

TEn
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‘monde exlérieur, on comprend sans peine combien nos con-
‘ceplions doivent se lrouver fréquemment au-dessous de la
véritable difficullé ; surtout sil'on ajoule que, ces éléments
nous ayanl é1¢ fournis primitivemnent par la considération
‘mathématique des phénoménes les plus simples, puisqu'ils
ont tous, directement ou indireclement, une origine géomdé-
rique, nous n'avons ¢ priori aucune garanlie ralionnelle de
leur aptitude nécessaire & représenler les lois mathémaliques
_de tout aulre classe de phénomines. J'expeserai lout & lheure
Tartifice général, si profondément ingénicux, par lequel
Fesprit humain est parvenu a diminuer singuliérement celte
difficulté fondamentale que présente la relalion du conercl &
abstrait en mathématiques, sans eependant qu'il ait été né-
re de mulliplier le nombre de ces éléments analyliques.
explications précédentes déterminent avee précision le
ilable objel et le champ réel de la mathématique abstraite ;
3 passer maintenant & I'examen de ses divisions princi-
, €ar nous avons toujours jusqulici considéré le caleul
8 son ensemble total.
_premiére considération directe & présenter sur la coin-
lion de la science du calcul consisle A la diviser d'abord
deux branches prineipales, auxquelles, faule de dénomina-
s plus convenables, je donnerai les noms de caleul alyé-
e ou algébre, el de calcul arilthmétique ou arithmélique,
en averlissanlt de prendre ces deux expressions dans
ceeption logique la plus élendue, au lieu du sens bean-
I_..rzrnmlreinl. qu'on leur atlache ordinairement.
olution compléte de loute question de calcul, depuis
s élémentaire jusqu’a la plus transcendante, se compose
mirement de deux parties successives donl la nalure
tiellement distincte. Dans la premiére, on a pour
transformer les équations proposées, de fagon &
n évidence le mode de formation des quantités
jar les quantilés connues; c'est ce qui constilue
algébrigue. Dans la seconde on a en vue d'évaluer
2 ainsi oblenues, c'est-a-dire, de délerminer immé-
la valeur des nombres cherchés, représentés déji
fonclions expliciles des nombres donnés ; telle
ion arithmétique (1). '
par exemple, qu'une question fournisse entre une
ye & ol deux grandeurs connues a el b I'équation :
>l 4-Bax =25
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On voit que, dans loule solution vraiment rationnelle, ely
suil nécessairement la question algébriqu , dont elle form
le complément indispensable, puisqu'il faut évidemment ¢
nailre la génération des nombres cherchés avanl de dél
miner leurs valeurs effectives pour chaque cas parliculig
Ainsi, le terme de la partie algébrique devient le poulti
départ de la partie arithmélique,

Le caleul algébrique el le caleul arithmétique différent da
essentiellement par le but qu'on s'y propose. lls ne diffé
pas moins par le puinL de vue sous lequel on y considérel
quantités, envisagées, dans le premier, quant & leurs relatio
et dans le second, quant a leursvaleurs. Le vérilable espril
caleul, en général, exige gue celle destination soil mainte
avec la pll]a sévére exactilude, el que la ligne de démarcall
enlre les deux époques de la solulion soil rendue aussi nd
menl tranchée que le permel la question proposée. L obsef
tion atlentive de ce préceple, lrop mécohnu, peut étred
utile secours dans chaque question particuli¢re en dirigd
les efforis de nolre espril, dun instant guelconque de Ja s
tion, vers la vérilable difficulté correspondante. A la v

I'imperfection de la seience du ealcul oblige souvent, cot
je Vexpliquerai dans la legon suivante, & méler trés frég
menl les considérations algébriques el les considéralil
arithmétlignes pour la solulion d'une méme question, M
quoiqu’il soit impossible alors de parlager I'ensemble du:
vail en deux partics pettemen! tranchées, 'une pures

comme il arviverait pour la lrisection d'un angle. On voit, des
que la dépendance entre o d'une part, el a, & de I'autre est co
tement déterminde; mais, lanl que 'équalion conserve 52
primilive, on wapercoit nullement de qut,lh, maniére l'incts
dérive des données, (Fesl cependanl ce gu'il fant découvrir ava
penser & I'évaluer. Tel est l'objel de la partie ct.‘gcbrique de b
tion. Lorsque, par une suite de transformations qui onl sueces
ment rendu celle dérivation de plus en plus sensible, on est oo
présenler I'équation proposée sous la forme

=\ +VEF D + Jo—Vrr @

le role de lalgebre est terminé ; et, quand mdme on ne <aur'
effectucr les opéralions arithmétigues indiquées par celte fon
on n'en aurail pas moins obtenu une connaissance lrés ra.ella 4
vent forl importante. Le role de Varithmélique consislera mainl
en partant de celle formule, & faire trouver le nombre z Ut
valetrs des nombres ¢ ¢l b auront éLé fixées.
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arithmétique, on pourra loujours éviter, & i'aide des indica-
tions précédentes, de confondre les deux ordres de considéra-
lions, quelque intime que puisse élre jamais leur mélange.
En cherchant & résumer le plus succinetement possible la
distinction que je viens d’établir, on voit que l'algébre peunt
se définir, en général, comme ayant pour objel la résolution
des équations, ce qui, quoique paraissant d'abord trop res-
treint, est néanmoins suffisamment élendu, pourvu qu'on
prenne ces expressions dans toute leur acception logique,
qui signifie transformer des fonctions impliciles en fonctions
expliciles équivalentes : de méwe, I'erithmelique peul élre
- définie comme destinée & N'évalnalion des fonclions. Ainsi, en
- contractant les expressions au plus haul degré, je crois pou-
voir donner nettemenl une juste idée de cette division, en
~ disant) comme je le ferai désormais pour éviler les péri-
- phrases explicalives, que l'algébre esl le calcul des [onctions,
- el Varithmétique \e caicul des valeurs.
- Il est aisé de comprendre par la combien les définitions
ordinaires sont insuffisantes et méme vicieuses. Le plus sou-
vent, I'imporlance exagérée accordée aux signes a conduil a
di er ces deux branches fondamentales de la science dn
caleul par la maniére de désigner dans chacune les sujets du
raisonnement, ce qui est évidemment absurde en principe et
Maux en fait. Méme la céléebre définition donnée par Newton,
squ'il a- caraclérisé 'algébre comme Varithmétique univer-
ydonne certainement une trés fausse idée de la nalure de
algibre el de celle de I'arithmétique (1).

Aprés avoir établi la division fondamentale du calcul cn
branches principales, je dois comparer, en général,
due, 'importance et la difficulté de ces deux sorles de
afin de n'avoir plus & considérer que le caleul des
ins, qui doit étre le sujet essentiel de notre éinde.

b calcul des valeurs, ou U'arithmétique, parait, au premier
devoir présenter un champ aussi vaste que celui de

1) J'al cru devoir signaler spécialement cetle définition, parce qu'elle
1 & Vopinion que beaucoup de bons esprits, dtrangers 4 la
- mathématique, se formenl de la partic abstraile de celle
sans considérer qu'd P'époque ot cet apergu a 6été formé,
! n'élait poinl assez développée pour que le ca-
1l re & chacune de ses parlies principales paL étre
‘#aisi, ce qui explique pourquoi Newton a pu proposer
tion qu'il rejetterait cerlainement anjourd’bui.
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V'algébre, puisqu'il semble devoir donner lieu & aulanti
questions dislinetes qu'on peut concevoir de formules alp
briques différentes & évaluer. Mais une réflexion fort simj
suffit pour montrer que le domaine du calenl des valeurse
par sa nature, infiniment moins étendu que celui du cak
des fonclions. Car en distinguant les fonctions en simples
composées, il est évident que lorsqu'on sait doaluer les fa
tions simples, la considéralion des fonclions composées
présente plus, sous ce rapport, aucune difficulté. Sous
point de vue algébrique, une fonclion composée joue unt
trés différent de celui des fonctions élémentaires qui la ca
tituent, et c'est de 1a précisément que naissent loutes lesp
cipales difficultés analytiques. Mais il en est Loul autren
pour le calcul arithmétique. Ainsi, le nombre des opérali
arithmétiques, vraimenl dislinctes, est seulement marqué
celui des fonctions abstraites, élémentaires, donl j'ai prés
ci-dessus le tableau trés peu ¢tendu. L'évaluation de ces
fonctions donne nécessairement celle de toutes les fonctit
en nombre infini, que I'on considére dans I'ensembld
Fanalyse mathémalique, lelle, du moins, quelle exisle
jourd'hui. A quelques formules que pnisse conduire I'él
ration des ‘¢équations, il n'y aurait lieu & de nouvelles op
tions arithmétiques que si 'on en venail & créer de vérild
nouveaux éléments analytiques, dont le nombre sera loujd
quoiqu’il arrive, exirémement pelil. Le champ de 'anl
lique est donc, par sa nature, infinimen! restreint, tandi
celui de l'algébre esl rigourcusement indéfini. :
I importe cependant de remarquer que le domaind
caleul des valeurs est, en réalité, beaucoup plus élendud
ne se le représente communément. Car plusieurs quest
vérilablemenl arilimétiques, puisqu’elles consistent §
des évaluaiions, ne sont poinl ordinairement classées ¢

incidentes, au milieu d'un ensemble de recherches ant
ques plus ou moins élevées : la trop haute opinion qué
forme communément de I'influence des signes est end
cause principale de cetle confusion d'idées. Ainsi, non
ment la construetion d'une lable de logarithmes, mai§
le caleul des tables trigonométriques, sonl de véritables
rations arithmétiques d'un genre supérieur. On peuk
encore comme ¢lant dans le méme cas, quoique o8
ordre Lrés distinet el plus élevé, tous les procédés pf
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quels on détermine directement la valeur d’une fonetion
quelconque pour chaque systéme particulier de valeurs atiri-
buées aux quantités dont elle dépend, lorsqu’on ne peut point
parvenir & connaitre généralement la forme explicite de celte
fonetion. Sous ce point de vue, la résolution numeérigue des
équalions qu'on ne sail pas vésoudre algdbriquement, et de
méme le calcul des intégrales définies dont on ignore les inlé-
grales générales, font réellemenl partie, malgré les appa-
rences, du domaine de 'arithmélique dans lequel il fanl
nécessairement comprendre loul ce qui a pour objel I'évalua-
tion des fonctions. Les considéralions relalives & ce bul sont,
en effel, constamment homogénes, de quelques fvalualions
quil s'agisse, el toujours bien distincles des considéralions
vraimenl algebriques.

Pourachever de se former une juste idée de I'élendue réelle
du ealeul des valeurs, on doit y comprendre aussi celle partie
de la science générale du caleul qui porte aujourd hui spécia-
lement le nom de théorie des nombres, el qui est encore si peu
avancée. Cetle branche, fort ¢lendue par sa nature, mais
dont I'importance dans le sysléme général de la science n'est
pas trés grande, a pour objel de découvrir les propriélés
inhérentes aux différents nombres en verlu de leurs valeurs
el indépendamment de loule numération parliculiére, Elle
constitue done une sorvte d'arithmélique transcendante; c’esl
& elle que conviendrait effectivement la définition proposdée
par Newton pour I'algébre.

Le domaine tolal de Uarithmélique est done, en réalilé,
beaucoup plus élendu qu'on ne le concoit ordinairement.
Mais, néanmoins, quelque développement légilime qu'on
puisse lui accorder, il demeuve certain que, dans l'ensemble
de la mathématique abslraite, le caleul des valeurs ne scra
jamais qu'un point, pour ainsi dire, en comparaison du
caleul des fonctions, dans lequel la science consiste essentiel-
lement. Cetle appréciation va devenir encore plus sensible
par quelques considérations qui me reslent a indiquer sur la
Vérilable nature des queslions arithmétiques en général,
quand on les examine d'une maniére approfondie.

En cherchant & déterminer avec exaciitude en quoi consis-
lent proprement les dvalualions, on reconnait aisément
quelles ne sonl pas autre chose que de véritables frans-
formations des fonctions o évaluer, lransformations qui,
malgré leur but spécial, n'en sonl pas moins essentiellement
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de la méme nature que Loules celles enseignées par 'analyse.
Sous ce poinl de vue, le caleul des valeurs pourrait élre
cone¢u simplement comme un appendice ot une application
particuliére du calcul des fonetions, de lelle sorle que 'arith-
mélique disparaitrail, pour ainsi dire, dans 'ensemble de la
mathématique abstraite, comme seclion distinete.

Pour bien comprendre celte considéralion, il faut observer
que, lorsque I'on propose d'évaluer un nombre inconnu dont
le mode de formalion est donné, il esl, par le seul énoncé
méme de la question arithmélique, déji défini el exprimé sous
une certaine forme ; el qu'en I'évaluant, on ne fait que mellre
son expression sous une forme délerminée, & lagquelle on est
habitué & rapporter la nolion exacte de chague nombre parti-
culicr, en le faisanl rentrer dans le systéeme rvégulier de la
numération. L'évaluation consiste si bien dans une simple
transformation, que lorsque I'expression primitive du nombre
se trouve elle-méme conforme i la numération réguliére, ilnYy
a plus, a proprement parler, d'évaluation, ou plutdl on répond
a la queslion par la question méme. Qu'on demande, par
exemple, d'ajouter les deux nombres Lrenle cl sepl, o
répondra en se bornant & vépéler 'énoncé méme de la question
el on croira néanmoins avoir dvaluéla somme, ce qui signifit
que, dans cc cas, ln premiére expression de la fonelion nd
pas hesoin d'étre transformée ; Landis qu'il n'en serait poinl
ainsi pour ajouler vingi-lrois ct qualorze, car alors la somme
ne serail pas immédiatemenl exprimée d'une maniére col
forme an rang qu'elle occupe dans I'échelle fixe et général
de la numération. 1

En précisanl, anlant que possible, la considération préeé
denle, on peul dire quéealuer un nombre n'est autre chod
que metire son expression primilive sous la forme

a—+bh et didfefh... 4 pbm

6 ¢lant ordinairement ¢gald 10 et lescoefficients a, b, e, d, el
élant assujettis 4 ces condilions d'élre nombres en
moindres que €, pouvant devenir nuls, mais jamais négatils
Ainsi, toute question arithmélique est susceptible délf
posée comme consistanl & mellre sous une lelle forme ub
fonction abslraite quelconque de diverses quantilés qua'
suppose avoir déji elles-mémes une forme semblable. ¥
pourrail donc ne voir dans les différentes opérations de I'anil
mélique que de simples cas parliculiers de cerlaines [ran®
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formalions algébriques, sauf les difficultés spéciales tenant
aux conditions relalives & I'élal des coelflicienls,

Il résulte clairement de ce qui préeede, que la mailiéma-
lique abslraite se compose essenlicllement du caleul des
fonctions, qui en étail ¢vidermmenl déja la partie la plus
étendue el la plus difficile. Tel sera done désormais le sujet
exclusif de nos considérations analyliques. Ainsi, sans m'ar-
réler davantage au calcul des valeurs, je vais passer immé-
diatement & I'examen de la divicion fondamentale du calewul
des fonelions.

Nous avons délerminé, au connmencemenl de celle lecon,
en quoi consisie proprement la vérilable difficullé qu’on
éprouve & meltre en cquation les queslions malhémaligues,
(Vest essenliellement & cause de I'msuffisance du lres pelit
nombre d'é¢lémenls analyliques que nous possédons, que la
relalion du conerel & I'abslrail est ordinairement si difficile &
élablir, Essayons, mainlenaul, d'apprécier philosophiquemen!
le procédé général par lequel espril humain est parvena,
dans un si grand nombre de cas importants, i surmonler cel
obstacle fondamental.

En considéranl direclemenl I'ensemble de celle gueslion
capitale, on esl naturellement conduit & conceyoir d'abord un
premier moyen pour faciliter I'élablissement des équalions
des phénomeéncs. Puisque le principal obstacle & ce sujel
vient du leop pelil nombre de nos éléments analyliques, Loul
semblerait s¢ réduire 4 en eréer de nouveanx. Mais ce parli,
quelque naturel qu'il paraisse, esl vérilablement illusoire,
quand on Pexamine d'une maniére approfondie. Ouoigu’il
puisse certainemenl éire ulile, il esl aisé de se convainere de
son insuffisance néeessaire.

En effel, la eréation d'une vérilable nouvelle fonelion abs-
traite élémentaire présenie, par clle-méme, les plus grandes
difficultés. Il y a méme, dans une lelle idée, quelque chose
qui semble contradictoire. Car un nouvel élément analytique
ne remplirait pas les conditions essentielles qui lui sont
propres, si on ne pouvait immédialemenl Pévaluer: or, d'un
autre coté, comment évaluer une nouvelle fonclion qui serail
¥raiment simple, c'est-a-dire, qui ne renlrerail pas dans une
combinaison de celles déji connues? Cela parail presque
impossible. L'introduction, dans I'analyse, d'une aptre fonc-
lion abstraite ¢lémentaire, ou plutol d’un aulre couple de
Tonclions (car chacune serait Loujour.*ﬁ aceompagnde de son
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inverse), suppose donc nécessairemenl la eréalion simullanée
d'une nouvelle opéralion arithmétique, ce qui est cerlaine-
menl fort difficile.

Sinous cherchons i nous faire une idée des moyens que
I'espril humain pourrail employer pour inventer de nouveaux
¢léments analyliques, par l'examen des procédés a laide
desquels il a effectivement congu ceux que nous possédons,
I'observation nous laisse 4 cel égard dans une entiére incerti-
Ltude, car les artifices dont il s'esl déja servi pour cela sonl
évidemmenl épuisés. Alin de nous en convainere, considé-
rons le dernier couple de fonclions simples qui ait éLé inlro-
duit dans l'analyse, et a4 la formation duquel nous avon:
pour ainsi dire assislé, savoir le quatriéme couple, car
comme je I'ai expliqué, le cinquiéme couple ne se constitue
pas, & proprement patler, de véritables nouveaux élémenls
analyliques, La fonclion «”, el, par suite, son inverse, ont él¢
formées en concevant sous un nouvean point de vue une
fonction déji connue depuis longlemps, les puissances, lors
que la notion en a ¢té suffisamment généralisée. 11 a suffi de
considérer une puissance relalivement & la variation de et
posant, au lieu de penser & la variation de la base, pour qui
en résultat une fonctlion simple vraiment nouvelle, la varis
tion suivanl alors une marche toute différente. Mais cel arti
fice, anssi simple qu'ingénieux, ne peut plus rien fourni
Car, en relournant, de la méme maniére, fous nos élémenl
analytiques actuels, on n'aboutil qu'a les faire rentrer les un:
dans les aulres,

Nous ne concevons donc nullement de quelle maniére o
pourrail procéder & la créalion de nouvelles fonctions abs
irailes élémenlaires, remplissanl convenablement toules I
condilions nécessaires. Ce n'est pas A dire, néanmoins, qif
nous ayons alleint aujourd'hui Ta limile effeclive posée 4 ¢
égarid par les bornes de notre intelligence. 11 esl méme cer
Lain que les derniers perfeclionnements spéciaux de I'analys
mathémalique onl conlribué i étendre nos ressources sol
ce rapport, en inlroduisant dans le domaine du caleul cer
laines inlégrales définies, qui, & quelques égards. liennell
lieu de nouvelles fonetions simples, quoiqu’elles soient loit
de rvemplir Loutes les condilions convenables, ce qui @
empéché de les inserire au tableau des vrais éléments ank
Iytiques. Mais, toul bien considéré, je crois qu'il demeur
inconiestable que le nombre de ces ¢léments ne peul 59
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croitre qu'avec une exiréme lenteur. Ainsi, ce ne peut étre
dans un tel procédé que I'espril humain ail puisé ses res-
sources les plus puissantes pour facililer autant que possible
I'établissement des équations.

Ce premier moyen élant écarté, il n'en reste évidemment
qu'un seul; ¢'est, yu l'impossibilité de lrouver direclement
les équations entre les quantités que I'on considére, d'en cher-
cher de correspondantes entre d'auires quantilés auxiliaires,
lides aux premiéres suivani une certaine loi délerminée, el
de la relation desquelles on remonle ensuite i celle des gran-
deurs primilives. Telle est, en effet, la conceplion, éminem-
ment {éconde, que I'esprit humain esl parvenu & fonder, el
qui constilue son plus admirable instrument pour I'explora-
tion mathémalique des phénoménes naturels, lanalyse dite
lranseendante.

En these philosophique générale, les quantités auxiliaires
que l'on inlroduil, au lieu des grandeurs primilives ou con-
curremment avee elles, pour faciliter élablissement des équa-
tions, pourraient dériver suivant une loi quelconque des
élémenls immédiats de la queslion. Ainsi, celle conception a
beaucoup plus de portée que ne lui en ont supposé commu-
nément, méme les plus profonds géomelres. 1l imporle extré-
mement de se la représenier dans toule son étendue logique;
car c'est peut-étre en ¢lablissanl un mode général de dériva-
lion aulre que celui auquel on s'est constamment borné
Jusqu'ici, bien qu’il ne soil pas, évidemment, le seul possihile,
quon parviendra un jour & perfectionner essenliellement
I'ensemble de 'analyse malhématique, et par suile & fonder,
pour l'investigation des lois de la nature, des moyens encore
plus puissants que nos procédés actuels, susceptibles, sans
doule, d’épuisement.

Mais, pour n’avoir égard qua la constilution présente de
la science, los seules quantités auxiliaires introduites habi-
luellement & la place des quantités primitives dans I'enalyse
franscendante, sonl ce qu'on appelle les éléments infiniment
pelits, les différentielles de divers ordres de ces quanlilés, si
I'on congoit cette analyse & la maniére de Leibnitz; ou les
fluzions, lcs timiles des rapports des aceroissemenls simul-
tanés des quanlilés primilives comparées les unes anx autres,
ou, plus brievement, les premiéres el derniéres raisons de ces
al':croisaemenls, en adoplanl la conceplion de Newlon; ou
bien, enfin, les dérivées proprement diles de ces quantilés,
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c'est-a-dire les coefficicnts des dillérents lermes de leurs
aceroissements respeclifs, d'aprés la conception de Lagrange,
Ces lrois maniéres principales d'envisager nolre analyse
transcendante acluelle, el toules les autres moins dislincle-
ment tranchées que 'on a proposées successivement, sonl,
par leur nature, nécessairement identiques, soil dans le cal-
cul, soit dans I'applicalion, ainsi que je Pexpliquerai d'une
manic¢re générale dans la sixiéme lecon. Quant & lenr valeur
relative, nous verrons alors que la conceplion de Leibnitz a
jusqu'ici, dans l'usage, une supériorilé inconlestable, mais
que son caraclére logique esl éminemment vicieux, Landis
gue la conception de Lagrange, admirable par sa simplicite,
par sa perfection logique, par 'unilé philosophique qu'elle a
élablie dans I'ensemble e lanalyse mathématique, jusqu’alors
partagée en deux mondes presque indépendanls, préscnte
encore, dans les applications, de graves inconvénients, en
ralentissant la marche de linlelligence; la conception de
Newlon Lienl & peu prés le milieu sous ces divers rapports,
élant moins rapide, mais plus rationnelle que celle de Leib-
nitz, moins philosophique, mais plus applicable que celle de
Lagrange.

Ce n'est pas ici le lieu d'expliquer avec exaclitude comment
la considération de ce genre de quanlités auxiliaires intro-
duiles dans les équations & la place des grandeurs primitives
facilile réeliement I'expression analytique des lois des phéno-
menes. La sixieme lecon sera spécialemenl consacrée i cel
imporlant sujet, envisagé sous les différents points de vue
généraux auxquels a donné lien l'analyse lranscendante. J¢
me borne en ce moment & considérer celle conceplion dela
maniére la plus générale, afin d’en déduire la division fonda-
mentale du caleal des fonctions en deux caleuls essentielle:
ment distincts, dont l'enchainement, pour la solulion com-
pléte d'une méme question mathématique, est invariablemenl
déterming.

Sous ce rapport, el dans l'ordre rationnel des idées, I'ang-
lyse transcendante se¢ présente comme élani nécessairement
la premiére, puisqu’elle a pour but général de facililer I'élas
blissement des équalions, ce qui doit évidemment précéde_!
la résolution proprement dile de ces équations, qui est1'obj
de I'analyse ordinaire. Mais, quoiqu’il imporle éminemment
de concevoir ainsi le vérilable enchainement de ces dewt
analyses, il n'en est pas moins convenable, conformément?
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I'usage constant, de n'étudier I'analyse transcendante qu'aprés
l'analyse ordinaire ; car, si, au fond, elle en esl par elle-méme
logiquemenl indépendante, ou que, du moins, il soit possible
aujourd'hui de l'en dégager essenticllement, il esl clair que
son emploi dans la solution des questions ayant toujours plus
ou moins besoin d'élre complété par celui de 'analyse ordi-
naire, on serail contraint de laisser les queslions en suspens,
si celle-ci n'avait é1é ¢ludiée préalablement. .

En résullal de ce qui préceéde, le caleul des fonctions, ou
Valgébre, en prenant ce mot dans sa plus grande extension,
se compose de deux branches fondamentales distineles, donl
l'une a pour objet immédiat la résolulion des équations,
lorsque celles-ci sont immédiatemenl établies entre les gran-

“deurs mémes que l'on considére: el dont I'autre, parlant
d'équations, beaucoup plus aisées a former en général, entre
des quanlités indirectement liées a celles du probléme, a pour
deslination propre el constante d'en déduire, par des procédés
analyliques invariables, les équalions correspondanles entre
les grandeurs direcles que l'on considére, ce gui fail rentrer
la question dans le domaine du calcul précédent. Le premier
caleul porte, le plus souvent, le nom d'analyse ordinaire, ou
d'algébre proprement dite; le second constitue ce qu'on
appelle I'analyse transcendante, qui a éLé désignée par les
diverses dénominalions de caleul infinitdsimal, calcul des
fluzions el des fluentes, calcul des évanauissants, ele., selon
le point de vue sous lequel on I'a congue Pour écarier
loute considéralion élrangeére, je proposerai de la nommer
calcul des fonctions indirectes, en donnanl & 'analyse ordi-
naire le litre de calcul des fonctions direcles. Ces expressions
que je forme essenliellementl en généralisanl el en précisant
les idées de Lagrange, sonl deslinées 4 indiguer simplement
avec exaclilude le véritable caraclére général propre a cha-
cune des deux analyses.

Ayant élabli la division fondamentale de I'analyse mathé-
malique, je dois mainlenaul considérer séparément l'en-
semble de chacune de ces deux parlies, en commengant par
le caleul des Jonclions directes, el réservaul ensuite des déve-
loppements plus étendus aux diverses branches du caleul des
fonctions indirectes.



CINQUIEME LECON
Considérations générales sur le calcul des fonctions directes

D’apres I'explication générale qui termine la legon préc
dente, le calcul des [onclions direcies, ou lalgébre propre
ment dite, suffil entiéremenl a la solulion des question:
mathémaliques, quand elles sont assez simples pour qua
puisse former immédialement les équations enlre les gran
deurs mémes que 'on considére, sans qu'il soil nécessair
d'introduire & leur place ou conjointement avec elles aucu
systéme de quantilés auxiliaires dérivées des premiérves. Al
vérité, dans le plus grand nombre des cas importants, se
emploi a besoin d'¢lre précédé ot préparé par celui du caled
des fonctions indirecles, destiné A faciliter I'élablissemen 4
équations. Mais quoique le role de I'algébre ne soit alors qut
secondaire, elle n'en a pas moins toujours une part néces
saire dans la solulion compléle de la question, en sorle qit
le calcul des fonclions direcles doil continuer i #tre, pars
nature, Ja base fondamenlale de loule 'analyse malhémi
lique. Nous devons done, avant d’aller plus loin, considéres
d’'une maniére générale, la composilion rationnelle de ¢
caleul et le degré de développement auquel il est parvent
aujourd’hui.

L'objet définitif de ce calcul étant la rdsolution propte
ment dite des égualions, c'esl-a-dive, la découverte du mod
de formalion des quantilés inconnues par les (uanlilés co
nues d'aprés les équations qui exisienl entre elles; il pi
senle naturellement autant de parlies différentes que I8
peul concevoir de classes ('¢quations vraimenl distineles
el par conséquenl, son ¢tendue propre est rigoureusemel
indéfinie, le nombre des fonclions analyliques suseeplibl
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d'enlrer dans les équalions, élanl par lui-méme tout a fail
illimité, bien gqu'clles ne soient composées que d'un lrés pelil
nombre d'éléments primitif's.

La classificalion rationnelle des équations doit étre évidem-
menl. délerminée par la nature des éléments analyliques
dont se composent lenrs membres ; toute autre classificalion
serail essenliellemen! arbilraire. Sous ce rapport, les ana-
lystes divisent. d’abord les équalions & une ou A plusieurs
variables en deux classes prineipales, selon qu'elles ne con-
tiennent que des fonclions des Lrois premiers couples (voyez
le lableau, 4° legon, page g94), ou qu'elles renferment aussi
des fonclions, soil exponentielles, soil eirculaires. Les dé-
nominations e lonclions algébriques el fonclions (ranseen-
dantes, données communément & ces deux groupes princi-
paux d'élémentls analyliques, sont, sans doute, fort peu con-
venables. Mais la division universellement élablie entre les
équations correspondanles n'en esl pas moins lrés réelle, en
ce sens que la résolulion des équations contenanl les fonc-
tions diles franscendantes, présentent nécessairement plus de
difficultés que celles des équalions dites algébriques. Aussi
V'étude des premiéres esl-elle jusqu'iei excessivemenl impar-
faite, & Lel poinl que souvent la résolution des plus simples
d'entre elles nous est encore inconnue (1) ; c¢'est sur I'élabo-
ralion des secondes que portent presque exclusivement nos
méthodes analytiques.

Ne considérant mainlenanl que ces équalions algébriques,
il faut observer dabord que, quoiqu’elles puissent souvent
contenir des fonctions irralionnelles des inconnues aussi bien
que des fonclions ralionnelles, on peub toujours, par des
transformations plus on moins faciles, faire rentrer le premier
cas dans le second ; en sorte que ¢'esl de ce dernier que les
analystes ont ddi s'occuper uniquement, pour résoudre toutes
les équations algébriques.

Dans P'enfance de l'algébre, ces équations avaient 6éLé
classées d'aprés le nombre de leurs termes. Mais celle classi-
fication était évidemment vicieuse, comme séparant des
cas réellement semblables, et en réunissant d'autres qui

(1) Quelque simple que puisse parailre par exemple Péquation
a* 4T =% )
On né sait point encore la résoudre ; ce qui peut donner une idée de
Pextréme imperfeclion de celte pavtie de l'algtbre.

&
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n'avaient rien de commun qu'un caraclére sans aucune im-
portance véritable (1). Elle n'a é1é maintenue que pour les
équations & deux termes, susceplibles, en cffet, d'une réso-
lution commune qui Jeur esl propre.

La classificalion des équations, d’aprés ce qu'on appelle
leurs degrés, universellement admise depuis longlemps par
les analystes, esl, au conlraire éminemmenl naturelle, ¢
mérite d'étre signalée ici. Car, en ne comparant, dans chaqué
degré, que les équations qui se correspondent, quant a lew
complication relative, on peut dire que celle distinction
délermine rigoureusement la difficullé plus ou moins grande
de leur résolulion. Cette gradalion esl sensible effeclivement
pour toules les équations que I'on sait résoudre. Mais on peut
s'en rendre comple d'une maniére générale, indépendamment
du fait de la résolution. 11 sufiil, pour cela, de considérer qué
I'équation la plus générale de chaque degré comprend néces
sairement toutes celles des divers degrés inférieurs, en sorlg
qu'il en doil étre ainsi de la formule qui détermine 'inconnue.
En conséquence, quelque faible qu’on pal supposer & priot
la difficulté propre au degré que I'on considére, comme ellé
se complique inévitablement, dans I'exécution, de celles qué
présentent tous les degrés précédents, la résolution offre dop
réellement plus d’obstacles & mesure que le degré de 1'équa
tion s’éléve. |

Cet accroissement de difficulté est Lel que jusqu'ici la rése:
lution des équations algébrigues ne nous est connue que dani
les quatre premiers degrés seulement. A cet égard, I'ai’gébg
n'a pas fail de progres considérables depuis les travaus d
Descartes el des analystes italiens du seizieme siécle, quoique
dans les deux derniers siécles, il n'ait peut-étre pas exislé u
seul géomélre qui ne se soit occupé de pousser plus avantlf
résolution des équations. L'équalion générale du cinquibmé
degré elle-meéme a jusqu’ici résislé A loules les tentalives,

La complication loujours croissante que doivent nécessa
remenl présenter les formules pour résoudre les équationsd
mesure que le degré augmente, l'extréme embarras qu'ocess
sionne déja l'usage de la formule du quatriéme degré, et gi
le rend presque inapplicable, ont déterminé les analystesd

{1) On a commis plus lacd la méme erreur momentande dans I
premiers temps du calcul infinitésimal, pour lintégralion des équatio®
différentielles.
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renoncer, par un accord lacite, & poursuivre de semblables
recherches, quoiqu'ils soient loin de regarder comwme impos-
sible d'obtenir jamais la résolulion des équations du cin-
quiéme degré, el de plusieurs autres degrés supérieurs. La
seule question de ce genre, qui offrirait vraiment une grande
importance, du moins sous le rapport logique, ce serait la
résolulion générale des équations algébriques d'un degré
quelconque. Or, plus on médite sur ce sujet, plus on est
conduit 4 penser, avec Lagrange, qu'il surpasse réellement
la portée effective de nolre intelligence. 11 faul d'ailleurs
observer que la formule qui exprimerail la raeine d’une
¢quation du degré m devrait nécessairement renfermer les
radicaux de I'ordre m (ou des fonections d'une mulliplicité
équivalente) a cause des m déterminations qu'elle doit com-
porler. Puisque nous avons vu, de plus, quelle doil aussi
embrasser, comme cas particulicr, celle qui correspond a tout
autre degré inférieur, il s'ensuit qu'elle conliendrait, en outre,
inévitablement, des radicaux de l'ordre m — 1 d'aulres de
Pordre m — 2, etc., de telle maniére que, s'il élait possible de
la découvrir, elle offrirait presque toujours une trop grande
complication pour pouvoir étre ulilement employée, & moins
qu'on ne parvint 4 la simplifier, en lui conservant cependant
toute la généralité convenable, par l'introduction d'wn nou-
veau genre d’élémenls analytiques, dont nous n'avons encore
aucune idée. Il y a donc lieu de croire que, sans avoir déja
atleint sous ce rapport les bornes imposées par la faible por-
lée de notre intelligence, nous ne tarderions pas & les ren-
contrer en prolongeant avec une aclivité forte et souienue
celte série de recherches.

Il importe dailleurs d’observer que, méme cn supposant
obtenue la résolution des équations algébriques d'un degré
quelconque, on n'aurail cncore Llraité qu'une Lrés pelite
pattie de l'algébre proprement dite, c'est-h-dire, du caleul
deés fonctions directes embrassant la résolution de toutes
les équations que peuvent former les fonctions analyliques
avjourd'hui connues. Enfin, pour achever d'éclaireir la
eonsidération philosophique !de ce sujet, il faut reconnaitre
ue, par une loi irrécusable de la nature humaine, nos
moyens pour concevoir de nouvelles questions élanl beaucoup
plus puissants que nos ressources pour les résoudre, ou, en
d'autres termes, I'esprit humain étant bien plus apte & ima-
i E_illet‘ qu’a raisonner, nous resterons nécessairement toujours
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au-dessous de la difficallé, i quelque degré de développe-
ment que parviennent jamais nos travaux |nlellcclucls Ainsi,
quand méme on découvrirait un jour la résolulion compléte
de toules les équations analyliques acluellement connues, ce
qui, & I'examen, doil étre jugé lout & fail chimérique, il n’est
pas douteux quavanl d'atteindre & ce but, el probablement
méme comme moyen subsidiaire, on aurait déji surmonté la
difficullé bien moindre, quoique trés grande cependant, de
concevoir de nouveanx éléments analytiques, dont I'introduc-
Lion donnerail lieu i des classes ('¢qualious que nous ignorons
complétement anjourd’hui ; en sorte qu'une pareille imper
fection relative e la science algéhrique se produirail encor,
malgré 'accroissement réel, trés important d'ailleurs, deh
masse absolue de nos connaissances.

Dans I'élat présent de I'algébre, la résolution compléte des
¢quations des quatre premiers degrés, des équalions binomes
quelconques, de cerlaines équalions spéeiales des degrés si-
périeurs, el d'un trés pelil nombre d'équations exponentiells
logarithmiques, ou circulaires, consliluent done les inéthodes
fondamentales que présente le caleul des fonctions directes
pour la solution des problemes mathématiques. Mais, avet
des ¢léments aussi bornés, les géomeétres n'en sont pas moins
parvenus a traiter d'une maniére vraiment admirable, un tr$
grand nombre de questions importantes, comme nous [
reconnaitrons suceessivement dans la suite de ce volume
Les perfectionnements généraux introduils depuis un siecle
dans le systéme total de I'analyse mathématique ont eu poir
caraclére principal d'uliliser 4 un degré immense ce peude
connaissances acquises sur le caleul des fonctions directes
au lieu de tendre & les augmenter. Ce résultat a é1é oblenn
& un tel point, que le plus souvent ee caleul n'ade role effee
Lif dans la solution compléte des diverses questions que p
ses parlies les plus simples, ecelles qui se rapportent aif
équations des deux premiers degris, & une seule oua pil
sieurs variables, |

L'extréme imperfection de I'algébre, relalivement & la rés
lulion des équations, a délerminé les analysles 4 s'occupé
d’une nouvelle classe de questions, dont il importe de maf
quer ici le véritable caractére. Quand ils ont cru devoir renols
cer & poursuivre plus longtemps la résolution des équation
algtébriques, des degrés supérieurs au qualriéme, ils se so
occupés de suppléer, autant ¢ue possible. a celte immen
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lacune, par ce qu’ils ont nommé la résolution numeérique des
équations. Ne pouvant obtenir, dans la plupart des cas, la
formule qui exprime quelle fonction explicite I'inconnue est
des données, on a cherché, a défaul de celle résolulion, la
seule réellemenl algébrique, # délerminer, du moins, indé-
pendamment de cette formule, la valeur de chaque inconnue
pour tel ou tel systeme désigné de valeurs particuliéres atlri-
buées aux données. Par les travaux successifs des analysles,
celle opéralion incomplete el balarde, qui présenle un
mélange intime des questions vraiment algébriques avec des
questions purement arithméliques, a pu, du moins, élre entié-
rement eftecluée dans lous les cas, pour des équations d'un
degré et méme d’une forme ¢uelconques. Sous ce rappott, les
méthodes qu'on posséde aujourd’hui seont suffisamment
générales, quoique les caleuls auxquels clles conduisent soient
souvent presque inexdéculables, a cause de leur complicalion.
Il ne reste donce plus, 4 cel égard, qu'a simplifier assez les
procédés pour qu'ils deviennent régulierement applicables,
- ee qu'on peul espérer d'oblenir dans la suite. D’apres cel éal
du calcul des fonctions direcles, on s'efforce ensuile, dans
l'application de ce calcul, de disposer, autant que possible, les
questions proposées de fagon & n'exiger finalement que celle
résolution numérique des équations.

Quelque précieuse que soil évidemment une telle ressource,
a défaul de la véritable solution, il est essentiel de ne pas
méconnailre le vrai carvaclére de ces procédés, que les ana-
lystes regardenl avec raison comme une algébre forl impar-
faile. En effet, il s’en faul de beaucoup que nons puissions
toujours réduire nos questions mathématiques 4 ne dépendre,
en derniére analyse, que de la résolution rumérique des équa-
tions. Cela ne se peut que pour les questions toul & fail
isolées, ou vraiment finales, c'est-i-dire. pour le plus petit
nombre. La plupart des questions ne sonl, en eflel, que pré-
paraloires, et destinées & servir de préliminaire indispensable
ala solution d'autres questions. Or, pour un Lel bul, il esl
évident que ce n'est pas la valeur effective de l'inconnue
qu'il importe de découvrir, mais la formule qui monlre com-
ment elle dérive des aulres quantités considérées. Clesl ce
qui arrive, par exemple, dans un cas trés élendu, toutes les
fois qu'une queslion déterminée renferme simullanément
plusieurs inconnues. Il s'agil alors, comme on sail, d’en faire,
_avant lout, la séparation. En employanl convenablement, a
LL-C- I 8
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cel effet, le procédé simple et général heureusement imaging
par les analystes, el qui consiste a rapporter I'une des incon
nues A toutes les aunlres, la difficulté disparaitrait constam:
ment, si l'on savait loujours résoudre algébriquement les
équations considérées, sans que la résolulion numérique
puisse &lre alors d’aucune ulilité. Cest uniquement faute de
connaitre la résolution algébrique des équations & une seule
inconnue, qu'on est obligé de traiter I'éfimination comme
une question distincte, qui forme une des plus grandes diffi
cullés spéciales de I'algebre ordinaire. Quelque pénibles que
soienl les méthodes & 'aide desquelles on surmonte cette dif-
ficulté, elles ne sont pas méme applicables, d'une maniére
entierement générale, & 'élimination d'une inconnue enbr
deux équations de forme quelconque.

Dans les questions les plus simples, et lorsqu’on n'a vérils
blemenl a résoudre qu'une seule équation & une seule incor
nue, celle résolution numeérigue n'en est pas moins un pu
cédé irés imparfait, méme quand elle est striclement suff-
sante. Elle présente, en effet, ce grave inconvénienl d'obligy
& refaire toule la suite des opéralions pour le plus léger chan
gement qui peul survenir dans une seule des quantités con
sidérées, quoique leur relation reste toujours laméme, san
que les calculs fails pour un cas puissent dispenser en aucunt
maniére de ceux qui concernent un aulre cas trés peu diffé
rent, faute d'avoir pu abstraire et trailer distinclement cefle
partie purement algébrique de la question qui est commui
a tous les cas résultant de la simple variation des nombre
donnés,

D’aprés les considérations précédentes, le caleul des fone
tions directes, envisagé dans son état actuel, se divise don
naturellement en deux parties fort dislincles, suivant qui
Lraile de la résolulion algébrique des équations ou de la
résolulion numérique. La premitre partie, la seule vraimel
satisfaisante, est malheureusement fort pen étendue, ef r
tera vraisemblablement Loujours treés bornée ; la secondé,ll
plus souvent insuffisante, a du momslwan(aw d'une gﬁ
ralité beaucoup plus grande. La nécessité de dlqtmguﬁrn
menl ces deux palhe-, est évidenle, & cause du but essenhelh
ment différent qu'on se propose dans chacune, et, par stile.
du point de vue propre sous lequel on y considére les quan
tités. De plus, si on les envisage relalivement aux divers
méthodes dont chacune est composée, on trouve dans!
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distribution rationnelle une marche loute différente. n cffet,
la premiére partie doil se diviser d'aprés la nalure des équa-
tions que l'on sail résoudre, et indépendamment de toute
considéralion relalive aux valears des inconnues. Dans Ja
seconde parlie. au conlraire, ce n'est pas suivanl les degrds
des égnations que les procéddés se dislinguenl naturellpment
puisqu'ils sont applicables & dez équations d un degré quel-
conque ; c’est selon l'espece numérique des wpualeurs des
inconnues. Car, pour calculer directement ces nombres sans
les déduire des formules qui en feraienl connailre les expres-
sions, le moyen ne saurail évidemmenl élre le méme. quand
les nombres ne sont susceplibles d'étre évalués que par une
suite d’approximations toujours incomplétes, que lorsquion
peut les oblenir exactement. Celle distinelion, si imporiante
dans la résolution numérique des équalions, des racines
incommensurables, el des racines commensurables, gui exi-
genl des principes tout A fait différents ponr leur détermina-
tion, est enliéremenl insignifiante dans la résolution algé-
brique, oit la nature ralionnelie ou irrationnelle des nombres
obtenus est un simple accident du caleul, qui ne peut exeveer
aucune influence sur les proeédés employés, Clest, en un mot,
une simple considération arithmélique. On en peut dive
aulant, quoique & un moindre degré de la distinclion des
racines commensurahles elles-mémes en enli¢res el fraclion-
naires, Iinfin, il en eslanssi de méme, & plus forte raison, pour
la classification la plus générale des racines, en réefles et
imaginaires. Toutes ces diverses considérations, qui sont pré-
pondéranles quanl a la résolulion numérique des dquations,
el qui n'ont aucune importance dans la résolulion algéhrique,
rendent de plus en plus sensible la nature essenlicliement
distincte de ces deux parlies principales de 'algéhre propre-
ment dite.

Ces deux parties, qui constitnent Pobjel immédial du caleul
des fonclions directes, sonl dominées parune (roisieme pure-
ment spéculalive, 4 laquelle 'une ef 'anlre empruntent lenrs
ressources les plus puissantes, el qui a ¢lé teds exaclement
désignée par le nom général de théorie des dqualions quoique
cependant elle ne porle encore que sur les équalions dites
algébriques. La résolulion numérique des équations, i cause
de sa généralité, exige spécialement celle base rationnelle.

Cetle derniére branche si importante de lalgthre se divise
naturellement. en deux ordrves de questions, d'abord celles

iy,



116 PHILOSOPHIE POSITIVE

qui se rapportent & la composilion des équations, el ensuile
celles qui concernent leur transformalion; ces derniéres
ayanl pour objet de modifier Ies racines d'une équalion sans
les connaitre, suivant une loi quelconque donnée, pourvu
que cette loi soil uniformerelalivement i toulesces racines (1),

Pour compléler celle rapide énuméralion géndérale des di-
verses parties essenlielles du caleul des fonclions directes,
je dois enfin mentionner expressémenl une des théories les
plus fécondes et les plus importantes de I'algéhre proprement
dile, celle relative i la transformation des fonelions en séries
4 l'aide de ce quion appelle la méthode des coefficients indé-
lerminés, Cetle méthode, si éminemmenl analytique, et qui

(1) Je erois devoir, au sujet de la Lthéorie des équations, signalet
ici une laeune de quelque importance. Le principe fondamental sur
legquel elle repose, el qui esl si fréquemment appliqué dans foule
lanalyse malhémalique, la décomposition des fonclions algébriques,
rationnelles, et entiéres d'un degré queleonqgue, en lacteurs du premier
degré, n'esl jamais employé que pour les fonctions dune seule
variable, sans que personne ail examiné si on doil I'dtendre aux
fonctions de plasieurs variables, ce que néanmoins on ne devrail pas
laigser incerlain. Quant aux fonctions de deux ou Lrois variables, les
considérations  géomélriques décident elaivement, quoique d'une
manitre indirecle, que leur décomposilion en factears est ordinaire-
ment impossibie ; car il en résullerail que chague classe correspon
dante d"éguations ne pourrail représenter une licne ou une suorfat
sui yeneris, el que =on licu géométrique rentrerait loujours dansle
systéme de ceux apparlenant i des équations de degré inférieur, dg
telle sorte que, de proche en proche, toute équation ne produiraif
jamais que des lignes droites ou des plans. Mais, précisément 4 cause
de cetle inlmplélalion concréle, ce théoréme, quoique purement
négalif, me semble avoir une si grande importance ])ourla géomélrie
analylique, que je m'élonne qu'on nail pas cherché a établir directs
ment upe dilférence aussi caraclérislique entreles fonelions & une senlé
variable ¢t celles & plusieurs variables. Je vais rapporter ici -ommai+
rement la démonstration abstraite el générale que jen ai lrou»__-
quoiquielle [l plus convenablement plncéo dans un lraité spécial,

1* 531 [ (&, y) pouvail e déeomposer en facteurs du premier deged
on les obliendrail en résolvant I'équation [ (@, y) = o. Or, d'aprés 16§
considéralions indiquées dans le textle, celle équalion, résclue pap
rapporl 4 @, Tournirait des formules qui contiendraient nécessaire
ient divers radicaux, dans lesquels enlrerail y. Les fonctions degy
repfermées sons chaque radical, ne sauraient évidemment élre €
piéndral des puissances parfaites, Or, il faudrait qu'elles le devinss
pour que les facteurs ¢lementaires correspondants de [ (a, y), el qul
sonl déja du premier degré en m, fussenl aussi du premier degréy
o méme simplement rationnels, relativement & y. Cela ne pourrd
done avoir licu que dans cerlaing cas particuliers, lorsque les conf?
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doit &tre regardée comme une des découverles les plus remar-
quables de Descarles, a sans doute perdu de son imporlance
depuis I'invention et le développement du caleul infinitésimal,
dont elle pouvail lenir lieu si heureusement sous quelques
rapporls parliculiers. Mais I'extension eroissanle de 'analyse
lranscendante, quoique ayanl rendu cette méthode bien
moins nécessaire, en a, d'un autre coté, mulliphié les appli-
cations el agrandi les ressources; en sorte que, par Putile
combinaison qui s'est finalemenl opérée enlre les deux
théories, I'usage de la méthode des coefficients indélerminés
est devenu aujourd’hui beaucoup plus étendu qu'il ne I'élait
méme avant la formalion du caleul des fonclions indirectes,

Aprés avoir esquissé le lableau général de l'algébre pro-
prement dite, il me resle maintenant & présenler quelques
considérations sur divers points principaux du calenl des
fonclions direcles, dont les nolions peuvenl élre ulilement
éclaircies par un examen philosophique.

Les difficultés relalives a plusieurs symboles singuliers

ficients remplivont les conditions plus ou moins nombreuses, mais
conslamment déterminées, quiexige la disparition des radicanx, Le
méme raisonnement sappliquerail évidemment, 4 bien plus forte
raison, aux fonclions de Lroise quatre, ele., variables ;

2" Une autre démonsiration, de nalure frés diftérente, se lire de Ia
mesure du degré de généralité des fonetions & plusicurs variables,
lequel s'estime par le nombre de constantes arbitraires entrant dans
leur expression Ia plus compldte el la plos simple. Je me bornerai @
lindiquer pour les fonctions de deux variables; il serait aisé de
Iétendre 4 celles qui en contiennent davaniage,

On gait que le nombre de constantes arbitraires conlenues dans
la formule générale d’une fonction du degré m & deux variables esl
m(m -+ 3)
Lt

2
en deux facteurs, I'un du degré a, et Fautre da degré m — n. le pro-
duil renfermerait un nombre de constantes arbilraires égal i
nln+38)  (m—n)im—n-3).
3 T 2
Ce nombre étant, comme il esl aisé de le voir, inférieur au précédent
de n (m — a), il en résulte quun tel produil, ayant moins de généra-
lité que la fonction primitive, ne peut la représenter conslamment.
On voit méme qu'une telle comparaison exigerait n (m — n) relntions
spéciales enlre les coelficients de eetle fonetion, qu'on lrouverait
‘msément en développant 'identité. )

Ce nouveau genre de démonstration, fondé sur une considéralion
ordinairement négligée, pourrait probablement étre employé nveo

~ Wvanlage dans plusicurs aulres circonstances.

-

. Or, =i une Lelle fonetion pouvait seulement se décomposer
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auxquels conduisenl les caleuls algébriques el nolammenl
aux expressions diles imaginaires, ont élé, ce me semble,
beaucoup exagérées par suite des considéralions purement
mélaphysiques (u'on s'esl eflorcé d'y introduire, au lieu
d'envisager ces résullals anormaux sous leur vrai point de
vue, comme de simples fails analyliques. En les concevanl
ainsi, il est aisé de veconnailre, en Lhése générale, que Uesprit
de I'analyse malhémalique consistanl & considérer les gran-
deurs sous le scul point de vue de leurs relations, el indépen
damment de toule idée de valeur déterminée, il en résulle
néceessairemenl pour les analysles I'obligalion conslante
d'admellre indilféremment Loutes les sortes d'expressions
quelconques que pourront engendrer les combinaisons algé-
hriques. S'ils voulaienl s'en interdire une seule, & raison de
sa singularilé apparente, comme elle est toujours susceptiblp
de se présenler d'apres cerlaines suppositions particuliéres
sur les valeurs des quantilés considérées, ils seraient con
trainls d'allérer la généralité de leurs conceplions, el @
introduisant ainsi, dans chaque raisonnement, une suife de
distinclions vraiment élrangéres, ils feraicnl perdre & l'and:
lyse malhiémalique son principal avanlage caractéristique
la simplicité el l'uniformité¢ des idées qu'elle combing
L'embarras que l'intelligence ¢prouve ordinairement au sujai
de ces expressions singuliéres me parail provenir Lasentlﬁ
lement de la confusion vicieuse quelle fail 4 son insu en

I'idée de fonciion cl I'idée de valeur, ou, ce qui revienbdl
méme, enbre le point de vue wlgébrique, el le poinl de vie
arithmélique. Si la nalure de cel ouvrage me permettaitd
présenter & cel égard les développements suflisants, il me

rations indiquées dans celle lecon et dans les deux prée
denles, de dissiper les nuages dont une fausse maniére di
voir entoure habituellement ces diverses nolions. Le résulld
de cet examen démonlrerail expressémenl que I'analf
malhémalique esl, par sa nature, beaucoup plus claire, soU
les différents rapports dont je viens de parler, que ne i
croient communément les géométres eux-mémes, égarés
les ubjections vicicuses df‘b mélaphysiciens. :

Relalivemenl aux quantités négalives, {[111, par suite
méme espril mélaphysique, onk donné lieu a lant de diset
sions déplacées, aussi dépourvues de tout fondement rations
gue dénuces de toule viritable utililé scienlifique, il fant
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tinguer, en considérant toujours le simple fait analytique,
entre leur signification abstraite el leur interprétation con-
créle, qu'on a presque loujours confondues jusqu'a présent.
Sous le premier rapport, la Lhéorie des quanlilés négatives
peul étre établie d'une maniére compléle par une seule vue
algébrique. Quant & la nécessité d’'admellre ce genre de ré-
sullats concurremmenl avee loul antre, elle dérive de la con-
sidération générale que je viens de présenter: et quanl & leur
emploi comme artifice analylique pour rendre les formules
plus étendues, ce mécanisme de calcul ne peul réellement
donner lieu & aucune difficullé sérieuse. Ainsi, on peul envi-
sager la théorie abstraite des quantilés négatives comime ne
laissant rien d'essenliel a désirer: elle ne présenle vraiment
d'obslacles que ceux qu'on y introduit mal & propos par
des considéralions sophistiques. Mais il n'en est nullement
de méme pour leur théorie concréte.

Sous ce point de vue, clle consisle essentiellemenl dans
celte admirable propriélé des signes + et — de représenter
analytiquement les oppositious de sens donl gont susceplibles
certaines grandeurs. Ce théoréme général sur les relalions
du concret & Pabstrail en mathématique esl une des plus
belles découverles que nous devions au génic de Descarles,
qui I'a oblenue comme un simple résulial de I'observalion
philosophique convenablement dirigée. Un grand nombre de
géometres onl lenlé depuis d'en établir direclement la dé-
monstralion générale. Mais jusqu'ici leurs efforts ont éL¢ illu-
soires, soit qu'ils aienl essayé de trancher la difficulté par de
vaines considérations mélaphysiques, ou par des comparai-
sons trés hasardées, soil qu'ils aient pris de simples vérifica-
tions dans quelque cas parliculier plus ou moins borné pour
devéritables démonstralions. Ces diverses lentalives vicieuses,
¢t le mélange hélérogéne du point de vue abstrait avec le
point de vue concret, onl méme introduil communément &
cel égard une telle confusion qi'il devienl néeessaire d'énon-
cer iei distinctement le fait général, soit qu'on veuille se
contenler d’en faire usage, soil qu’on se propose de I'expli-
quer. Il consisle, indépendamment de toule explicalion, en
cé que @ si dans une équation quelconque exprimant la rela-
lion de certaines quantilés susceptibles d'opposition de sens,
une ou plusieurs de ces quantités viennenl & éire complées
dans un sensconlraire a celui qu’elles affectaicnl quand I'équa-
lion a été primitivement élablie ; il ne sera pas néeessaire (e
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former direclement une nouvelle équation pour ce second
élat du phénoméne, il suffira de changer, dans la premiére
¢équation, le signe de chacune des quanlités qui auront
changé de sens, el I'équalion ainsi modifiée coincidera tor-
jours rigoureusement avec celle qu'on aurait trouvée en re
commengant & chercher pour ce nouveau cas la loi analytique
du phénoméne, C'est dans celle coincidence conslante el
nécessaire que consisle le théoréme général. Or, jusqu'icion
n'esl point parvenu réellement A s'en rendre compte direc
tement; on ne s'en est assuré que par un grand nombre de
virifications géométriques el mécaniques, gui sont, il e
yrai, assez mullipliées el surtout assez variées pour qu'il ne
puisse rester ans ancun esprit juste le moindre doule su
I'exactitude ct la généralité de cette proprieté essentielly
mais qui, sous le rapport philosophique, ne dispensenl nul
lemenl de chercher une explicalion aussi imporlante, Lex
tréme étendue du théoréme doil faire comprendre 4 la foisel
la difficulté capitale de cetle recherche si souvent reprise i
fructucusement, et la haunte utilité dont serait sans doule
pour le perfectionnement de la science mathématique, li
conceplion générale de celle grande vérité, I'espril ne pouw
vanl évidemment s'y élever qu'en se plagant & un point
vue d'ott il découvrirait inévilablement de nouvelles idées
par la considération directe et approfondie de la relation du
concrel & I'abslrait. Quoi qu'il en soil, 'imperfection que
présente encore la science, sous ce rapporl, n’a point enr
péché les géomelres de faire 'usage le plus étendu et le plus
important de cette propriélé dans loules les parlies de la me
thématique concréte, oit I'on en éprouve un hesoin presque
continuel. On peul méme retirer une cerlaine utilité logique
de la simple considération netle de ce fail général, tel queje
I'ai déerit ci-dessus; il en résulte, par exemple, indépendam
ment de toute démonstration, que la propriélé dont nous par
lons ne doit jamais étre appliquée aux grandeurs qui alfectent
des direclions continuellement variables, sans donner lieu d
une simple opposition de sens : dans ce cas, le signe dont s
trouve nécessairement affecté tout résullat de caleul n'est
susceptible d’aneune interprélation concréle, et c’est a lor
qu'on s'efforce quelquefois d'en établir; celte circonstanced
lieu, entre autres occasions, pour les rayons vecteurs €l
géomélrie, elles forces divergenles en mécanique. i

Un second théoréme général sur la relation du concrel
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I'zbstrait en mathématique, que je crois devoir considérer
expressémenl ici, est celui quon désigne ordinairement sous
le nom de principe de I'homogénéité. 11 esl cans doule bien
moeins important dans ses applications que le précédent. Mais
il mérite particulitrement nolre attention comme ayanl, par
sa nalure, une éiendue encore plus grande, puisqu'il
gapplique indislinctement & tous les phénoménes, et & cause
de I'utilité réelle qu'on en retive souvent pour la vérification

_deleurs lois analytiques. Je puis d'ailleurs en exposer une
démonstration direcie el générale, qui me semble forl
simple. Elle est fondée sur cette seule observalion, évidente
par elle-méme : 'exactitude de toute relation enlre des gran-
deurs concrétes quelconques esl indépendante de la valeur
des unités auxquelles on les rapporte pour les exprimer
en nombres. Par exemple, la relalion qui existe entre les
lrois ¢otés d'un triangle a licu soil qu'on les évalue en matres,
ou en licues, ou en pouces, elc.

Il suit de cetie considération générale, que toule éguation
qui exprime la loi analylique d'un phénoméne quelconque
doil jounir de celle propriélé de n'étre nullement altérée,
quand on fait subir simultanément & toules les quanlités qui
s'y trouvent le changement correspondant & celui qu'éprou-
veraienl leurs unilés respectives. Or, ce changement con-
siste évidemment en ce que toules les quantilés de chaque
espéee deviendraient a la fois m fois plus pelites, sil'unilé
qui leur correspond devient m fois plus grande, ou récipro-
quement. Ainsi, toute équation qui représente une relalion
coneréte quelcongue doit offric ce caractére de demeurer la
méme, quand on y rend m (ois plus grandes toules les quan-
lités qu’elle contienl, el qui expriment les grandeurs enlre
lesquelles existe la rdlation, en exceplani toutefois les
nombres qui désignent simplement les rapporls mutuels de
ces diverses grandeurs, lesquels restent invariables dans le
changement des unités. C'esl dans cetle propriélé que con-
siste Ia loi de T’homogénéilé, snivant son acceplion la plus
élendue, c'est-a-dire, de quelques fonctions analytiques que
les équations soient composées.

Mais, le plus souvent, on ne considére que le cas ol ces
fonctions sonl de celles qu'on appelle particuliérement algé-
briques, et auxquelles la nolion de degré est applicable.
Dans ce cas, on peul préciser davantage la proposition géné-
rale, en délerminant le earaclére analytique que doil pre-

k-
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senter nécessairement 1'¢quation pour que cette propriété
soit vérifide. 11 est aisé de voir alors, en effet, que, par la
modification ci-dessus exposée, tous les fermes du premier
degré, quelle que soit leur forme, rationnelle ou irration-
nelle, entiére ou [ractionnaire, deviendronl m fois plus
grands; tous ceux du second degré, m* fois ; ceux du lroi-
sitme, m* fois, ele. Ainsi, les termes du méme degré,
quelque diverse que puisse élre leur composition, variant de
la méme maniére, et les termes de degrés dilférents variant
dans une proporlion inégale, quelque similitude que puisse
offrir leur composition, il faudra nécessairement, pour que
I'équation ne soit pas troublée, que tous les termes qu'elle
contienl soient d'un méme degré. C'est en cela gue consisle
proprement le théoréme ordinaire de 1'homogeénéité ; el c'est
de cetle eirconslance que la loi générale a tiré son pom, ui
cependanl cesse d'¢lre exaclement convenable pour loule
autre espéce de fonclions.

Afin de traiter ce sujel dans loule son étendue, il importe
d’observer une condition essentielle, 4 laquelle on devra avoit
égard en appliquant celle propriété, lorsque le phénoméne
exprimé par I'équation présentera des grandeurs de natures
diverses. En effel, il pourra arriver que les unilés respectives
soienl complétement indépendantes les unes des autres, ol
alors le théoréme de 'homogénéilé aura lieu, soit par rappotl
a toutes les classes correspondantes de quantités, soit qu'ol
ne veuille considérer qu'une senle on plusieurs d’entre elles.
Mais il arrivera, dans d'aulres occasions, gque les diverss
unités auronl entre elles des relalions obligées, déterminées
par la nalure de la question. Alors, il faudra avoir égardd
cette subordination des unilés dans la vérification de I’homeé:
généilé, qui n'existera plus en un gens purement algébriquy
el dont le mode précis variera suivanl le genre des phéno
ménes. Ainsi, par exemple, pour fixer les idées, quand of
considérera dans l'expression analylique des phénoménes
géométriques, 4 la fois des lignes, des aires et des volumes
il faudra observer que les {rois unilés correspondantes sol
nécessairemenl liées enlre elles, de lelle sorte que, suivanl
la subordination généralement établie & cel égard, lorsque
la premiére devienl m fois plus grande, la seconde le devienl
m® fois, et la Lroisitme m? fois. C'est avec une telle modifies:
tion que I'homogénéité existera dans les équations, ot o
devra alors, si elles sont algébriques, estimer le degré &
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chaque terme, en doublant les exposants des facteurs qui
correspondent & des aires, el triplant ceux des facleurs rela-
tifs 4 des volumes (1).

Telles sont les principales considéralions générales, irés
insuffisantes sans doute, mais auxquelles je suis conlraint de
me réduire par les limites naturelles de ce cours, relalivement
au calcul des fonclions directes. Nous devons passer main-
lenant & l'examen philosophique du caleul des fonclions
indirectes, dont l'importance et I'étenduc bien supérieures
réclament un plus grand développement.

{1} J'ai été conduit, il y a douze ans, par mon enseignement jour-
nalier de la science mathématique, a4 construire cette théorie géné-
rale de I'homogénéité. J'ai trouvé depuis que M, Fourier, dans son
grand ouvrage sur la chaleur, publié en 1822, avail suivi, de¢ son
colé, une marche essentiellement semblable, Malgré cette heureuse
coincidence, qua duo naturellement déterminer la  considération
directe d'un sujel aussi simple, je n'ai pas cru devoir ici renvoyer &
ga démonstration; celle que je viens d'exposer ayant pour principal
objet d’embrasser Pensemble de la question, sans ¢gard & aucune
applicalion spéciale,
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Exposition comparative des divers points de vue généraux sous
lesquels on peut envisager le calcul des fonctions indirectes.

Nous avons déterminé, dans la quatricme lecon, le carac-
tere philosophique propre & I'analyse transcendanle, de
quelque manitre qu'on puisse la concevoir, en considérant
seulement la nature générale de sa destination effeclive dans
Iensemble de la science mathématique. Celte analyse a él,
comme on sail, présentée par les géometres sous plusieurs
points de vue réellement distincls, quoique nécessairemen
équivalents, et conduisant loujours & des résultals identiques.
On peut les réduire 4 trois principaux, ceux de Leibnitz, de
Newlon et de Lagrange, donl tous les autres ne sont que des
modifications secondaires. Dans 1'élat présent de la science;
chacune de ces trois conceplions générales offre des avantages
essentiels qui lui apparliennenl exclusivement, sans qu'on
soil encore parvenu i construire une méthode unique réunis
sant toules ces diverses qualilés caractéristiques. En méditanl
sur l'ensemble de cetle grande queslion, on est convaincu, j¢
crois, que c'est dans la conception de Lagrange que s'opé
rera un jour celte combinaison. Quand eel important travail
philosophigue, qui exige une profonde élaboration de loules
les idées mathémaliques fondamentales, sera convenable
ment exécuté, on pourra se borner alors, pour connailre
P'analyse {ranscendante; & la seule éiude de cette conceplion
définitive, les aulres ne présentant plus essentiellement quua
intérét historique. Mais jusqu’d cetle époque la science devi
étre considérée, sous ce rapporl, comme ¢tant dans un véris
table ¢tal provisoire, qui exige absolument, méme pour
'exposilion dogmalique de cetle analyse, la considération
simultanée des divers modes généraux propres au calel
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des fonclions indirectes. Quelque peu satisfaisante que puisse

paraitre, sous le rapport logique, celte multiplicité de con-
ceplions d'un sujet toujours identique, il est cerlain que,
sans celte indispensable condition, on ne pourrait se former
aujourd’hui qu'une nolion Irés insuffisante de celte analyse,
soit en elle-méme, soil surtout relativemenl & ses applica-
tions, quel que fat le mode unique que l'on aurait eru devoir
choisir. Ce défaut de systématisation dans la partie la plus
imporlante de I'analyse mathémalique ne parailra nullement
étrange, si 'on considére, d'une parl, son exlréme élendue,
sa difficulté supérieure, et, d'une aulre part, sa formation
~presque récente. La génération des géomeétres esl a peine
renouvelée depuis la production primitive de la conception
destinée sans doule & coordonner la science, de maniére i
lui imprimer un caractére fixe et uniforme; ainsi, les habi-
tudes intellectuelles nont pu encore, sous ce rapporl, élre
suffisammentl formées.

Sl s’agissail ici de Lracer Uhistoire raisonnée de la for-
mation successive de 'analyse transcendante, il faudrait
préalablement distinguer avec soin du caleul des fonclions
indirectes proprement dil I'idée mére de la méthode infinité-
simale, laquelle peul élre congue par elle-méme, indépen-
damment de tout caleul. Nous verrions, dés lors, que le
premier germe de celte idée se Lrouve déjh dans le procédé
constant, employé¢ par les géomeélres grecs, sous le nom de
‘méthode d'exhauslion, pour passer de ce qui est relalif aux
lignes droites & ce qui concerne les lignes courbes, el qui
consistait essentiellement & subsliluer & la courbe la considé-
ralion auxiliaire d'un polygone inscril ou circonserit, d’aprés
lequel on s'élevait & la courbe elle-méme, en prenant conve-
nablement les limites des relations primitives. Quelque in-
conlestable que soit cette filiation des idées, on lui donnerail
une importance fort exagérée, en voyanl dans ceite méthode
d'exhaustion I'équivalent réel de nos méthodes modernes,
comme l'ont fait plusicurs géomitres. Car les anciens
navaient aucun moyen ralionnel et général pour la détermi-
nalion de ces limiles, qui constituait ordinairement la plus
grande difficulté de la question; en sorle que leurs solutions
w'élaient point soumises & des régles abslraites el invariables,
dont l'application uniforme doil conduire avee cerlitude &
la connaissance cherchée, ce qui est le principal caractére
de notre analyse lranscendanle. En un mot, il restait A
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généraliser la conceplion employée par les anciens, el sur-
lout, en la considérant d'une maniére purement abstraile,
4 la réduire en calcul, ce qui leur étail impossible. La pre-
miére idée qui ait ¢Lé produite dans cetle nouvelle direction,
remonte véritablement & notre grand géomeire Fermal. que
Lagrange a justement présenlé comme ayanl ébanché la
formalion directe de l'analyse transcendanie, par sa mé-
thode pour la détermination des mawzima el minima, el pout
la recherche des tangentes, qui consistail essentiellemenl,
en effel, & introduire la considération auxiliaire des accrois
sements co-relatifs des variables proposées, accroissements
supprimés ensuile comme nuls, aprés que les équalions
avaienl subi certaines transformations convenables. Mais
quoique Fermat edl le premier concu colle analyse d'uné
mauniére vraiment abstraile, elle était encore loin d’élre régu
litrement formée en un calenl général et distincl, ayant st
nolalion propre, el surtout dégagé de la considéralion super-
flue des termes, qui finissaient par n'étre plus comptés dans
I'analyse de Fermal, aprés avoir néanmoins singuliéremen
compliqué par leur présence tontes les opérations. Clesl ol
qu’a si heureusemenl exécuté Leibnitz un demi-sitcle plu
lard, aprés quelques modifications inlermédiaires apportés
par Wallis, et surlout par Barrow, aux idées de Fermat;
par la il a é1é le vérilable créateur de analyse transcendanly
telle que nous Jemployons aujourd’hui. Cette découverit
capilale étail tellement mire, comme loutes les grandes con
ceplions de I'esprit humain au moment de leur manifestation;
que Newlon, de son colé, élail parvenu en méme lemps,dl
un peu auparavant, 4 une méthode exaclemenl équivalenlty
en considérant cette analyse sous un point de vue trés difft
rent, et qui, bien que plus rationnel en lui-méme, est réelle
ment moins convenable pour donner a la méthode fondi
mentale commune toute I'étendue el la facililé que lui ool
imprimées les idées de Leibnilz. Enfin, Lagrange, écarts
les considérations hélérogeénes qui avaient guidé Leibnilz
Newton, est parvenu plus tard & réduire 'analyse iransce
dante, dans sa plus grande perfection, & un sysleme puremé
algébrique, auquel il ne manque encore que plus d'aplilu
avx applications.
Aprés ce coup d'eeil sommaire sur I'histoire générale
l'analyse lranscendanle, procédons & I'exposition dogmati
des Lrois conceplions principales, afin d'apprécier exaclem
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leurs propriétés caractéristiques, et de constater I'identilé
nécessaire des méthodes qui en dérivent. Commencons par
‘celle de Leibnitz.

Elle consiste, comme on sail, & inlroduire dans le caleul,
pour faciliter I'établissement des équations, les éléments
infinimenl petils dont on considére comme composées les
quanlilés entre lesquelles on cherche des relations. Ces
élémenls ou différentiellies auronl entre eux des relalions
constamment el nécessairement plus simples et plus faciles
a découvrir que celles des quantités primilives, et d'apres
lesquelles on pourrail ensuite, par un caleul spécial ayant
pour destination propre I'élimination de ces infinitésimales
auxiliaires, remonter aux équalions cherchées, qu'il eut été
le plus souvent impossible d'obtenir directement. Celie
analyse indirecle pourra 'dlve & des degrés divers: car, sion
lrouve quelquefois trop de difficulté & former immédialement
I'équation enlre les différentielles mémes des grandeurs que
Pon considére, il faudra, par un emploi redoublé du méme
artifice général, trailer, & leur tour, ces dillérentielles
comme de mnouvelles quanlilés primilives, el chercher la
relation enlre leurs éléments infiniment petils, qui, par
rapport aux objets définitifs dela question, seront les différen-
lielles secondes; et ainsi de svite, la méme transformation
pouvant &lre répélée un nombre quelconque defois, a Ia
condition toujours d’¢liminer finalemenl le nombre de plus en
plus grand des quantités infinitésimales introduiles comme
anxiliaires.

Un esprit encore élranger 4 ces considérations n'apergoil
pas sur-le-champ comment l'emploi de ces quantités auxi-
liaires peul faciliter la découverte des lois anaiytiques des
phénomenes ; car les aceroissements infiniment pelits des
grandeurs proposées étant de méme espéce (u'elles, leurs
relalions ne paraissenl pas devoir s’oblenir plus aisément,
la valeur plus ou moins petite d'une quanlité ne pouvant, en
effet, exercer aucune influence sur une recherche nécessai-
rement indépendante, par sa nature, de loule idée de valeur.
Maisil est aisé¢, néanmoins, de s'expliquer trés nettement, et
d'une maniére loula fail générale, 4 quel point, par un lel
arlifice, la question doil se lrouver simplifi¢e. Il faut, pour
cela, commencer par distinguer les différenls ordres d'infini-
ment petils, dont on peul se faire une idée fort précise, en
considérant que ce sonl ou les puissances successives d'un
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méme infiniment pelit primitif, ou des quantités qu'on peul
présenter comme ayant avec ces puissances des rapports finis,
en sorle que, par exemple, les différentielles seconde, troi-
sitme, ele., d'une méme variable, sont classées comme
infiniment petils du second ordre, du troisiéme, cte,, parce
quil est aisé de montrer en elles des mulliples finis des
puissances seconde, (roisiéme ele., d'une certaine différen-
tielle premiére. Ces notions préliminaires élant posées, les-
prit de lanalyse infinitésimale consistea négliger constamment
les quanlités infiniment peliles a I'égard des quantilés finies,
el, généralement, les infiniment petits d'un ordre quelcongue
vis-4-vis tous ceux d'un ordre inférieur. On congeil immédia-
tement combien une telle faculté doit faciliter la {formation
des équations entre les différenticlles des quantités, puisque,
au lieu de ces différentielles, on pourra substituer tels autres
¢léments qu'on voudra, el qui seraient plus simples & consi-
dérer, en se conformant a celle seule condilion gue les nou-
veaux éléments ne différent des précédents que de quantités
infiniment peliles par rapporl & eux. Clesl ainsi qu'il sera
possible, en géoméirie, de trailer fes lignes courbes comme
composées d'une infinilé d'éléments rectilignes, les surfaces
courbes comme formées d'éléments plans ; et, en mécanique,
les mouvements variés comme une suile infinic de mouve
ments uniformes, se suceédanl & des intervalles de temps in-
finiment pelils. Vu Pimportance de cetle conception admi
rable, je crois devoir ch, par lindication sommaire d¢
quelques exemples principaux, achever d’éclaicir son carac
tére fondamental.

Ou'il s'agisse de délerminer, en chaque poinl d'une courbe
plane dont I'équation est donnée, la direction de sa tangents,
question dont la solution générale a été 'objet primitif
qu'avaient en vue les inventeurs de 'analyse transcendante.
On considérera la tangenle comme unc séeante qui joindrail
deux poinls infinimen( voisins ; el alors, en nommant dy ¢
dz les différences infiniment petiles des coordonnées deces
deux points, les premiers éléments de la géomélrie fournis
cif ) 3
I Pour la tangente lrix
gonomélrique de l'angle qui fail avee I'axe des = la langenle
cherchée, ce qui, dans unsystéme de coordonnées recLilign@
est la maniére la phl-‘« simple d'en fixer la pouition Cells
¢quation, commune a loules les courbes, élanl posée, la ques

ront immédiatement 'équation ! =
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tion est réduile & un simple probleme analylique, qni consis-
tera a éliminer les infinitésimales da el dy, introduiles
comme auxiliaires, en délerminant, dans chaque cas parti-
culier, d'aprés 'équalion de la courbe proposée, le rapport
de dy & da, eo qui se [era conslamment par des proeddés uni-
formes el Irés simples.

En second lieu, qu'on veuille connailre la longuenr de Vare
d'une courbe quelconque, considéré eomme une fonelion des
coordonnées de ses exirémilés, 11 serail impossible d'élabliv
immédialement I'équalion enlre cel ave s ¢f ces coordonndes,
tandis qu'il esl aisé de Lrouver la relabion correspondanle
entre les différenlielles de ces diverses grandeurs. Les plus
simples théorémes de la géomdélrie ¢lémenlaire donneront,
en effet, sur le champ, en considérani 'arc infiniment pelit
ds comme une ligne droile, les équalions

ds? —dy? 4 dr? ouds *=de? +dy?+d2,

suivanl que la courbe sera plane ct & double courbure. Daus
l'un el l'aulre cas, la question est maintenant toul enlitre du
domaine de I'analyse, qui fera remonter, daprés celle rela-
tion, & celle qui exisle enlre les quanlités finies elles-mémes
que l'on considére, par '¢limination des différenticlies, qui
est 'objel propre du ealeul des fonelions indirecies,

llenserail de méme pour laquadrature des airescurvilignes.
Sila courbe est plane el rapporlée a des coordonnées reeli-
lignes, on concevra l'aire A comprise entreelle, 'nxe des @,
el deux coordonuées exlrémes, comme augmentant dune
quantité infinimenl! petite d.A, en résultat d'un aceroissement
analogue de 'abeisse. Alors la relation enlre ces deux dillé-
rentielles pourra s'obtenir immédiatement avee la plus grande
facilité, en substituant a 'élément curviligne de l'aire pro-
posée le rectangle formé par l'ordonnée exiréme el 'élément
de T'abcisse, dont il ne différe évidemment que d'une quan-
lité infiniment petite du sccond ordre, ce qui fournira aus-
sildt, quelle que soil la courbe, I'équation diff¢renticlle lrés
simple

dA = yda,

d'oli 1e caleul des fonclions indirectes, quand la eourbe sera
définie, apprendra 4 déduire U'éguation finie, objel immédial
du probléme.

Pareillement, en dynamique, quand on voudra connaflre
Yexpression de la vilesse acguise & chaque instanl par un

AC = 1, 9
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corpsanimé d'un mouvemen| variésuivant une loi quelconque,
on considérera le mouvement comme uniforme pendant la
durée d'un élément infiniment petit du temps £, el on formera
ainsi immédiatement I'équation différentielle de = vdi, v dé-
signanl la vilesse acquise quand le corps a parcourn Ves-
pace e, el de la il sera facile de conclure, par de simples
procédés analyliques invariables, la formule qui donnerail
la vitesse dans chaque mouvement parliculier, d’aprés i
relation correspondante enire le Lemps el I'espace ; ou, réck
proquement, quelle serait celte relation =i le mode de varis-
tion de la vitesse étail supposé connu, soit par rapport
I'espace, soit par rapport au lemps.

Enfin, pour indiquer unc aulre nalure de queslions, clel
pur une marche semblable que, dans I'éludes des phénoménes
thermologiques, comme I'a si heureusement congue M. Forr
rier, on peut former trés simplement, ainsi que nous le verron
plus tard, I'équation dillérenticlle générale qui exprime i
répartilion variable de la chaleur dans un corps quelconqu
4 quelques influences qu'on le suppose soumis, d'apres i
seule relation, fort aisée & oblenir, qui représente la disin
bulion uniforme de la chaleur dans un parallélépipéde reo
tangle, en considéranl géométriquemenl Loul aulre com
comme décomposé en éléments infiniment petits' d'une tell
forme, el thermologiquement le flux de chaleur comme cons
tant pendant un temps infiniment pelit. Dés lors, loutes lis
questions que peul présenter la thermologic abstraite &
irouveront réduites, comme pour la géomélrie el la még
nique, & de pures difficultés 'analyse, qui consisteronl tol:
jours dans'¢limination des différentielles introduites commé
auxiliaires pour [aciliter I'élablissement des équations.

Des exemples de nalure aussi diverse sonl plus que sils
fisants pour faire netlement comprendre en général I'immeng
portée de la conceplion fondamentale de I'analyse transce
dante, telle que Leibnilz I'a formée, et qui constilue s
aucun doute la plus haute pensée & laquelle l'esprit humad
se soil jamais élevé jusqu'h présenl.

On voit que cetle conceplion ¢tait indispensable pol
achever de fonder la science mathémalique, en permella
d’établir d'une maniére large cl féeconde la relation du el
cret & l'abslrail. Sous ce rapport, elle doil ¢lre envisa
comme Ie complément nécessaire de la grande idée-méi@
Descartes, sur la représentation analytique générale desp!

|
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noménes naturels, idée qui n'a commencé a élre dignement
appréciée et convenahlement exploitée que depuis la forma-
lion de I'analyse infinitésimale, sans laquelle elle ne pouvait
encore produire, méme en géométrie, de résullats trés im-
portants (1),

Quoique j'aie eru devoir, dans les considérations précé-
dentes, insister particuliéremenl sur Padmirable facilité que
présenle par sa nalure I'analyse lranscendante pour la recher-
che des lois mathématiques de lous les phénoménes, je ne
dois pas mnégliger de [aire ressorlir une seconde propriété
fondamentale, peul-étre aussi imporlante que la premiére, et
qui ne lui est pas moins inhérente: je veux parler de I'ex-
tréme généralité des formules difiérenticlles, qui expriment
eén une seule équation chaque phénomeéne déterminé, quelque
variés que puissenl étre les sujels dans lesquels on le consi-
dére. Ansi, sous le point de vue de 'analyse infinilésimale,
on voil, dans les exemples qui précédent, une scule équation
différentielle donner les langenles a loutes les courbes, une
autre leurs vectificalions, une troisiéme leurs guadratures ;
el de méme, une formule invariable exprimer la loi malhé-
matique de toul mouvement varié ; enfin une équalion unique
représenter constamment la réparlition de la chaleur dans
un corps et pour un cas quelconques. Cette geénéralité si émi-
nemment remarquable, el qui esl pour les géomolres la hase
des considérations les plus Glevées, est une heurcuse consé-
quence nécessaire el presque immédiate de Tespril méme de
lanalyse transcendante, surtoul dans la conception de Leib-
vitz. Elle résulte de ce que, en substituanl aux éléments infi-
nimenl petils des grandeurs considérées, d'aulres infinilési-
males plus simples, qui seules cnlrent dans les équations
difiérentielles, ces infinitésimales se Lrouvent, par leur nature,

{1} 1 est bien remarquable, en effet, que des hommes lels que Pas-
¢al aient fail anssi peu d'attention & la conceplion fondamentale de
Descarles, sans pressentir nullement la révolution générale qu'ells
il néeessairement destinée i produire dans le systéme enlicr de la
gcience mathématique. Cela est venu de ce que, sans le secours de
rm:lal)'sc lranscendante, cette admirable méthode ne pouvail réelle-
meént encore conduire i des résullats essentiels, qui ne pussent ¢lre
oblenus presque aussi bien par la méthode géométrique des anciens.

s esprits méme le= plus éminents ont loujours bien moins appre-

- €8 jusquici les méthodes générales par leur simple caraclire philoso-
que, que par les connaissauces efleclives qu'elles pouvaient procurer
i immiédiatement.
1
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¢tre constamment les mémes pour chaque classe lolale de
questions, quels que soienl les objels divers du pliénoméne
étudié. Ainsi, par exemple, toule courbe, quelle qu'elle soit,
élant toujours décomposée en ¢léments reclilignes, on congoil
¢ priori que la relalion enlre ces éléments uniformes doit
néeessairement Glre la méme pour un méme phénoméns
géomélrique quelconque, quoique 'équalion finie corres
pondante & celte loi diiférenticlle doive varier d'une cou
a une anlre. Il en est évidemmenl de méme dans Lout aulm
cas quelcongue. L'analyse infinilésimale n'a done pas seule
ment fourni un procédé général pour former indircclemerl
des équalions qu'il edt él¢ impossible de découvrir d'us
maniére direcle ; elle a permis en oulre de considérer, pour
I'élude mathémalique des pl‘nénomgnen nalurels, un ordf
nouveau de lois plus gtnu‘alns et néanmoins offrant unﬂ'
signification claire el précise A loul espril habitué élellq-
mtolprél‘ltmn Ces lois sont constammenl les mémes pour
chaque phénomene, dans quelques objels quon I'¢ludie, 4
ne changenl qu'en passanl d'un phénoméne & un autre; dl
Ton a pu d'ailleurs, en comparanl ces varialions, s'élevt
quelquelois, par une vue encore plus générale, & des rapp
chements posilifs enlre diverses classes de phénoménes (ol
A fait divers, d'aprés les analogies présenlées par les expres
sious diférentielles de leurs lois mathématiques. Dans I'élud
philesophique de la mathématique coneréle, je m’allacheraid
faire exaclemenl apprécier celle seconde lbmpricllé caraclk
ristique de I'analyse transcendaute, non moins admirable qu
la prcnm.rc, el en verlu de lagnelle le sysléme enlier u,_
science immense, comme la géomélrie ou la mécanique, af
se lrouver condensé en un pelit nombre de formules anal
tiques, d'oit. 'esprit humain peut déduire, par des righ
certaines cl invariables, la solntion de tous les problim
particulicers. _
Pour lerminer I'exposilion générale de la conceplion
Leibnitz, il me reste maintenant a considérer en elle-mémel
démonstration du procédé logique .auguel elle conduil ._'_
qui constitue malheureusement la partie la plus imparf
de cetle belle méthode.
Dans les premiers lemps de Panalyse infinilésimale,,
géomelres les plus ¢élébres, lels que les deux illusires ff
Jean el Jacques Bernouilli attachérent, avee raison, b
plus d'imporlance & élendre, en la développant, im™™




MATHEMATIQUE 133

telle découverte de Leibnitz, et & en mulliplier les applica-
lions, qu'a établir rigour cusement les bases logiques sur les-
quellu: reposaient les procédés de ce nouveau caleul (1), Ils
se conlentérent pendant longtemps de vépondre par la solu-
lion inespérée des problémes les plus difficiles a lopposition
prononcée e la plupart des géomélres du second ordre
contre les prineipes de la nouvelle analyse, persuadés sans
donte, contrairement aux habiludes ordinaires, que dans la
science malhémalique bien plus que dans aucune aulre, on
peut accueilliv avee hardiesse les nouveaux moyens, méme
quand leur ralionalilé esl imparfaite, pourvu qu'ils soient
féconds, puisque, les vérifications étant bien plus faciles el
plus mullipli¢es, lerreur ne saurait demeurer longlemps ina-
percue, Néanmoins, apres le premier élan, il élait impossible
d'en rester 4 ; el il fullail revenir nécessairement surles fon-
demenls mémes de Vanalyse leibnilzienne pour constater
généralemenl 'exactilude rigoureuse des procédés employés,
malgrélesinfractionsapparentesquons’y permetlailauxregles
ordinaires du raisonnemenl, Leibnilz, pressé de répondre,
avail lui-méme présenlé une explicalion lout & fail erronde, en
disant qu'il trailail les infinimenl petils comme des incompa-
rables, ct qu'll les négligeail vis-d-vis des quantités finies
comime des grains de sable par rapport & la mer, considéra-
lion qai eat Lompltiomcnl dénaturé son analyse, en larédui-
sanl i n'élre plus qu'un simple caleul d’appreximation, qui,

sous ce rapporl, serail radicalement vicieux, puisqu'il serait
impossible de prévoir, en thése générale, & quel point les

opéralions successives peuvenl grossir ces erreurs premieres,
dont 'aceroissement pourrait méme évidemmenlt devenir ainsi
quelconque. Leibnilz n’avail done entrevu que d'une maniére
extrémement confuse les véritables fondemenls ralionnels de
lanalyse qu'il avail créée. Ses premiers successcurs se bor-
nérent d'abord & en vérifier U'exactitude par la conformité de
ees résullats, dans cerlains usages particuliers, avee ceux
que fournissait I'algtbre ordinaire ou la géomélriedes anciens,

(1} On ne peut contempler, sans un profond intérét, le nail enthou-
slasme de D'illustre Huyghens, au sujel de celle admirable création,
quoique son dge avance ne lui permil poinl d'en faire lui-ménme aucun
usage important, el quiil se (Ol déja élevé sans ve puissant secoursi
des découvertes capitales. Je vois avec surprise el avee adniralion, éeri-
vait-il, en 1692, au marquis de L'Hopilal, étendue el la fécondilé de
eel arl ; de quelque cdld que je lourne la vue, j'en apercois de noubeaus
Usages ; enfin, 'y concois un progrés el une spécalalion infints,



134 PHILOSOPHIE POSITIVE

en reproduisant, autant qu'ils le pouvaient, d'aprés les
anciennes méthodes, les solulions de quelques problémes, une
fois quelles avaienl été oblenues par la méthode nouvelle,
scule capable primilivement de les faire découvrir. Quand
celie grande queslion a été considérée d'une maniére plus
générale, les géomélres, au lien d’aborder directement l
difficulté, ont préféré U'éluder en quelque sorte, comme l'onl
fail Euler el d'Alembert, par exemple, en démontrant abs
traitement la conformilé nécessaire ot constante de la cor
ceplion de Leibnilz, envisagée dans tous ses usages quelcon
ques, avec d'autres conceplions fondamentales de I'analyg
transcendante, celle de Newton surtout, dont I'exactitud
¢tait & Pabri de toute objeclion. Une lelle vérification géné
rale est sans doule sirictement suffisante pour dissiper loil
incerlilude sur I'emploi légilime de Ianalyse leibnilzienng
Mais In méthode infinilésimale est tellement imporlante, e
présente encore, dans presque toutes les applications, und
telle supériorilé effeclive sur les aulres conceptions général
successivemenl proposées, qu'ily aurail vérvitablement impes
feclion dans le earactire pl]i]mophiquo de 1a science dm
ponvoir Ia justifier en elle-méme, el & la ful]th‘l loglqueme:q
sur des considérations dun aulre ordre, qu'on cesserail ensulle
d'employer efficacement. 11 étail done d'ung imporlantt
réelle d'établiv direclemenl el d'une maniére ﬂénéraleh
rationalité nécessaire de la méthode infinilésimale. Apr
diverses Lenlatives plug ou moins imparfailes poury parvenl
les lravaux philosophiques de Lagrange avyant forlemenl
reporté, vers la fin du siecle (lc:mcl, lal tention des géome
tres sur la théorie générale de 'analyse infinitésimale, 0§
géomdlre Lrds recommandable, Carnol, présenta enfin’
vérilable explicalion logique directe de la méthode de L
nitz, en la montrant comme fondée sur Ie principe de la com
pensalion nécessaire des erreurs, ce qui est vraisemblabl
menl, en effel, la manileslation ]n‘ccme el lumineuse de
gue Leibnilz avail vaguemenl et confusémenl apercu, en ol
cevanl les bases rationnelles de son analyse. Carnol a rend
ainsi 4 la science un service essentiel (1), et dont l'importand

(1) Voyez Vouvrage rvemarquable qu'il a publié sous le titred
Déflexions sur la Métaphysique du ealeal infinitésimai, et dans lequel
trouve d'ailleurs une exposition claive et utile, guoique lm{i.
approfondie, de lous les divers poinls de vue sous lesquels 888
congu le systéme général du caleul des fonclions indirectes
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me semble n’étre pas encore suffisamment appréciée, quoi-
que, comme nous le verrons & la fin de cetle lecon, toul cet
échalaudage logique de la méthede infinitésimale propre-
ment dite ne soit susceplibletrés vraisemblablement que d'une
existence provisoire, en lant que radicalemenl vicieux par sa
nature. Je n'en crois pas moins, cependant, devoir considérer
ici, afin de compléter cette importante exposilion, le raison-
nement général proposé par Carnol, pour légilimer directe-
menl l'analyse de Leibnilz. Voici en quoi il consiste essen-
tiellement.

Lorsqu'on établit I'équation différentielle d’'un phénoméne,
on substitue aux éléments immédiats des diverses gquantités
considérées, d'autres infinilésimales plus simples qui en dif-
férent infiniment peu par rapporl i enx, el celle subslitution
constitue le principal artifice de la méthode de Leibnitz qui,
sans cela, n’offrirait aucune facilité réelle pour la formation
des équalions. Carnol regarde une lelle hypolhése comme
produisant véritablement une erreur dans l'équalion ainsi
oblenue, el que, pour celie raison, il appelle imparfaile |
seulement, il est clair que cette erreur ne peut étre qu'infini-
ment petite. Or,d’an anlre ¢oté, lous les procédésanalytiques,
soit de dilférencialion, soil d'intégration, qu'on applique a
ces équations diflérentielles pour s'élever aux équalions
finies en éliminant loutes les infinitésimales introduites comme
auxiliaires, produisent aussi conslamment, par leur nature,
ainsi qu'il est aisé de le voir, d’aulres erreurs analogues, en
sorte qu'il a pu s'opérer une exacle compensalion, et que les
équations définilives peuvent, suivant I'expression de Carnot,
ére devenues parfailes. Carnol considére comme un symp-
Bme certain et invariable de I'élablissement effeclif de cette
compensation nécessaive I'éliminalion compléle des diverses
quantités infinimenl petiles, qui est constammentl, en eflet, le
but définitif de toules les opéralions de I'analyse transcen-
dante. Car, si on n'a jamais commis d’aulres infraclions aux
régles générales du raisonnement que celles ainsi exigées par
la nature méme de la méthode infinilésimale, les erreurs
infiniment petiles produiles de celte maniére n'ayant jamais
pu engendrer que des erreurs infiniment pelites dans toules
les équalions, les relations sonl néeessaivement d'une exacli-

- lude rigoureuse aussitol qu'elles w'ont plus lieu qu'entre des
- quantités finies, puisqu’il ne saurait évidemment exister alors
l‘que des erreurs finies, landis quil n’a pu en survenir aucune
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de ce genre, Toul ce raisonnement général est fondé sur la
notion. des quanlités infinilésimales, congues comme indéfi-
nimenl déeroissantes, lorsque celles donl elles dérivent sont
envisagées comme fixes,

Ainsi, pour éclaireir celle exposilion abslraile par un seul
cwmpfr: reprenons la question des langentes, qui est la plus
facile & analyser complétement. On regardera 'équation t =

Eﬁ;ohtenue ci-dessus comme affectée d'une errenr infiniment
pelile, puisqu'elle ne serait toul & fail rigourcuse que pour
la sécante. Mainlenant, on achévera la solulion en cherchanl,
d’aprés 'équalion de chaque courbe, le rapport entre les diffé
rentielles des coordonnées. Si cetle équalion est,je supposg
g = az *, on aura évidemment

dy = 2 ax dx + dat.

Dans celle formule, on devra négliger le lerme da? comme
infinimert pelil du second ordre. Dés lors, la combinaison
des deux équations imparfuites

F== [ji,dy = saxd,
dy
suffisant pour éliminer enliéremenl les infinitésimales, k
résultat fini 7 = 2e¢x sera nécessairemenl rigoureux pil
Veffet de la compensalion exacte des deux erreurs commises,
puisqu’il ne pourrait, par sa nalure, étre affecté d'une erreut
infiniment petite, la seule néanmoins qu'il pmya‘v‘oil',d’aprﬁ!
Uesprit des promdes (qui ont été suivis.

Il serait aisé de reproduire uniformément le méme raisolu
nemenl par rapporl & toules les autres applicalions gén&

rales de 'analyse de Leibnitz,

Cetie ingénicuse théorie est, sans doute, plus sublile
solide t]uaud on cherche a 1‘1]’)})] ofondir. Mais elle n'a cepe
dant, en réalilé, d'autre vice logique radical que celui de
mélhode infinilésimale elle- méme, dont elle est, ce me sembl
le développement naturel et 'explicalion générale, en sorl
qu'elle deit ¢tre adoptée aussilongtemps qu'on jugera conv
nable d'employer direclement cette mélhode.

Je passe mainlenanl 4 l'exposilion générale des de
autres conceptions fondamentales de I'analyse transcendan
en me bornanl pour chacune & lidée pnnupa]e, le caractér
philosophique de celle analyse ayant é1é, du reste, suffisan
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ment déterminé ci-dessus, d'apres la conceplion de Leibnilz,
i laquelle j'ai di spéeialement m'allacher parze quielle per-
mel de le saisir plus aisément dans son cnsemble, et de le
décrire avee plus de rapidité.

Newlon a présenlé snccessivement, sous plusieurs formes
différenles, sa maniére propre de concevoir I'analyse trans-
cendante, Celle qui esl anjourd’hni le plus communément
adoplée, du moins parmi les géomelres du conlinenl, a él¢
désignée pur Newlon, lanlot sous le nom de mdéthode des pre-

“miéres el derniéres raisons, tantdl sous celui de méthode des
limiles, qu'on emploie plus fréquemment.

Sous ce point de vue, Uespril général de Ianalyse trans-
cendante consiste & inlroduire comme auxiliaires, & la place
des quanlilés primitives ou concurremment avee elles, pour
faciliter I'élablissement des équalions, les limites des rapports
des accroissements simullanésde ces quanlités, on, en d'aulres
lermes, les derniéres raisons de ces accroissements, limites
ou derniéres raisons qu'on peul aisément montrer comme
ayanl une valeur délerminée el finie. Un caleul spécial, qui
est I'équivalent du caleul infinilésimal, est ensuite desliné &
sélever de ces équalions enire ces limiles aux équalions
correspondantes entre les quantités primitives elles-mémes.

La facullé que présente une lelle analyse pour exprimer
plus aisémenl les lois malthémaltiques des phénoménes Llient,
en général, & ce que le calcul portant, non sur les acerois-
semenls mémes des quantités proposées, mais sur les limites
des rapports de ces aceroissements, on pourra loujours sub-
stiluer & chaque aceroissement foule aulre grandeur plus
simple & considérer, pourva que leur derniére raison soil la
raison d'égalilé ou, en d’aulres termes, que la limile de leur
rapport soit I'unité. I1 est clair, en eflet, que le caleul des
limites ne saurait étre nullement affeclé de celle substitution.
En partanl de ee principe, on retrouve a pen prés I'équivalent
des facilités offerles par l'analyse de Leibnitz, qui sonl seu-
lement congues alors sous un autre point de vue, Ainsi, les
courbes seronl envisagées comme les limiles d'une suile de
polygones reclilignes, les mouvemenis variés comme les
limites d'un ensemble de mouvemenls unilormes de plus en
-~ plus rapprochés, ele.

Qu'on veuille, par exemple, délerminer la direclion de la
langente &4 une courbe, on la regardera comme la limite vers
laquelle tendrait une sécante qui lournerail autour du point

B
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donné, de maniére que son second point d'intersection s
rapprochal indéfiniraent du premier. En nommanl A y et Az,
les différences des coordonnées de deux poinls, on aurail, i
chaque instant, pour la tangente trigonométriqne de I'angle

; . At :
que [ait la sécante avee l'axe des abeisses, ! = E‘—{; d’otr, en
x

prenant les limites, on déduira, relativement a la tangente
elle-méme, cetle formule géné:ale d'analyse Llranscendanle

?—L ,(!)

d’'aprés laquelle le calcul des fonct.lons indirectes enseignera
dans chaque cas particulier, quand I'équation de la courbe
sera donnée, & déduire la relation entre ¢ et x, en éliminanl
les quantilés auxiliaives introduiles. Si, pour achever la solu-
lion, on suppose que y = a a? soil I"équalion de la courbe
proposée, on aura évidemment,
Ay = 2awdx 4 (Ax)?;

d'oit 'on conelura

Ay

Ax
Or, il est clair que la limite vers laquelle tend le second
membre, & mesure que Az diminue, esl 2ax. On trouven
done par celte méthode, { = 2qx, comme nous I'avions
oblenu ci-dessus pour le méme cas, d'aprés analyse de
Leibniiz.

Pareillement, quant on cherche la rectificalion d'une
courbe, il faul subsliluer & I'accroissemenlt de 'are s la cord
de cel accroissement, qui esl évidemment avee lui dans une
relation Leile que la limile de leur rapport est 'unilé, et alor-
on trouve, en suivant dailleurs J]a méme marche quiavec|:
mélhode de Leibnilz, celte équation générale des rectifics

tions
As A Ay
Um) =1+ (5

() =1+ (3l + ()

(1) J'emploie la caractéristique L pour désigner la limite.

= 2aqx -+ Az,

ou
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selon que la courbe est plane ou & double courbure. 11 faudra
maintenani, pour chaque courbe particuliére, passer de celle
équalion & celle entre I'arc et l'abeisse, ce qui dépend du
calcul {ranscendant proprement dit.

On reprendrail avee la méme facilité, d’aprés la méthode
des limiles, toules les aulres questions générales, dont la
solution a é1¢ indiquée ci-dessus, suivant la méthode infini-
tésimale.

Telle est, essentiellement, la conceplion que Newton s'élait
formée, pour lanalyse transcendante, ou, plus exaclement,
celle que Maclaurin et d'Alembert ont présenlée comme la
base la plus rationnelle de celte analyse, en cherchant & fixer
el & coordonner les idées de Newlon A ce sujet.

le dois, néanmoins, avant de procéder & I'exposilion de la
conceplion de Lagrange, signaler ici une aulre forme dis-
lincte sous laquelle Newlon a présenté celte méme méthode
el qui mdrite de fixer particulicrement nolre allention, tant
par son ingénicuse clarlé dans quelques eas, que comme
ayant fourni la notalion la mieux appropriée & celte maniere
d'envisager l'analyse Lranscendanle, el, enfin, comme élant
encore aujourd’hui la forme spéciale du caleul des fonctions
indirectes communément adoplée par les géométres anglais.
Ie veux parler du caleul des fluxions et des fluentes, fondé
sur la notion générale des vilesses.

Pour en faire concevoir l'idée-mére avee plus de facilité,
considérons toule courbe comme engendrée par un point
animé d'un mouvement varié suivant une loi quelconque. Les
diverses quanlités que la courbe peul offrir, I'abeisse, Pordon-
née, 'ave, I'aire, cle., seront envisagées comme simultané-
ment produites par degrés successifs pendant ce mouvement,
La vitesse avee laquelle chacune aura é1é décrite sera dite la
fluzion de celle quantité, qui, en sens inverse, en serait
nommée la fluenle. Dés lors, l'analyse Lranscendante consis-
lera, dans cefte conceplion, & former immédialement les
équations entre les Nuxiong des quanlilés proposées pour en
déduire ensuile, par un caleul spécial, les ¢qualions enlre les
fluentes elles-mémes. Ce que je viens d'énoncer relalivement
aux courbes peul d'ailleurs évidemment se lransporler 4 des
grandeurs quelconques, envisagées, a I'aide d’une image con-
venable, comme produites par le mouvement les unes des
aulres,

Il est aisé de comprendre l'idenlité générale el nécessaire
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de cette méthode avee celle des limites, compliquée de |'idée
étrangére du mouvement. En effel, reprenant le cas de la
courbe, si I'on suppose, comme on peul ¢videmment Loujours
le faire, que le mounvemenl du point décrivanl est uniforme
suivanl une cerlaine direction, par exemple, dans le sens de
Tabeisse, alors la fluxion de 'abeisze sera constante, comme
Iélément du Lemps. Pour toutes les autres quantilés engen
dedes, le mouvement ne pourrail élre eoncu comme uniforme
que pendanl un temps infiniment pelil. Cela posé, la vilesse
étant généralement, d'apres sa nolion mécanique, le rapporl
de chaque espace au lemps employé a le parcourir, et et
lemps élant ‘iei proportionnel & I'aceroissement de abeisse,
il s’ensuit que la fluxion de 'ordonnée, de I'are, de I'aire, ele,,
ne sonl véritablement aulre chose, en faisanl disparaitre o
considéralion inlermédiaive du temps, que les derniéres rai-
sons des aceroissements de ees diverses quanlilés compardsé
celui de Iabeisse, Celte méthode des (Tuxions el des fluentes
n'est done en réalilé qu'une maniére de se représenter,
d’aprés une comparaison mécanique, la méthode des pre
miéres ¢i derniéres raisons, qui seule est réduclible en caleul,
Elle comporle done nécessaivement les mémes avanlages
généraux dans les diverses applications principales de l'ana
lyse lranscendanle, sans que nous ayons besoin (e le consla
Ler spécialement.

Je eonsidére enfin la conceplion de Lagrange.

Elle consisle, dans son admircble simplicilé, & se pepré
senfer I'analyse transcendanle comme un grand artifice algé
brique, daprés lequel, pour faciliter P'établissement des
équations, on introduil, au licu defonclions primilives ou aveg
elles, leurs lonclions dérivées, ¢’esl-a-dire, snivant la défini-
tion de Lagrange, le coelficient du premier Lerme de 'accrois
semenl de chaque fonclion, ordonne sclon les puissances
ascendanles de 'aceroissement de sa variable. Le caleul des
fonctions indirecles proprement dil esl toujours desling, ainsi
que dJans les conceplions de Leibnitz et de Newton, a élir
miner ces dérivées employées comme auxiliaires, pour déduirg
de leurs relalions les ¢quations correspondanies entre les gran
deurs primitives. %

L'analyse transcendante n'esl alors aulre chose qu'un
simple extension brés considérable de analyse ordinaire
Cétait déja depuis longlemps un procédé familier aux géo
métrees, que d'introduire, dans les considérations analyliques,
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au lien des grandeurs mémes qu'ils avaient & ¢étudier, leurs
diverses puissances, ou leurs logavithmes, ou leurs sinus, ete.
alin "de sumplifier les équalions, et meéme de les oblenir plus
aisémenl. La déripalion successive est un arlifice général de
la méme nature, qui présente seulemenl Deaucoup plus
d'étendue, et procure, en conséquence, pour ce but commun,
des ressources hien plus importanies,

Mais, quoiqu'on concoive sans doule & priori que la consi-
déralion auxiliaire de ces dérivés peal facililer I'élablissement
des ¢quations, il n'est pas aisé d'expliquer pourquoi cela dott
élre nécessaivement d'apres le mode de dérivalion adopté
plutol que suivant loul aulrve (ransformalion. Tel esl le edlé
faible de la grande pensée de Lagrange, On n'est point, en
effel, réellemenl parvenu jusqu'ici & saisiv en général d'une
manitre abstraile, ¢l sans renlrer dans les aulres conceplions
de I'analyse transeendante, les avantages précis que doit
constamment présenter. par sa nalure, ecelle analyse ainsi
congue, pour la vecherche des lois mathématiques des phé-
noménes, 11 esl sculement possible de les constaler, en con-
sidérant séparémenl chaque quesiion principale, ¢t celle véri-
ficalion devient méme pénible quand on choisit nne question
compliquée.

Pour indiquer sommairement comment cetle maniére de
coneevoir l'analyse transcendante pent s’adapter effeclivement
a la solution des problémes mathémaliques, je me bornerai 2y
reprendre sous ce point de vue le probléme le plus simple de
tous ceux ci-dessus examinés, celui des tangentes,

Au licu de coneevoir la tangenle comme le prolongement
de I'élémenl infiniment pelil de la courbe, suivanl la notion
de Leibnilz; ou comme la limite des séeanles, suivant les idées
de Newton, Lagrange la considére d'apres cesimple caractére
gtomélrique, analogue aux délinitions des anciens, d'élre
une droile lelle quentre elle el la courbe il ne peul passer,
par le point de contact, ancune autre droite. Dés lors, pour
en délerminer la direclion, il faul chercher I'expression géné-
rale de sa dislance & la courbe, dans un sens quelconque,
dans celui de T'ordonnée, par exemple, en un second point
distinct du premier, et disposer de la conslante arbitraire
relative & l'inclinaison de la droile, qui enlrera nécessaire-
ment dans celle expression, de manitre i diminuer cel écar-
tement le plus possibis. Or, celte distance élanl évidemment
dgale A la différence des deux ordonnées de la courbe et de
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la droite qui correspondenl & nne méme nouvelle abeisse
x -+ h, sera représentée par la formule
(" (x)—1)h + qh* 4+ rR* 4 cte.,

o { désigne, comme ci-dessus, la tangente lrigonométrique
inconnue de I'angle que fail avec I'axe des 2 la droile cher-
chée, el /' (x}la fonction dérivée de I ordonnée [ (z). Cela posé
il est ais¢ de voir qu'en disposant de ¢ de fagon & annuler le
premier lerme de la formule précédente, on aura rendu l'in-
tervalle des deux lignes le plus petit possible, tellement que
lout aulre droile pour laguelle ¢ n'aurait point la valeur ainsi
déterminée ='écarlerait nécessairemenl davanlage de la courbe
proposée. On a done, pour la direction de la langonzc cher-
chée, Yexpression générale ! = [ [z), résultal exaclement
équivalent a ceux que fournissenl la méthode infinitésimale el
la méthode des limites. Il restera maintenant, dans chaque
courbe particulitre, & trouver f* (), ce qui est une pure gues-
tion d’analyse, toul i [ail idenlique avee celles que preseri-
venl alors les aulres méthodes.

Aprés avoir suffisammient considéré dans leur ensemble
les principales conceplions générales successivemenl pro-
duiles jusqu’ici pour 'analyse lranscendanle, je ne dois pas
m'arréler & I'examen de quelques aulres théories proposées,
lelles que le caleul des évanouissants d'Euler, uine sont réel-
lement que des modifications plug ou moins importantes, et
d'ailleurs inusitées, des méthodes précédentes. Il me reste
maintenant, afin de compléter cet ensemble de considérations,
& élablir la comparaisou et 'appréeiation de ces trois mé-
thodes fondamentales. Je dois préalablement econstater d'une
maniére générale leur conformité parfaile et nécessaire.

Il est d'abord évident, par ce qui précéde, qu'a considérer
ces trois méthodes quant & leur deslinalion effeclive, indé-
pendamment des idées préliminaires, elles consistent outes
en un méme arlifice lO"‘l(]lzL général, que j'ai caraclérisé dans
la qualrieme lecon, savoir : | Jntroduclmn d'un eerlain systéme
de grandeurs auxiliaires, uniformément corvélatives & celles
qui sont l'objet propre de la queslion, et qu'on leur subslilue
expressément pour faciliter I'expression analylique des lois
mathémaliques des phénomenes, quoiqu'elles doivent finale
ment &tre ¢dlimindes, & 'aide d'un calcul spécial. Cest ce qui
m’a déterminé & définiv régulitrement Panalyse lranscendants
le caleul des fonclions indirecles, afin de marquer son vral
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caractére philosophique, en écartant toute discussion sur la
manitre la plus convenable de la concevoir ot de appliquer.
L'effet général de celie analyse, quelle que soil la méthode
employée, esl done de faive rentrer beaucoup plus prompte-
menl chaque queslion mathématique dans le domaine du
ealcul, el de diminuer ainsi considérablement la difficulls
capitale que présente ordinairement le passage du concret a
l'abstrait. Quoi qu'on fasse, on ne peut espérer que le caleul
s'empare jamais de chaque question de philosophie naturelle,
géomélrique ou mécanique, ou thermologique, efc., immé-
diatement & sa naissance, ce qui serait évidemment contira-
dictoire. 11 y aura constamment, dans toul probléme, un certain
travail préliminaire & effectuer sans que le calcul puisse étre
d'aucun secours, el qui ne saurait étre, par sa nature, assujetti
& des régles abstrailes et invariables; c'est celui qui a pour
objet propre I'¢lablissement des éguations, qui sonl le point
de déparl indispensable de toutes les recherches analyliques.
Mais cetle élaboralion préalable a été singulicrement simplifide
par la création de l'analyse trapscendante, qui a ainsi haté
I'époque ol la solulion comporte l'application uniforme et
précisc de procédés généraux el abstraits ; en réduisant, dans
chaque cas, ce travail spécial & la recherche des équalions
entre Jes grandeurs auxiliaives, d’oli le calcul conduil ensuile
aux équations directement relatives aux grandeurs proposées,
qu'il fallait, nvant cetle admirable conception, élablir immé-
diatemenl. Que ces équalions indirecies soient des équations
différenticties, suivanl la pensée de Leibnilz ; ou des équations
aux fimiles, conformément aux idées de Newlon; ou enfin
des équalions dérivées, dapres la théorie de Lagrange, le
procédé géndral esl évidemment loujours le méme,

Mais la coincidence de ces lrois méthodes principales ne se
borne pas a l'effet commun ¢u'elles produisent ; elle exisle,
en oulre, dans la maniére méme de I'oblenir. En eflel, non
seulement loutes lrois considérent, 4 la place des grandeurs
primilives, cerlaines grandeurs auxiliaires ; de plus, Tes quan-
lités ainsi introduites subsidiairement sonl exactement iden-
tiques dans les trois méthodes, qui ne différent, par consé-
quent, que par la maniére de les envisager. G'est ce qu'on
peut aisément conslater, en prenant pour lerme général de
comparaison une quelconque des lrois conceplions, celle de
Lagrange surtout, la plus propre  servir de Lype, comme
étant la plus dégagéc de considérations éirangéres. N'est-il

/
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pas évident, par la scule définition des fonclions dérivées,
qu'elles ne sont autre chose que ce que Leibnitz appelle les
coefficienls différentiels, ou les rapports de la différentielle
de chaque fonction a celle de la variable correspondante,
puisque, en déterminant la premiére différenticlle, on devra,
par la nalure méme de la méthode infinitésimale, se borner
i prendre le seul terme de I'aceroissement de la fonelion qui
contient la premiére puissance de I'accroissement infiniment
petil de la variable? De méme, la fonction dérivée n'est-elle pas
aussi, par sa nalure, la {imile nécessaire vers laquelle Lend le
rapporlentre I'nceroissement de la fonctlion primitive et celui
de sa variable, & mesure que ce dernier diminue indéfiniment,
puisqu’ele exprime évidemment ce que devienl ce rappor, en
supposant nul I'accroissement de la variable. Ce qu'on dé-
signe par% dans la méthode de Leibnitz, ce qu'on devrail

Ay
noter L.l—'f dans celle de Newlon, et ce que Lagrange a
Az

indiqué par f (), est toujours une méme fonclion, envisagée
sous lrois points de vue différents; les considérations de
Leibnitz el de Newton, consistanl proprement & [laire con-
nailre deux propriétés générales nécessaires de la fonetion
dérivée. L'analyse transcendante, examinée abstrailement, el
dans son principe, est done loujours la méme, quelle que soil
la conception qu'on adopte : les procédés du caleul des
fonetions indirectes sont nécessairement idenliques dans ces
diverses méthodes qui, pareillement, doivent, pour une appli:
calion quelconque, conduire constammenl & des résullals
rigoureusement conformes.

Si mainlenant nous cherchons & apprécier la valeur relative
de ces Lrois conceplions équivalentes, nous trouverons dans
chacune des avanlages et des inconvénients qui lui son
propres, el «qui ompechent encore les géomdétres de sen
lenir strictement 4 une scule d'entre elles, considérée comme
définilive,

La coneeptlion de Leibnitz présenle, inconleslablement,
dans I'ensemble des applicalions, une supériorité trés pro-
noncée, en conduisant d'une maniére beaucoup plus rapide,
et avec bien moins d'efforts inlellecluels, 4 la formation des
équations enire les grandeurs auxiliaires. C'est 4 son usage
que nous devons la haute perfection qu'onl enfin acquise
loules les théories générales de la géométrie et de la mées:
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nique. Quelles que soient les diverses opinions apéenlatives
des géomélres sur la mélhode infinilésimale, envisagée abs-
traitement, lous s'accordent lacitement & 'employer de pré-
férence, aussitol qu'ils ont & trailer une question nouvelle,
afin de ne point compliquer la difficullé nécessaire par cel
obslacle purement arlificiel. provenanl d’une obstination
déplacée & vouloir suivre une marche moins expédilive.
Lagrange lui-méme, aprés avoir reconstruil sur de nouvelles
bases I'analyse lranscendanle, a rendu, avec cetle haule
franchise qui convenait si bien & son génie, un hommage
éelatant el déeisil aux propriélés caractéristiques de la con-
ceplion de Leibnitz, en la suivant exclusivement dans le sys-
teme enticr de la mécanique analytique. Un tel lail nous dis-
pense, a ce sujel, de lonle aulre réflexion,

Mais quand on considére en elle-méme, et sous le rapport
logique, 1a conceplion de Leibnilz, on ne peut s'empécher
de reconnailre avee Lageange qu'elle est radicalemenlt vi-
cieuse, en ¢e que, suivanl ses propres expressions, la notion
des infiniment petits est une idée fausse, qu'il est impossible,
en effet, de se représenter netlement, quoiqu’on se fasse
fquelquefois illusion i cel égard. L'analyse Lranscendante,
ainsi congue, présenle, & mes yeux, celle grande imperfec-
lion philosophique, de se trouver encore essenliellement
fondée sur ces principes métaphysiques, donl I'esprit humain
aeu lant de peine & dégager loutes ses Lhéories positives.
Sous ce rapport, on peul dire que la méthode infinilésimale
porte vraimenl empreinle caraclévislique de 'époque de sa
fondation, et du génic propre de son fondateur. On peul
bien, il esi vrai, par l'ingénieuse idée de la compensation
des erveurs, s'expliquer d'une maniére générale, comme

. nous l'avons fait ci-dessus, Pexactitnde nécessaire des pro-
cédés généraux qui composent la méthode infinitésimale.
Mais cela seul n'est-il pas un inconvénient radical, que d'étre
obligé de distinguer, en malhématique, deux classes de rai-
sonnements, ccux qui sonl parfaitemenl rigoureux, et ceux
dans lesquels on commiet & dessein des erveurs qui devreont
s¢ compenser plus tard ? Une conceplion qui conduil & des
conséquences anssi étranges esl, sans doule, rationnellement,
bien peu salisfaisante.

Ce serail évidemmenl éluder la difficulié sans la résoudre,
que de dive, comme on Ua fait quelquefois, qu'il est possible,

- par rapporl & chaque question, de faire rentrer la méthode
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infinitésimale proprement dite dans celle des limites, donl
le carnctére logique est ivréprochable. D'ailleurs, une telle
transformation enléve presque entidrement & la conception
de Leibnilz les avanlages essentiels qui la recommandent si
éminemment, quant & la faecilité et & la rapidité des opéra-
tions intellecluelles.

Lnfin o'eil-on méme aucun égard aux importantes consi-
dérations qui précident, la méthode infinilésimale n'en pré-
senlerail pas moing évidemment, par sa nalurve, ce défaul
capilal de rompre I'unité de la mathémalique abslraile, en
eréant un calenl transcendant fondé sur des principes 4
différenis de ceux qui serven! de base & 'analyse ordinaire,
Ce partage de 'analyse en denx mondes presque indépendants
tend a empécher la formation des conceptions analyliques
véritablemenl générales. Pour en bien apprécier les consé
quences, il faudrail se veporter, par la pensée, & 1'état dant
lequel se trouvait la science, avant que Lagrange et élabli
entre ces deux grandes seclions une harmonie générale ¢
définitive,

Passant i la eonceplion de Newton, il est évident que, pat
sa nalure, elle se lrouve & I'abri des objections logiques fon-
damentales que provogque la méthode de Leibnitz. La notiol
des lintites est, en effel, remarquable par sa netlelé el pars
juslesse. Dans l'analyse Lranscendante présentée de celle
manicre, les équalions sont envisagées comme exactes di
Lorigine, el les régles générales du raisonnement sont aussl
conslamment ohservées que dans l'analyse ordinaire. Maig
d'un aulre eold, elle est bien loin d offrir, pour la solutio
des problémes, d'anssi puissanles ressources que la méthode
infinitésimale. Celte obligation quelle impose de ne cong
déver jamais les aceroissements des grandeurs séparémentdl
en eux-mémes, ni senlemenl dans leurs rapports, mais gk
aquement dans les limites de ees rapports, ralentit considé
blement 1a marche de I'intelligence pour la formation des
¢inations nuxiliaives. On pent méme dire qu'elle géne beatr
coup les (ransformalions purement analyliques. Aussi§
caleul transcendant, considéré séparément deses applications,
est-il loin d'offrir, dans cetle mélhode, I'étendue et la génd
ralité que lui aimprimées la conceplion de Leibnilz. Cestin
péniblement, par exemple, qu'on parvient a élendre la thédr

de Newton aux fonclions de plusicurs variables indépe
datles Quoiqu'il en soil, ¢'est surlou! par rapporl auxapplf-’
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cations que l'infériorité relative de eelle théovie se lrouve
marquée.

Je ne dois pas négliger & ee sujel dle faive observer que
plusieurs géomdétres du conlinent, en adoplant, comme plus
ratmmwllv la. méthode de Newlon pour servir de hase &
l'analyse transeendanle, ont déguisé en partie celle infériorité
par une grave inconséquence, qui consiste & appliquer A celle
mLLhode la nolation imaginée par Leibnilz pour la méthode
infinitésimale et qui n'esl réellement propre qu'a elle. En dési-

1 . - .
gnant par ;?;’i ce que, ralionnellement, il faudrail, dans la

; e ik A
théorie des limiles, noter, L. A_f:- et en élendant & loules les

autres notions analyliques ce déplacement de signes, on se
propose, gans doule, de combiner les avanlages kpm jaux des
denx méthodes ; mais on ne parvieni, en udiité, gqu'a établiv
entre elles une conlusion vicieuse, donl I'habilude tend a
empécher de se former des idées netles el exactes de 'une ou
de l'autre. 1l serail, sans doute, étrange, 4 considérer cel
usage en lui-meéme, que, par Ie senl moyen des signes, on
piL effecluer une véritable combinaison entre deux Lhéories
générales aussi dislinctes.

Enfin, la méthode des limiles présente aussi, quoiqu'a un
moinclee degré, Uinconvénient majenr que j'ai signalé ei-
dessus, dans la mélthade infinitésimale, d'¢tablivr une sépara-
tion lotale enlre I'analyse ordinaire el Panalyse lranscen-
dante, Car I'idée des {imiles, quoique netle el rigourcuse, n'en
esl pas moins, par clle-méme, comme Lagrange l'a remarqué,
une idée étrangdre dont les {héories analyliques ne devraienl
pas se lrouver dépendantes.

Celle unilé parfaite de Panalyse, ce caraclére purement
abstrait de ses notions fondamenlales, se Lrouvent aun plus
haut degré dans la conception de Lagrange, el ne se lrouvent
que la. Elle esl, pour celle raison, la plus valionnelle et la
plus philosophique de toutes. Ecarlant avee soin loufe consi-
dération hélérogene, Lagrange a réduit l'analyse lranscen-
dante A son véritable Ldlall(‘]l' propre, celui d'offrir une
selasse Arts étendue de Lransformalions analytiques, 4 T'aide
dﬂsqunllm on facilite singulié¢remenl ['expression des condi-
lions des divers problémes, En méme temps, celte analyse
gest nécessairement présentée par 14 comme une simple ex-
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tensionde I'analyse ordinaire ; elle n’a plus 6Lé qu'une algébre
supérieure. Toules les diverses parties, jusqu’alors si incohé-
rentes, de la mathémalique abstraite, ont pu étre congues,
dés ce momenl, comme formant un sysléme unique.

Mallheureusement, une conceplion douée, indépendamment
de la notion si simple et si fucide qui lui correspond, de pro-
pri¢tés aussi fondamentales, et qui est, sans doule, destinée
a devenir la Lhéorie délinilive de 'analyse lranscendante, 3
eause de sa haulesupérioritéphilosophique surlouteslesautres
méthodes proposées, présente, dans son élat actuel, trop de
difficullés, quant aux applicalions, lorsqu'on la compare 4 ls
conceplion de Newlon, el surtoul & celle de Leibnitz, pou
pouvoir &lre encore exclusivemenl adoptée. Lagrange lui
méme n'est parvenu que trés péniblement 4 relrouver, d'aprés
sa méthode, les résullats principaux déjh oblenus par la mé
thode mfinilésimale pour la solution des questions générales
de géomélric el de mécanique ; on peul juger par la combien
on trouverail d'obslacles 4 trailer, de la méme maniére, des
queslions vraimenl nouvelles et de quelque importance. [
est vrai que Lagrange, en plusieurs occasions, a montré que
les difficullés, méme actificielles, délerminent, dans les
hommes de génie, des eflorls supérieurs, susceplibles de
conduire & des résultats plus étendus. Clest ainsi qu'en ten:
tant d’adapter sa mélhode a I'étude de la courbure des lignes,
qui paraissail si peu pouvoir en comporler 'application, i
s'esl élevé & celle belle théorie des conlacis qui a tant perfec:
tionné celle parlic importante de la gtométrie. Mais, malgré
ces heureuses exceplions, la conceplion de Lagrange n'en
est pas moins jusqu'ici demeurde, dans son ensemble, essen-
ticllement impropre aux applications.

Le résultat final de la comparaison générale que je viens
d’esquisser, el qui exigerail de plus amples développements,
est done, comme je I'avais avancé en commencant cette lecon
que, pour connailre réellemenl analyse transcendante, il
faul non sealement la considérer, dans son principe, d'apri
les trois conceptions fondamenlales distineles, produites pat
Leibniiz, par Newton el par Lagrange, mais, en oulre, s'habi
tuer & suivee presque indifféremment d’apreés ees Lrois m
thodes principales, el surtoul d'aprés les deux extrémes, l
solution de toules les questions importantes, soit du caley
des lonclions indirecles en lui-mé&me, soit de ses applications
C'est une marche que je ne saurais lrop fortement recom:
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mander a tous ceux qui désirent juger plulosopluqucmvnl.
celte almirable eréation de I'espril humain, comme & ceux
qui veulenl esseatiellemenl apprendre & se serviravec succés
el avec facililé de ce puissant instrument. Dans toules les
autres parties de la science mathémalique, la considération
de diverses méthodes pour une seule classe de questions peul
tre ulile, méme indépendamment de Tintéret hiqLorique
qu'elle présente; mais elle n'esl poinl indispensable : ici, au
contraire, elle esl strictement ndeessaire.

Ayant délerminé avee préeision, dans eetle legon, le ca-
ractére philosophique du caleul des fonetions indirecles,
d’aprés les principales conceplions fondamentales donl il est
susceptible, il me reste mainlenanl 3 considérer, dans la
lecon suivante, la division ralionnelle el la composilion géné-
rale de ce calcul.



SEPTIEME LEGON
Tableau général du calcul des fonctions indirectes.

Par suite des considéralions exposées dans la lecon précé-
dente, on congoil que le calenl des fonctions indirectesse divise
nécessairement en deux prties, ou, pour micux dive, se décom-
pose en deux calenls toul & (il distinels, quoique, par Jeur
nature, intimement liés ; suivant qu’on se propose de trouver
les relations entre les grandeurs auxiliaires, donl l'introduc:
lion conslitue I'esprit général de ce caleul, d'aprés les relations
entre les grandeurs primilives correspondanles; on qu'on
cherche, en sens inverse, & découvrir ees équations directes
d'aprés les équalions indirectes ¢lablies immédiatement. Tel
esl, en effel, le double objel qi'on a coulinuellement en vue
dans 'analyse transcendante.

Ces deux caleuls onl recu difiérents noms, selon le point de
vue sous lequel a é1é envisagé l'ensemble de celle analyse
La méthode infinitésimale proprement dile élanl jusqu'ici la
plus usilée, par les raisons que j'ai disculées, presque Lous les
géomeétres du continent emploient habiluellement, pour dési-
gner ces deux caleuls, les (_lt’-lmminaliorm de caleut difjérentid
el de calcal intégral, établies par Leibnitz, et qui sont, et
eflel, des ronbéqucnl es Irés ralionnelles de sa conceplion
l\lewl.on. ‘aprés sa méthode, a nommé le premier le caleul
des fluxions, el le sccond le caleul des ﬂueu!e.s eXressions,
communémenl adoptées en Anglelerre, Enfin, en bm\antla'
théorie éminemment ph]l(;qnpluqn{* fondée par Lagrange, ol
appellerail 'un le calcul des fonelions dérivées, el 'autre l&
caleul des ponelions primilives. Je conlinuerai a me servir ges
lermes de Leibnilz, comme plus propres, dans notre langue,
& la formation des expressions secondaires, quoique je doive:
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d'aprés les explications conlenues dans la legon précédente,
employer concurremment toules les diverses conceplions, en
me rapprochant, aulant que possible, de celle de Lagrange.

Le calcul différentiel est évidemmenl la base ralionnelle
du calenl intégral. Car nous ne savons ¢l ne pouvons savoir
intégrer immédialement que les expressions différenticlles
produiles par la différentialion des diverses fonelions simples
qui constiluent le§ éléments généraux de notre analyse. L'art
de l'inlégralion econsiste eusuile essenliellement & ramener
autant que possible, tous les aulres cas & ne dépendre, fina-
lement que de ce pelit nombre d'intégrations fondamentales.

in considérant T'ensemble de lanalyse Lranscendante, tel
que je l'ai caraclérisé dans la legon précédente, onne voil pas
d'abord qu’elle peut élre utilité propre du caleul différenticl,
indépendamment de celle relation nécessaive avee le caleul
inlégral, qui semble devoir élre, par lui-meéme, le seul divee-
tement indispensable. En eflel, élimination des infinilési-
males ou des dérivées, inlroduiles comme auxiliaires pour
facililer I'élablissement des équalions, conslilnanl, d'apris ce
que nous avons vu, lobjet définilif el invarinble du calcul des
fonclions indirectes, il esl nalurel de penser que le caleul qui
enseigne & déduire des équalions enlre ces grandeurs suxi-
liaires, celles qui onl lieu entre les grandeurs primitives eiles-
meémes, doil striclement sullive aux besoins géncraux de
l'analyse (ranscendante, sans n'on apergoive, an premier
eoup d'ceil, quelle part spéciale el constante peal avoir, dans
une lelle analyse, la solution de la guestion inverse. Ce serail
abusivemenl que, suivant I'usage ordinaire, pour expliquer
l'influence direcle el nécessaire propre au caleul dillérentiel,
on lui assignerail la destination de lormer les équalions diffé-
rentielles, d'olr le calcul intégral lail parvenir ensuile aux
équations finies. Car la formalion primilive des équalions
différentielles n'est, el ne peul étre, & proprement parler,
lobjet d'aucun caleul, puisqu'elle coustilue, aut conlraive, par
sa nalure, le point de départ indispensable de fout caleul
quelconque. Comment, en parliculier, le caleul diftérentied
qui, par lni-mtme, se réduit 4 enscigner les moyens de diffe-
renfier les diverses équalions, pourrail-il ¢lre un procédé
général pour en ¢tablir? Ge qui, dans loule application de
lanalyse transcendante, facilite en effel Ia formation des
équations, c'est la mélhode infinitésimale, et non le caflea!
infinitésimal, qui cn est parfaitement dislinet, quoiqu’en
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élant le complément indispensable. Une telle considération
donnerail done une fausse 1dée de la deslination spéciale qui
caraclérise le caleul différentiel dans le sysleme général de
Ianalyse lranscendanle.

Mais ce serait, néanmoins, concevoir hien imparfailement
la véritable importance propre de celle premiére branclie du
caleul des fonclions indirecles, que d'y voir sculement un
simple travail préliminaire, n'ayanl daulre objel général
el essentiel que de prépacer an caleul intdgral des fondements
indispensables. Comme les idées sont ordinairement confuses
A cel égard, je crois devoir expliquer somuairement ici cetle
importante relalion, telle que je la concois, et monlrer que,
dans chaque applicalion quelconque de 'analyse Lranscen-
dante, une premiere part direcle el nécessaire est constam- -
menl assignée au caleul différentiel,

En formanl les équations différentielles d'un phénoméne
quelconque, il est'bien rare quon se Lorne d introduire diffé-
renticllement les scules grandeurs dont on cherche les rela-
lions. S'imposer cetle condilion, ce serail diminuer inuliles
ment les ressources que  présenle analyse lranscendante
pour'expression des lois mnlhénml]llucs des phénoménes, Le
plus souvent on fail enlrer aussi par leurs différenliclles, dans
ces équalions premitres, d'aulres grandeurs, dont la mlalmn
est déja conmue ou supposée I'élre, el sans la considération
desquelles il serail fréguemment impossible d'établiv les
équations. Clest ainsi, par exemple, que dans le probleme
général de la reclificalion des courbes, I'équation différen
tielle

ds? = dy? -+ di?, ou ds* = det - dy? - d?,

n'est pas seulement élablie entre la fonetion cherchée s et la
variable indépendante @ & laquelle on veul la rapporter; mais
on a inlroduil en méme temps, comme inlermédiaires indis:
pensables, les différentielles d'une ou deux autres fonclionsg
el =, qui sonl au nombre des données duprobléme ; il n'edlpas
¢Lé possible de former immédiatement Uéquation entre ds el
dx, qui serait d'ailleurs parvticuliére & chaque courbe consi
dérée. Il en est de méme pour la pluparl des questions, Or
dans ces cas, ilest évident quel’équalion différentielle n’est pas
immédiatement propre 2 Uinlégration. II fant, auparav
que les différentielles des fonctions supposées connues, qu
ont éLé employées comme intermédiaires, soienl enliéremer
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éliminées, afin que les équations se trouvent élablies entre les
différentielles des seules fonclions cherchées el celles des
variables réellemenl indépendantes, aprés quoi la queslion
ne dépend plus effeclivement que du ealeul inlégral. Or,
celle éliminalion préparatoire de cerlaines diflérentielles, afin
de réduire les infinilésimales au plus pelil nombre possible,
est simplemenl du ressorl du ealeul différentiel. Car elle doit
g¢ faire, cvidemment, en délerminant, d'aprés les équations
enlre l(“i fonelions supposdées connues prises pour inlerma-
diaires, les relations de leurs dillérentielles, ce qui n'est
quiune question de différentiation. Ainsi, par exemple, dans
le cas des rveetilications, il faudra d'abord caleuler dy on dy
el dz, en différentiant I'équation ou les &quations de chague
courhbe proposée ; cb daprés ces expressions, la formule
différentielle générale énoncée ci-dessus ne contiendra plus
que ds el dic; parvenue & ce poinl, I'éliminalion des infinitési-
males ne peul plus élre achevée que par le caleul inlégral,

Tel est done 'office général nécessairement propre au cal-
cul différentiel dans la solulion totale des queslions qui exi-
gent I'emploi de I'analyse franscendanle : préparer, autanl
que possible, I'élimination des infinilésimales, ¢'est-a-dire
réduire, dans chaque cas, les équations différentielles primi-
lives & ne plus conlenir que les dilférentielles des variables
réellement indépendantes el cellesdes fonctions cherchées, en
faisant disparaitre, par la différentiation, les dilférenticlles de
loutes les nulres fonclions connues quionlpu flre prises pour
infermédiaires lors delaformation des équalions différentielles
du probléme.

Pour cerlaines nleslmm qui, quoique en pelit nombre,
n'en onl pas moins, aingi ue nous le verrons plus lard, une
trés grande importance, les grandeurs cherchées se br ouvent
méme enlrer direclemenl, el non par leurs diflérenticlles,
dans les équations différenticlles primitives, qui ne con-
liennent alors différenticllementl que les diverses fonctions
connues, employées comme intermédiaires d'aprés Pexpli-
calion précédente. Ces cas sonl, de lous, les plus favorables,
car il est évidenl ¢ue le caleul différentiel suffil alors enlie-
remenl & l'élimination compléte des infinitésimales, sans
que la quL‘btlﬂIl p:uaw donner lieu & aucune inlégration.
Clest ce qui arrive, par exemple, dans le probléme des
langenles, en géomélrie ; dans celui des vilesses en méea-

nique, elc.
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Enfin, plusieurs aulres questions, donl le nombre esl
aussi fort petit, mais donl 'imporfance n'est pas moins grande,
présenlent un second cas d'exceplion, qui esl, par sa nalure,
exaclemenl l'inverse du précédent. Ce sonl celles ol les
équations différentielles se lrouvenl éire immédiatement
propres & lintégration, parce qu'elles ne conliennent, di§
leur premiére formalion, que les infinilésimales relalives aur
fonctions cherchées ou aux variables réellemenl indépens
danles, sans quon ail ¢Lé obligé d’introduire différentiellement
d'autres fonclions comme intermédiaires. Si, dans ces nots
veaux cas, on a effectivemenl employé ces derniéres fonctions,
comme par hypolhése, elles entreront direclement el non pa
leurs différentielles, I'algébre ordinaire suffira pour les élid
miner, ¢l réduire la question & ne plus dépendre que di
calcul intégral. Le caleul différentiel n’aura donce alors aucuné
part spéciale & la solution compléle du probléme, qui ser
tout entiére du ressorl du caleul intégral. La question glné
rale des quadratures en offrc un exemple imporlant, tt
I'équation différentielle étanl alors, dA = ydx, deviendra ime
médiatement propre a l'intégralion aussitolqu'on a uraé]iminﬁé
d'aprés 'équation de la courbe proposée, la fonclion inter
médiaire y, qui n'y enlre poinl dillérenliellement: la mémg
circonslance a lieu pour le probleme des cubatures, el polf
quelques aulres aussi essenlicls.

In résullal général des considéralions précedentes, il fal
donc parlager en trois classes les quesiions mathématiqued
qui exigent I'emploi de "analyse transcendanle : la premidi
classe comprend les problémes susceplibles d'élre entiérement
résolus au moyen du seul calcul différentiel, sans auci
besoin du calcul inlégral; la seconde, ceux qui sont, au cof
Lraire, entiérement du ressorl du ealeul inlégral, sans queld

la troisitme et la plus étendue, qui constitue le cas normal
les deux aulres n'élant que d’exceplion, les deux caleuls ok
successivemenl une part distinele et nécessaire 4 la 30
lution complite du probléme, le calenl dilférentiel fz
subir aux équalions dilférentielles primitives une préparation
indispensable & lapplication du caleul intégral, Tell
sonl exactement les relations générales de ces deuy caletl
dont on se forme communément des idées trop peu ps
cises. i

Jelons maintenant un coup d'eeil général sur la composilie
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rationnelle de chacun d'eux, en commencant, comme il con-
vient évidemmenlt, par le caleul différenticl.

Dans I'exposition de 'analyse lranscendanle, on a I'habitude
de méler & la parlie purement analylique, qui se réduit au
traité abstrail de la dilférentiation el de Uintégralion, 1'étude
de ses diverses applicalions principales, surtout de celles qui
concernent la géométrie. Celle confusion d'idées, qui est une
suite du mode efleclif suivant lequel la science s’est déve-
loppée, présenle, sous le rapporlt dogmalique, de graves
inconvénients en e¢e qu'elle empéche de concevoir convena-
lement, soit I"analyse, soit la géomélrie. Devant considérer
ici la coordinalion la plus ralionnelle possible, je ne compren-
drai, dans le tableau suivanl, que le calcul des fonctions
indirectes proprement dif, réservanl, pour la portion de ce
volume relative a I'étude philosophique de la mathémalique
concréte, 'examen général de ces grandes applications géo-
métrigues el mécaniques (1).

La division fondamentale du caleul différentiel pur, ou du
traité général de la dilférentialion, consisie & dislinguer deux
cas, suivant que les fonctions analyliques qu'il s'agil de difté-
renlier sont explicites ou impliciles; d'olt deux parties ordinai-
remenl désignées par les noms de différentialion des formules
el différentialion des équaiions. 11 est aisé de concevoir @

~ priori l'importance de celle classification. En effet, une telle
“distinclion serail illusoire si 'analyse ordinaire élait parfaite,

'est-a-dire, si l'on savail résoudre algébriquement loutes les
équalions ; car alors il serait possible de rendre explicite Loute
fouclion implicite ; et, en ne la différentiant que dans cet
élat, la seconde partie du caleul différenliel rentrerail immé-
diatement dans la premitre, sang donner lieu & aucunc nou-

wvelle difficulté, Mais la résolution algébrique des équations

L

étant, comme nous 'avons vu, encore presque dans l'enfance,
et ignorée jusqu'a présenl pour le plus grand nombre des cas,
on comprend qu'il en doil étre loul aulrement; puisqu'il
gagil, dés lors, & proprement parler, de différentier vne fone-
tion sans la connailre, bien qu’elle soil délerminée. La diffé-

{1} J'ai établi depuis longtemps, dans mon enseignement ordinaire
de l'analyse transcendante, Fordre que je vais exposer. Un nouveau
professeur d'analyse transcendante & I'Ecole Polytechnique, avec
lsquelje me félicite de m'étre rencontré, M. Malhien, a adopté, dans
800 cours de cette annde, une marche essenticllement semblable.
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renliation des fonclions impliciles constilue done, par s
nature, une question vraimenl dishincle de celle que présen
tent les fonctions impliciles, et nécessairement plus compl
quée. Ainsi ¢'est évidement pav la difiérentialion des formule
quil faul commencer, el on parvienl ensuile & rameng
généralement a ce premier cas la dilférenlialion des ¢ouations
par certaines considérations analyliques invariables que jem
dois pas mentionner iei.

Ces deux ems géndraux de la différentialion sonl encon
distinels sous un aulre rapporl également nécessaire, el lg
important pour que je néglige (h‘ le signaler. La relatio
obtenue entre les différenticlles est constamment plus ind
recle, par rapport & celle des quanlilés finies, dans la diffé
rentiation des fonchions implicites que dans celle des fond
tions expliciles. On sail, en effel, d'aprés les considéralion
préseniées par Lagrange sur la formalion générale de
dquations d]ﬂfl(:'[ﬂlt‘”(“- que, dune parl, la méme équi
tion primitive peul donner lieu & un plus ou moins gran
nombre d'équations dérivées de formes treés diverses, quoiqut
aufond, équivalentes, suivant celles des constantes arbitrait
que l'on élimine, ce qui n'a pas lien dans la difrérentiatio
des formules 0\[1]1{ ites ; el que, d'une autre part, le systé
infini d'équations primitives différentes qui cor rr\s:pondenﬂ
une méme équalion dérivée présente une variélé analytiqy
bien plus profonde que celle des diverses fonclions susce
tibles d'une méme différenticlle explicile, el qui ne se dif
tinguenl les unes des anlrves que par un terme conslant. I8
fonctions implicites doivenl étre envisagées comme éaf
réellement encore plus modifiées par la différentiation qu
les fonctions explicites. Nous retrouverons lout & I'heut
celle considération relativemenl au calcul intégral, ol el
acquierl une importance prépondéranle.

Chacune des deux parties fondamentales du calcul diff
rentiel se subdivise elle-méme en deux héories trig ds
tinctes, qnivqnl r[u‘il s‘aai[ rle cliﬁ'ﬁrcnlier deg f'onclionc

pendanh_x.. Ce b@t.()lli_l cas f‘tsl, pd] sa l‘i.ll.UIE. Loul#
dislinct du premier, el présenle évidemment plus de col
plication, méme en ne considéranl que les fonclions expl
ciles, el a plus forle raison pour les lonctions implicites.
reste, 'un se déduil généralemenl de 'aulre, & I'aide d'un] [f
cipe invariable fort simple, qui consiste 4 regarder ladif
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renlielle Llotale d'une fonclion en verlu des aceroissements
simullanés des diverses variables indépendantes qu'elle con-
lient, comme la somme des différentielles particlles que pro-
duirail l'accroissement séparé de chaque variable successive-
menl, st loules les anlres élaienl constantes. Il laut, d'ailleurs,
soigneuscnienl remarquer & ce sujel une nolion nouvelle
qu'inlroduit, dans le sysléme de I'analyse Lranscendanle, la
distinction des fonclions & une seule variable el & plusieurs :
c'est la considération de ces diverses fonclions dérivées
spéeiales, relatives & chaque variable isolément, et dont le
nombre croil de plus en plus & mesure que l'ordre de la
dérivation s'¢leve, et aussi quand les variables sonl plus
multiplices. Il en résulle que les relations différenticlles
propres aux fonctions de plusicurs variables soni, par leur
nalure, ¢t bien plus indirecles, ¢l surtoul beaucoup plus
indéterminées que celles relatives aux fonelions d'une seule
variable. Cela esl prineipalement sensible pour les fonclions
impliciles otr, au lieu des simples conslanles arbilraives que
lélimination fait disparailre quand on forme les équalions
différenticlles propres aux fonclions d'une seule variable, ce
sont des fonclions arbitraires des variables proposées qui se
trouvent élimindes, d'ott doivent résuller, lors des intégra-
lions, des difficullés spéciales.

Enfin, pour compléler ce (ablean sommaire des diverses
parties eszenlielles du ealeul dilférenticl proprement dit,
je dois ajouler que, dans la différentialion des [onclions
implicites, so0il & une seule variable, soil & plusicurs, il faut
encore dislinguer le cas ol il s'agil de dilférentier 4 la fois
diverses fonctions de ce genre, m(‘lém dans certaines ¢qua-
lions primilives, de r:o]m oil Loules ces fonclions sont
séparées.

Les forctions sonl évidemment, en elfel, encore plus im-
pliciles dans le premier cas que dans le second, si 'on con-
sidére que la méme imperfection de l'analyse ordinaire, qui
empéche de convertir toule fonction implicile en une fone-
tion explicile équivalenle, ne permel pas davaniage de
séparer les fonetions qui enlrenl simultanément dans un
systeme quelconque 'éguations ; il s'agit alors de diflé-
tenlier, non seculement sans savoir résoudre les équalions
primitives, mais méme sans pouvoir effecluer entre elles les

éliminations convenalbles, ce qui conslitue une nouvelle
- dilficulté.
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Tels sont done I'enchainement naturel et la distribution
rationnelle des diverses Lthéories principales dont se compose
le Lraité général de la différentialion. On voil que, la diffé
rentiation des fonctions impliciles se déduisant de eelles des
fonctions expliciles par un seul principe conslant, el la dif-
férentintion des [onctions & plusicurs variables se ramenant,
par un autre principe fixe, & celle des fonclions & une seule
variable, Loul le caleul différenticl se lrouve reposer, en der
niere analyse, sur la différentialion des fonclions explicilesd
une seule variable, la seule qui s’exéeule jamais directement,
Or, il est aisé de concevoir que celte premiére 1héorie
base néeessaire du systéme enlier, consiste simplement dand
la difTérentiation des dix fonctions simples, qui sont les élé
ments uniformes de loutes nos combinaisons. analyliques
el dont j'ai présenté le tableau (4° lecon, page g4). Carli
différentialion des fonctions composées se déduil évidemmend
d'une maniére immdédiale et nécessaire, de celle des fonelion
simples qui les constituent. Clest done a la connaissance d
ces dix différenlielles fondamentlales, et & celle des demt
principes généraux, ci-dessus menlionnés, qui y raménenl
tous les auires cas possibles, que se réduit, & propreme
parler, toul le trailé de la différentiation. On veil, par B
combinaison de ces diverses considéralions, combien esl il
fois simple el parfail le systéme enlicr du caleul différentie
proprement dit. Il conslitue certainemenl, sous le rappor
logique, le spectacle le plus intéressant que Panalyse mathé
malique puisse présenter & nolre intelligence.

Le lableau général que je viens d'esquisser sommairement
offrivait, néanmoins, une lacune essenticlle, i je n'indiqual
ici distinctement une derniére théorie, quiforme, parsanatury
le complément indispensable du lraité de la différenliation
C'esl celle qui a pour objet la transformation constante de§
fonctions dérivées, en résullat des changements délerminé§
de varinbles indépendantes, d’olt résulle la possibilité de rap
porter & de nouvelles variables toutes les formules différens
tielles générales Glablies primitivement pour daulres. Cells
question est mainlenant résolue de la maniére la plus com
pltte et la plus simple, comme toules eelles dont se compos
le caleul différentiel. On congoil aisément I'imporlance gé
rale qu'elle doit avoir dans les applications quelconques
Panalyse transcendante, dont elle peul élre considérée comn
augmenlanl les ressources fondamenlales, en permetlant
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choisir, pour former d'abord plus aisément les équations
différenticlles, le systtme de variables indépendantles qui
paraitra le plus avantageux, bien qu'il ne doive pas élre main-
tenu plus lard. C'est ainsi, par exemple, que In pluparl des
questions principales de la géomélrie se résolvenl beaucoup
plus aisément en rapportant les lignes et les surfaces & des
coordonnées rectilignes, et qu'on peul néanmoins étre conduit
i les appliquer & des formes exprimées analyliquement &
l'aide de coordonndes polaires, ou de toule anlre manitre. On
pourra commencer alors la solution différentielle du probléme
en employant toujours le systéme rectiligne, mais seulement
comme un intermédiaire, d'aprés lequel, par la théorie géné-
rale que nous avons en vue ici, on passera an systéme défi-
nitif, qu’il ent &6 quelquefois impossible de considérer direc-
lement.
Dans la classificalion ralionnelle que je viens d'exposer
pour I'ensemble du caleul différentiel | on sersil nalurellement
- lenlé de signaler une omission grave, puisque je n'ai pas
sous-divis¢ chacune des qualre parties essenticlles d’apres
une autre considération générale, qui semble d'abord fort
importanle en elle-méme, celle de l'ordre plus on moins
dlevé de Ta différenlialion. Muis il est aisé de comprendre
que celle dislinction n'a aucune influence réelle dans le
calenl différentiel, en ce qu’elle n'y donne licu & aucune diffi-
colté nouvelle. En effet,si le caleul différentic] n'élait pas rigou-
reusemenl complel, ¢'esl-i-dire, si on ne savait point différen-
lier indistinclemenl toute fonction quelconqgue, la différenlia-
lion au second ordre, ou d un ordre supéricur, de chaque fone-
tion déterminée, pourrail engendrer des diflicullés spéceiales,
Mals Ia parfaile universalité du caleul dilférentiel donne évi-
demmenl I'assurance de pouvoir différentier & un ordre
quelconiue loutes les fonctions analyvliques connues, la ques-
tion se réduisanl sans cesse A une différentiation au premier
ordre, successivement redoublée. Ainsi, la considéralion
des divers ordres de différenticlles peut bien donner nais-
sance 4 de nouvelles remarques plus ou moins 1mpor-
lantes, surloul en ce qui concerne la formation des éguations
difiérentielles, el les dérivées parlielles successives des fone-
tons & plusicurs variables. Mais clle ne saurail, évidemmenl,
conslituer aucun nouveaun probléme général dans le Lrailé de
la différentiation. Nous verrons lout & 'heure que cetle dis-

- linction, qui n'a, pour ainsi dire, aucune importance dans le
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calcul différentiel, en acquiert, au contraire, unc trés grande
dans le caleul inlégral, en verlu de 'extréme imperfection de
ce dernier caleul.

Enfin, quoique j'aie cru. en theése géudérale, ne devoir nul:
lement envisager en ee moment les diverses applicalions prin
cipales du ealenl différenticl, il convienl néanmoins de faire
une exception pour celles qui consistent dans la solution de
questions puremenl analytiques, (ui doivent, en effet, &tre
rationnellement placées a la suile du traité de la différentia
tion proprement dile, & cause de 'homogénéilé évidente des
considérations.Ces queslions peuvent se réduire & Lrois essen
lielies : 1° le développement en séries des fonclions & ung
scule ou & plusieurs variables, ou, plus généralement, h
transformation des fonelions, gui constitue la plus belle ells
plus importante applicalion dit eale ul différenticl a l'analyst
géndrale, el qui ecomprend, oulre la série fondamentale
découverte par Taylor, les séries si remarquables trouvées
par Maclaurin, par Jean Bernouilli, par Lagrange, cle. ; 2l
théorie générale des valeurs maxilnu el mintma pour les
fonelions quelcondques i une seule ou i plusieurs variables,
un des plus inléressants problémes que puisse présenter |'ang
lyse, quelque ¢lémentaire qu'il <o0it devenn aunjourd'hui, etd
la solution compléle duquel le calenl différentiel s'applique
lrés naturcllement; 3¢ enlin, la détermination générale deld
vraie valenr des fonelions qui se présentent sous une appa
rence indélerminée pour certaines hypolhéses failes sur 16§
valeurs des variables correspondantes, ee qui est le pro
bleme le motns ¢lendu et le moins imporlant des trois, quo
qu'il mérite d'¢bre noté el La premiére question esl, sang
conlredil, la principale sous lous les rapporls: elle est ;ag
la plus susceplible d'nequérir dans la suile une extensiod
nouvelle, surtoul en concevanl, d'une manidre plus large
qu'on ne U'a fail jusqu'ici, 'emplol du caleul différentiel pout
la transformation des foncelions, au sujel de laquelle Lagrang
a laissé quelques indiealions précicuses, qui n'ond encord
¢té ni généralisées ni suivies.

Je regretle beaucoup d'¢tre obligé, par les limiles néges
saires do cel ouvi rage, de me borner i des considération
sommaires anssi insuflisanles sur tous les divers sujets qué
je viens de passer en revue, ek qui comporteraient, par led
nature, des développements beaucoup plus élendus, en com

linuant toujours néanmoins i rester dans les généralités qur
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sont le sujet propre de c¢ cours. Je passe maintenant a 'expo-
sition également rapide du tableau systématique du caleul
intégral proprement dit, ¢'est-a-dire du traité abstrait de I'in-
tégration. .

La division fondamentale du calcul intégral est fondée sur
le méme principe que celle ci-dessus exposée pour le calcul
dillérentiel, en distinguant l'inlégralion des formules diffé-
renlielles explicites, et l'intégration des différentielles impli-
cites, ou des équalions différentielles. La séparation de ces
deux cas esl méme bien plus profonde relativemenl & I'inté-
gration, que sous le simple rapport de la différentiation. Dans
le caleul différentiel, en effet, cette distinclion ne repose,
comme nous l'avons vu, que sur l'extréme imperfection de
l'analyse ordinaire. Mais, au contraire, il esl aisé de voir que,
quand méme loutes les équations seraient résolues algébri-
quement, les équations différentielles n'en constitueraient pas
moins un cas d'intégration loutl & fail distinct de celui que
présentent les formules différentielles explicites, Car, en se
bornanl, par exemple, au premier ordre et & une fonclion
unique y d’une seule variable «, pour plus de simplicité, si

l'on suppose résolue, par rapport & :j—z, une ¢quation différen-

, dy ., . 3
lielle quelconque entre a, 7 et —i, I'expression de la fonction

dérivée se trouvant alors conlenir généralement la fonction
primitive elle-méme qui est 'objel de la recherche, la question
I'intégration n'aurail nullement changé de nalure, et Ja solu-
lion n"aurail fait réellement d'autre progrés que d’avoir ameng
I'¢quation différentielle proposée 4 ne plus éire que du premier
degré relativement a la fonclion dérivée, ce qui est, en soi,
de peu d'importance. La différentielle n’en serait donc pas
moins délerminée d’une maniére & peu prés aussi implieile
qu'auparavant, sous le rapport de l'intégralion, qui conti-
nuerail 4 présenler essentiellement la méme difficulté carac-
léristique. La résolution algébrique des équations ne pourrail
{aire rentrer le cas que nous considérons dans la simple inté-
gralion des différentielles explicites, que dans les occasions
ltbs particulitres out l'équalion différentielle proposée ne
conliendrait point la fonclion primilive elle-méme, ce qui

: dy
permeltrail, par conséquent, en la résolvant, de trouver =

A-C.— L 11
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en fonclion de x seulement, et de réduire ainsi la question
aux quadratures. _

La considéralion que je viens d'indiquer pour les équations

dillérentielles les plus simples aurail ¢videmmenl encore plu
d'iuportance pour celles des ordres supéricurs ou qui con
tiendraient simultanément diverses [onclions de plusieur
variables indépendantes, Ainsi, Iinlégralion des différenliclle
qui ne sonl délerminées gu'implicilemenl conslilue pars
nature, el sans aucun égard & I'élal de algébre, un cas e
tierement distinel de celui relalif aux différentielles expl
cilement exprimées en fonclion des variables indépendantes
Linlégralion des équations différenticlles esl donc nécessa
remenl plus compliquée que celle des différentielles expl
ciles, par 'élaboration desquelles le ealcul inlégral a pr
naisganee, el donl ensuile on s'est eflorcé de faive, aula
que possible, dépendre les antres, Tous les divers procéd

analytiques proposés jusqu'iel pour intégrer les équalio
différentielles, soil la séparation des variables, goil Ta m
thode des mulliplicaleurs, ete., ont en effel pour hul der
mener ces intégralions a celles des formules différentiell
la seule qui, parsanalure, puisse ¢tre enlreprise directemer

Malheureusement, quelquiimparlaile que soil jusqu'iei cel

base ndécessaire de lout le caleul inlégral, Tart d'y rédui

Iinlégration des équalions dillérenliclles esl encoroe bi

maolns avanes,

(hacune de ces deux Lranches fondamenlales du cale
inlégral se sous-divise ensuite en deux auntres, comme da
le caleul diftérentiel, el par des molils exaclemenl analogy
(que je me dispenserai, par conséquent, de reproduire), s
vant que 'on considére des fonciions & une varviable ot ¢
fonctions & plusieurs variables indépendantes. Je ferai s
lement observer gue celle dislivelion esl, comme la pré
denle, encore plus importante pour lintégralion que pour
dilféreniialion. Cela esl surfont remarquable, relalivemt
aux équalions difi¢renticlles. En eflet, celles qui se rappoth
4 plusieurs variables indépendantes peuvenl évidemmi
presenter celle difficuli¢ caraclérislique, el d'un ordre bi
plus ¢levé, que la fonclion cherchée soil détinie différenl
lement par une simple relation entre sos diverses détiv
speeinles relatives aux différentes variables piises séparémé
De 14 résulle Ja branche la plus difficile, et aussi lap
clandue du caleal inlégral, ce gqu'on nomme ordinairem
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le calcul intégral aux différences partieiles, créé par d’Alem-
bert, et dans lequel, suivant la jusle appréciation de Lagrange,
les géomelres anraient da voir réellemenl un caleul nouveau,
dont lecaractére philosophiguen’esl pasassezexaciemenl jugé.
Une diflérence Irés saillante entre ce cas el celui des équa-
tions & une seule variable indépendanle consiste, comme je
I'ni observé ci-dessus, dans les fonctions arbitraires qui
remplacenl les simples consfantes arbilraires pour donner
aux intégrales correspondantes toule la généralilé conve-
nable.

A peine ai-je besoin de dire que celle branche supérieure
de l'analyse lranscendante esl encore entitrement dans 'en-
fance, puizque, seulement dans le cas le plus simple, celui
d'une équation du premier ordre entre les dérivées parlielles
d'une seule fonction & deux variables indépendantes, on ne
sail poinl méme jusquiici complélement ramener 'inlégra-
tion & celle des équations différenticlles ordinaires, L'inlégra-

\tion relalive aux fonclions de plusieurs variables esl beau-
coup plus avancée, dans le cas, infininient plus simple, & la
vérité, ot il ne s'agit que des formules différentielles expli-
cites. On sail alors, en elfel, quand ces formules remplissent
les conditions convenables d'inlégrabililé, réduire conslum-
ment leur intégration aux quadralures.

Une nouvelle distinction générale, applicable comme sous-
division, & l'intégralion des différenticlles expliciles ou impli-
cites, & une seule variable ou & plusicurs, se tire de l'ordre
plus ou moins élevé des différentiations, qui ne doune liea &

- aucune question spéciale dans le calenl différenticl, ainsi que
nous I'avons remarqud.

Relalivemenl aux diilérentielles explicites, soil & une
variable, soil & plusieurs, la nécessité de distinguer leurs
divers ordres ne lient qu'h I'extvéme imperfection du caleul
inlégral. En effat, si I'on savail conslamment inlégrer loule
formule différentielle du premier ordre, Pintégration d'une
formule du second ordre ou de loul autre ne conslituerait

- point, évidemment, une question nouvelle, puisqu'en Linté-
grant d'abord au premier ordre, on parviendrail & I'expression
différenticlle de I'ordre immédiatement précédent, d’oi, par
une suite convenable d'inlégrations analogues, on serail cer-
lain de remonter finalement & la fonction primilive, objet
propre d'un tel Iravail. Mais le peu de connaissances que
oug possédons sur les inlégrations premiéres fail qu'il n'en
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est point ainsi et que Vordre plus ou moins élevé des diffé-
rentielles engendre des difficullés nouvelles. Car, ayanl des
formules diftérentielles d'un ordre quelconque supérieur
au premier, il peul arriver qu'on sache les intégrer une pre-
miére fois ou plusicurs fois de suile, el que, néanmoins, on
ne puisse remonter ainsi aux fonctions primitives, si ces tra-
vaux préliminaires onl produil, pour les diflérentielles d'un
ordre inférieur, des expressions dont les intégrales ne sont
pas connues. Cetle circonslance doil se présenter d'autanl
plus fréquemment, l¢ nombre des intégrales connues étanl
encore fort petil, que ces intégrales successives sont géné-
ralement, comme on sail, des fonctions trés différentes des
dérivées qui les onl engendrées.

Par rapport aux différentielles impliciles, la distinction des
ordres est encore plus imporlante ; car, oulre le molil' préci-
dent, dont I'influence est évidemment ici analogue, et méme
a un plus haut degré, ilest aisé¢ de sentiv que I'ordre supérieut
des équations diflérentielles donne lieu nécessairement & des
queslions d'une nalure nouvelle, En effel, stl-on mém:
intégrer indistinctement toule équation du premier ordr
relative 4 une fonction unique, cela ne suffirait point pour
faire oblenir I'intégrale définitive d’'une équation d'un ord

uelconque, loute équalion différentielle n'étant pas réduc
tible 4 celle d’'un ordre immédiatement inférieur. Si I'on
par exemple, pour déterminer une fonction g de la variah!
; dy d*

a, une relalion quelcongue entre x, y,d—i_ el da;i’

pourra peint déduire immédialement, en effectuant une prv

miere intégration, la relalion différentielle correspondan!

on n'v

. dy g . .
enlre x, y, el e d’o0, par une seconde intégration, on remo:

terail & I'équation primitive. Cela n’aurail licu nécessair
menl, du moins sans iolroduire de nouvelles fonelion
auxiliaires, que si I’équation du second ordre proposée 1
conlenait point la fonction cherchée y, concurremment avi
ses dérivees. En Lhése générale, les équations différentielis
devront done réellement étre envisagées comme présental
des cas d'aulant plus implicites que leur ordre est plus élev
et qui ne pourront rentrer les uns dans les aulres que pards
méthodes spéciales, donl la recherche constilue, par copst
quent, une nouvelle classe de questions & I'égard desqn”
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on ne sail jusqu'ici presque rien, méme pour les fonclions
d’une seule variable (1).

Au reste, quand on examine, d’'une maniére trés approfondie,
cette distinction des divers ordres d'égunalions différentielles,
ontrouve qu'elle pourrait rentrer constamment dans une der-
nicre distinclion générale, relalive aux ¢quations différen-
tielles, que j'ai encore a signaler. [En eflel, les équations
différentielles & une seule ou & plusieurs variables indépen-
dantes peuvenl ne conlenir simplement gqu'une senle fone-
tion ou bien, dans un cas évidemment plus compliqué et
plus implicite qui correspond & la différentiation des fonetions
impliciles simullanées, on peul avoir & délerminer en méme
lemps plusieurs fonclions d'aprés des équalions différenticlles
ol elles se trouvenl mélées, concurreminent avee leurs
diverses dérivées. Il est clair qu'un Lel élal de la question
présenle nécessairemenl ur~ nouvelle difficullé spéciale, celle
d'élablir la séparalion des dill‘érentes fonclions cherchées, en
formant pour chacune, d’aprés les équalions différentielles
proposées, une équalion dili¢renticlle isolée qui ne coutiennc
plus les autires fonctions ni leurs dérivées. Ce Lravail preéli-
minaire, qui esl Panalogue de I'élimination en algébre, est
évidemmentindispensable avant de lenter aucune intégration
direcle, puisqu’on ne peul entreprendre généralement, & moins
d'artifices spéciaux (rés raremenl applicables, de déterminer
immédialement & la fois plusieurs fonctlions dislincies, Or, il
est aisé d'¢lablir la coincidence exacle et néeessaire de celle
nouvelle distinction avee la précédente, relative 4 'ordre des
équations différenticlles. On sail, en effet, que la mdéthode
générale pour isoler les fonclions dans les équations différen-
tielles simultanées consiste essentiellement & former des
équalions différentielles, séparément relatives & chaque fone-
lion, el dont l'ordre est égal & la somme de lous ceux des
diverses équations propostes. Celte {ransformalion pent
seffectuer constamment. D'un aulre colé, loule équation
différentielle d'un ordre quelconque relalive & une seule
fonction pourrait évidemment se ramener tonjours au pre-
mierordre, en introduisanl un nombre convenable d’équations

(1) Le seul cax important de ce genre qui ait ¢té compldtement
traité jusqu'iei est linkégration générale des dqualions {finéaires ('un
ordre quelconque, A coefficients constanls, Encore se trouve-l-clle
dépendre finalement de la résolution algébrique des équations d'un
degré ézal A l'ordre de la différentiation.
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différenticlles auxiliaires, contenanl simullanément les di-
verses dérivées anlérieures considérées comme nouvelles
fonclions & déterminer, Ce proeédé a méme élé quelquefois
employé avec suceds, quolque, en général, il ne soil pas
normal, (e sont done deux genres de condilions nécessaire-
ment équivalents, dans la théorie générale des équalions
différentielles, que la simullanéité d'un plus ou moins grand
nombre de fonclions, el l'ordre de diflérenliation plus ou
moins ¢levé d'une fonclion unique. En angmentant 'ovdre
des équations diiférenticlles, on peut isoler loutes les fone-
tions ; et, en multipliant artificicllement le nombre des fone-
tions, on peut ramener loules les équalions au preuuer ordre.
Il 0’y a, par conséquent, dans I'un el l'autre cas, qu'une méme
difficullé, envisagée sous deux poinls de vue dillérents. Mais,
de quelgque maniére qu'on la congoive, celle nouvelle diffi
culté commune n'en esl pas moins réclle et n'en constilue
pas moins, par =a nalure, une séparalion tranchdée entre
lintégralion des équations du premier ordre el celle des
équations d'un ordre supéricur. Je préfere indiquer la dislines
tion sous cetle derniére forme, comme plus simple, plus
générale el plus rationnelle,

Daprés les diverses considérations indiquées ci-dessus sur
I'enchainemenl rationnel des différenles parlies principales
du calcul intégral, on voitl que Uintégration des formules
dilférenticlles expliciles du premier ordre & une seule variable
est la base néeessaive de loules les aulres inlégrations qu'on
ne parvient jamais & effecluer qu'autant qu'on peut les faire
renirer dans ce cas élémenlaire, le seul évidemment qui, par
sa nalure, soil susceplible d'atre trailé directement. Celle
intégration simple et fondamentale esl souvenl désigncée par
lexpression commode de quadratures, allendu que loulg
intégrale de ce genre [ f () dx, peul, cn ellel, élre envisagée
comme représentant aire d'une courbe donl I'équation en
coordonnées rectilignes serail y = [ (z). Une lelle classe do
questions cor reapund, dans le caleul différentiel, an cas 6éd
mentaire de la différentialion des fonclions explicites & und|
seule variable. Mais la question inlégrale esl, par sa nature,
bien anlrement compliquée et surtoul heauc :oup plus étendue
que la quesiion différenticlle. Celle-ei se réduil nécessaires
menl, en ellel, coimme nous l'avons vu, & la différentiation d¢
dix fonetions almplm ¢léments de Loutes celles que T'anglysn
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considére. Au contraire, lintégration des fonctions composées
ne se déduit point nécessairement de celles des [onctions
simples, dont chaque nouvelle combinaison doit présenter,
sons le rapport du caleul inlégral, des dilficultés spéciales.
De l&, I'élendue naturellement indéfinic ef In complicalion
si variée de la question des quadratures, sur lagquelle, malgré
tous les efforts des analystes, on posséde encore si peu de
connaissances complétes.

En décomposanl celle question, eomme il est naturel de le
faire, suivant les diverses formes que pent allecter la fonelion
dérivée, on distingue d’abord le eas des fonclions algéhri-
fques, et ensuile celui des fouctions transcendantes. L'inlé-
gration vraimenl analylique de ee dernier ordre d'expressions
est jusqu'ici fort peu nvancée, soit pour les fonelions expo-
uenlielles, soil pour les fonctions logarithmiques, soil pour
les fonclions circulaires. On n'a lraité encore qu'un Lrés petit
nombre de cas de ces (rois divers genres, en Jes choizissant
parmi les plus simples, qui conduisent méme ordinairement &
des calculs extrémement pénibles. Ce que nous devons surtont
remarquer & ce sujel =ous le rapporl philosophique, ¢’esl que
les divers procédés de gquadralure ne liennent & aucnne voe
générale sur I'intégration, ot consislent en de simples arlifices
de caleul fort incohérents enfre cux, el donl le nombre esl bris
mulliplié, & cause de I'élendne trés bornée de chacun d'enx.
Je dois cependant signaler ici un de ces artifices qui, sans ¢lre
réellement une méthade d'intégration, esl néanmoins remar-
quable par sa généralilé : c'est le proeédé inventé par Jean
Bernonilli, et connu sous le nom de Uinlégration par parlies,
d'apres lequel toule intégrale peut élre ramende & une aalre,
quise trouve quelquefois ¢lve plus facile i obtenir. Celle ingdé-
nieuse relation mdérite d'dlre notée sous un anlre rapport,
comme ayant offert la premitre idée de cetle transformation
les unes dans les aulres des inlégrales encore Inconnues, qui
arecu dans ces derniers temps une plus grande extension, et
dont M. Fourier surtout a fail un usage si nouveau el si im-
portant pour les questions analytiques engendries par la
~ théorie de la chaleur.

Quant & I'intégration des fonclions algébriques, clle est
plus avancée, Cependant, on ne st eneore presgue rien
relativemenl aux fonclions irealiounelles, donl les inlégrales
nont é1é oblenues que dans des cas extrémement hornés, et

~ surtout en les rendant rationnelles. L'intégration des fonclions
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rationnelles est jusqu'ici la seule théorie du calcul inlégral
qui ait pu élre lraitée d'une maniére vraiment compléle:
sous le rapport logique, elle en conslitue donc la partie [y
plus satisfaisante, mais peut-étre aussi la moins importante.
Il est méme e:ﬁent]cl de remarquer, pour avoir unc jusleidée
de l'extréme imperfection du calcul intégral, que ce cas si
peu élendu n’est enlicrement résolu que pour ce qui concerne
proprement I'intégration, envisagée d'une maniére abstraite;
car, dans I'exécution, la théorie se Lrouve le plus souvenl,
indépendamment de la complication des caleuls, lout & fail
arrétée par l'imperfeclion de l'analyse ordinaire, atlendu
qu'elle fait dépendre finalement I'intégration de la résolulion
algébrique des équations, ce qui en limile singuliéremen
I'usage.

Pour saisir, d'une mani¢re générale, lesprit des divers
procédés d'aprés lesquels on procéde aux quadratures, nous
devons reconnaitre d'ailleurs que, par sa nature, ils ne peu-
vent étre fondés primitivement que sur la différentiation des
dix fonctions simples, donl les résuliats, considérés sous le
point de vue inverse, établissent autant de théorémes immd
diats de calcul intégral, les seuls qui puissent éire conpus
directement, tout l'art de lintégration consistanl ensuile.
comme je I'ai exprimé en commencanl cette legon, 4 fair
renirer, autant que possible, toutes les aulres quadrature
dans ce petil nombre de quadratures élémentaires, ce qui mi-
heureusement nous est encore le plus souvent inconnu.

Dans celte énuméralion raisonnée des diverses parties
essentielles du calcul intégral suivant leurs relations logiques.
J'ai négligé A& dessein, pour ne pas interrompre l'enchalne-
ment, de “considérer distinclement une théorie fort importante
qui forme implicitement une porlion de la théorie générale ile
I'intégration des équations différentielles, mais que je dois il
signaler séparément, comme élant, pour ainsi dire, en dehors
du caleul intégral, et offrant néanmoins le plus grand inlérél,
soil par sa perfection rationnelle, soil par I'étendue de s
applications, Je veux parler de ce quon appelle les solutions
singuliéres des ¢qualions différentielles, dites quelquefois.
mais & tort, solulions parliculiéres, qui ont éLé le sujet e
travaux trés remarquables de la part d'Euler ef de Laplacy,
et dont Lagrange surtoul a présenté une si belle el si simplt
théorie générale. On sait que Clairaut qui, le premier, eul
occasion d'en remarquer l'existence, y vit un paradoxe (e
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calcul intégral, puisque ces solutions ont pour caraclére
propre de salisfaire aux équations différentielles sans élre
néanmoins comprises dans les intégrales générales correspon-
danles. Lagrange a, depuis, expliqué ce paradoxe de la
manieére la plus ingénieuse el la plus salisfaisante, en mon-
trant comment de telles solutions dérivent toujours de I'inlé-
grale générale par la variation des constanles arbitraires. Il a
aussi, le premier, convenablemenl apprécié 'importance de
cetle théorte, el c'est avec raison qu'il lui a consacré, dans
ses lecons sur le caleul des fonctions, un si grand développe-
menl. Sous le poinl de vue rationnel, celle lhéorie mérile en
elfet toule notre allention, par le caraclére de parfaite géné-
ralité qu'elle comporte, puisgque Lagrange a exposé des pro-
cédés invariables et fort simples pour lrouver la solution
singuliére de toule équation différentielle quelcongue qui en
esl susceplible; el, ce qui n'est pas moins remarquable, ces
procédés n'exigent aucune intégration consistant seulement
dans les différentiations, et par la méme toujours applicables.
La différenlialion est ainsi devenue, par un heureux arlifice,
un moyen de suppléer dans cerlaines circonstances 4 l'imper-
fection du caleul intégral. En effel, certains problémes exi-
genl surtoul, par leur nature, la connaissance de ces solutions
singuiiéres, Telles sonl, par exemple, en géométrie, Loutes
les questions oi1 il s'agit de délerminer une courbe d'aprés
une propriélé quelconque de sa langente ou de son cercle
osculateur. Dans Lous les cas de ce genre, aprés avoir exprimé
cette propriélé par une équation diflérenlielle, ce sera, sous
le rapport analytique, I'équation singuliére qui constiluera
lobjet le plus important de la recherche, puisqu'elle seule
représenlera la courbe demandée, I'inlégrale générale qui
devient dés lors inutile & connaitre, ne devant (léwﬂrncr autre
chose que le systéme des tangenles ou des cercles (m'uldtcur%
de celte courbe. On concoit aisément, ' d|1|€“- cela, toute I'im-
portance de celle I.hum(.-., qui me semble n'élre pas encore
suffisamment appréciée par la pluparl des géométres.

Enfin, pour achever de signalerle vaste ensemble de recher-
ches andhtu;ucsrlont se compose le calcul inlégral proprement
dit, il me reste & mentionner une théorie fort importante dans
loutes les applications de I'analyse transcendante, que j'ai da
laisser en dehors du sysiéme eomme n'étant pas réellement
destinée 4 une vérilable inlégration, el se proposant au con-

E traire de remplacer la connaissance des intégrales vraiment
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analytiques, qui sont le plus souvenl ignorées. On voil quil
s'agil de la déterminalion des inlégrales définies.

L’expression, toujours possible, des intégrales en séries
indéfinies, peul d'abord étre envisagée comme un heureux
moyen général de compenser souvent 'extréme imperfeclion
dn caleul intégral. Mais Icmplm de lelles séries, & cause de
leur complication et de la difficulfé de découvrir la loi dg
leurs termes, esl ordinairement d'une médiocre utilité sous
le rapport algébrique, bien qu'on en ait déduil quelquefois
des relations forl essenlielles, Clesl surloul sous le rapporl
arithmétique que ce procédé acquierl une grande importaneg
comme moyen de caleuler ce qu'on appelle les intégrale
définies, c'est-a-dire, les valeurs des fonctions cherchée
pour certaines valeurs déterminées des variables correspor
dantes.

Une recherche de celle nature correspond exaclemest
dans I'analyse lranscendante, & la résolulion numérique de
équations ‘dans Punalyse ordinaire. Ne ]mlw'mi obtenir I
plus souvent la véritable intégrale, celle qu'on nomme pa
opposilion I'inlégrale génér m’e ou indéfinie, c’est-a-dire i
fonelion qui, d:l'l(-wnlwv a produit la formule différentiell
proposée, les analysles onl dd s’attacher & déterminer, d
moins, sans connaitre une lelle fonclion, les valeurs numé
riques parliculiéres qu'elle prendrait en assignanl aux v
riables des valeurs désignées. Clesl évidernment résondre lf
question arithmélique, sans avoir préalablement résolu b
queslion algébrique correspondante, qui, le plus souvent, ef
préeisément la plus importante. Une telle analyse cst dong
par sa nature, aussi imparfaite que nous avons vu iétraﬂ
résolulion numérique des équations. Elle présente, commt
celle-ci, une confusion vicicuse du point de vue arithmétiqu
avee le point de vue algébrique; d'ott résullent, soil sous
mpport purcment lngiquo soil relativemenl aux llppﬁcalj
des inconvénients analognes. Je puis done me dispenser d4
reproduire ici les considérations mdjquf-oe dans la cinquibme
lecon au sujel de 'algébre. On eoncoil néanmoins que, da
I'impossibililé ot nous sommes presque Loujours de connall
les véritables inlégrales, il est de la plus haute importand
d’avoir pu oblenir au moins cetle solution incompldle d
néeessairement insuffisanle. Or, ¢’esl & quoi on est heurel
semenl parvenu aujonrd’hui pour lous les cas, I'évaluatio
des intégrales définies ayant été ramende & des méthode
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- entierement générales, qui ne laissent & désirer, dans un
grand nombre d'occasions, qu'une moindre complication
des calculs, bul vers lequel se dirigent anjourd'hui toules les
transformalions spéeiales des analysles. Regardant mainte-
nant comme parlaile celie sorle drrrtmnwtzque {ranscen-
danle, la difficulté, dans les applicalions, se réduil essentiel-
ment & ne faire dépendre finalemenl la recherche proposée
que d'une simple délermination d'inlégrales définies, ce qui,
évidemment, ne sanrail élre Loujours possible, quelque habi-
leté analytique qu’on puisse employer & effecluer une trans-
formation aussi foreée.

Par I'ensemble des considéralions indiquées dans cetle
lecon, on voil que, si le caleul différentiel conslitue, de sa
nature, un systéme limité et parfail auquel il ne resle plus &
ajoutcr rien d'essentiel, le caleul intégral proprement dit, ou
le simple trailé de l'inlégralion, présente nécessairement un
champ inépuisable & laciivilé de l'esprit humain, indépen-
damment des applicalions indélinies donl l’anal}'w Lranscen-
dante esl ¢évidemment susceptible. Les molifs généraux par
lesquels j'ai taché de faire sentir, dans la cinquieme legon,

Timpossibililé de découvrir jamais la résolution algébrique
des équalions d'un degré el d'une forme quelconques, ont
sans aucun doule infinimenl plus de foree encore relalivement
i la recherche d'un procédé unique d'intégralion, invariahle-
ment applicable & lous les cas. Ces!, dil Lagrange, un de
ces probiémes dont on ne saurait espérver de solulion générale.
Plus on médilera sur ce sujef, plus on sera convaineu, je ne
crains pas de l'affirmer, qu'une Lelle recherche esl tolalement
chimérique, comme ¢tant heauconp lrop supérieure a la
faible portée de notre intelligence, bien que les travaux des
géomelres doivenl certainement augmenter dans la suile
lensemblc de nos connaissances acquises sur l'inlégration,
el eréer aussi des procédés d'une plus grande gem’*r.:!:té
Lanal}se transcendante est encore lrop prés de sa naissance,
ily a surtont trop peu de Lemps qu'elle esl congue d'une
maniére vraimenl ralionnelle, pour que nous puissions nous

- faire une juste idée de ce qu'elle pourra devenir un jour.

Mais, quelles que doivenl étre nos légilimes espérances,

voublions pas de considérer avant loul les limiles imposées

par notre constitution intellectuelle, el qui, pour n’étre pas
suseeplibles d'une délermination précise, n'en onl pas moins
ane réalité incontestable.
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Au licu de lendre & imprimer av calcul des fonclions indi
recles, tel que nous le concevons aujourd’hui, une perfeclion
chimérique, je suis porté & penser que, lorsque les géométres
auront épuisé les applicalions les plus importantes de nolr
analyse transcendante actuelle, ils se eréeront plutdt de now:
velles ressources, en changeant le mode de dérivation de
quantités auxiliaires introduiles pour faciliter I'établissemenl
des équations, el dont la formalion pourrait suivre une infi
nité d'autres lois que la relalion lrés simple qui a é1é chok
sie, d'aprés une conceplion que jai déja indiquée danshi
quatriéme lecon. Les moyens de cette nature me paraissenl
susceptibles, en eux-mémes, d'une plus grande fécondilé qu
ceux qui consisteraient seulement & pousser plus loin note
calcul actuel des fonctions indirectes. C'est une pensée qu
je soumets aux géomelres dont les médilations se sont o
nées vers la philosophie générale de I'analyse.

Du reste, quoique j'aie di, dans I'exposition sommaire qi
était 'objet propre de cetle legon, rendre sensible I'éid
d'extréme imperfection ol se trouve encore le calcul intégrl,
on aurail une fausse 1dée des ressources générales de l'ank
lyse Lranscendante, si on accordait a celte considération une
trop grande importance. Il en est ici, en effet, comme dans
I'analyse ordinaire ot I'on est parvenu a atiliser, & un degh
immense, un trés petit nombre de connaissances fondam
tales sur la résolution des équations. Quelque peu avane
qu'ils soient réellement jusqu’ici dans la science des intégre
tions, les géomélres n'en onl pas moins Liré, de notions
abstraites aussi peu mulliplides, la solution d'une multitude
de questions de premiére importance en géométrie, en méek

ique, en thermologie, ctc. L'explication philosophique d@
ce double fait général résulte de I'importance et de la porlé
nécessairement prépondérantes des connaissances abstraites
dont la moindre se trouve naturellement correspondre & unt
foule de recherches concrétes, 'homme n’ayanl d'autres ré
sources pour I'exlension successive de ses moyens intelle¢
tuels, que dans la considération d'idées de plus en plis
abstmltes et néanmoins positives.

Pour achever de faire connailre, dans toute son étendu
le caractére philosophique de I'analyse transcendante, il
reste & considérer une derniére conception par laquelle I
morte] Lagrauge que nous retrouvons sur toutes les gra
voies de la science mathématique, a rendu cette anal®
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encore plus propre a faciliter I'établissement des équalions
dans les problémes les plus difficiles, en considérant une
classe d’équations encore plus indirecles que les équalions
différentielles proprement dites. C'est le calcul ou pluldl la

méthode des varialions, dont l'appréciation générale sera
l'objet de la le¢on suivante,



HUITIEME LECON

Considérations générales sur le calcul des variations.

Alin de saisir avee plus de facilité le caractére philosophiqu
de la mélhode des variations, il convienl d'abord de const
dérer sommairemenl la nalnre spéeiale des problémes dol
la résolution géndérale a unéeessilé la formation de cetft
analyse hypertranscendante. Ce calcul esl encore trop pré
de son origine, les applicalions en onl élé jusqu'ici trop pey
variées, pour qu'on pil en concevoir une idée générale suffi
samment claire, si je me bornais | une exposilion puremenl
abslraile de sa théorie fondamenlale, bien qu'une telle expo
silion doive élre ensuile, sans aucun doute, l'objet principal
et définilif de cette lecon.

Les questions mathémaliques qui ont donné naissance al
calcul des variations consislent, en général, dans la recherche
des maxima el des minima de certaines formules intégrales
indélerminées, qui expriment la loi analytique de tel ou
phénoméne géomdélrique ou mécanique, considéré indépen
dammenl d’aucun sujet particulier. Les géomeétres ont désignt
pendant longtemps loutes les {Il.l{_':)lIOI’lb de ce genre park
nom de pmbfémes des {sopérimétres, qui ne convienl cepent
dant qu'au plus pelil nombre d'entre elles. |

Dans la théorie ordinaire des maxima et minima, on
propose de découvrir, relalivement & une fonction douuz
d'une seule ou de plusicurs variables, quelles valeurs parlﬂ
culitres il faul assigner & ces variables pour que la vale
correspondante de Ia fonclion proposée soil un maximumg
un minimum, par rapporl 4 celles qui précédent ef qui suiven
immédiatement, c'est-d-dire qu'on cherche, a propremer
parler, & quel instant la fonclion cesse de eroilre pour coms
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mencer & décroits 5, ou réciproquement. Le calcul différentiel
suffit pleinement, comme on sait, & la résolution générale de
cetle classe de questions, en montranl que les valeurs des
diverses variables qui conviennenl, soit au maximum, soil au
mintmum, doivenl loujours rendre nulles les différentes
dérivées du premier ordre de la fonclion dounée, prises
séparément par rapport & chaque variable indépendante ; et
en indiguant de plus un caractére propre & distinguer le
maximum du minimum qui consiste, dans le cas d'une fone-
lion d'une seule variable, par exemple, en ce que la fonction
dérivée du second ordre doit prendre une valeur négative pour
le mazimum, el positive pour le minimum. Telles sounl, du
moins, les conditions fondamenlales gui se rapporlenl au
plus grand nombre de cas; les modifications qu'elles doivent
subir pour que la théorie soil complélement applicable
cerlaines questions sonl d'aillenrs également assujetlies &
des régles abstraites aussi invariables, quoique plus com-
pliquées.

La conslruclion de eclte théorie générale ayant faft dispa-
nitre nécessairement le prineipal intérél que les queslions
de ce genre pouvaienl inspirer anx géomélres, ils se sonl
€levés presque aussitol 4 la considération d'un nouvel ordre
de problémes, 4 la fois beaucoup plus imporlants el dune
difficullé bien supérieure, ceux des isopérimélres. Ce ne sont
plus alors les valeurs des variables propres au meaximum ou
au mindinum d'une cerlaine intégrale définie, seulement in-
diquée, qui dépend de celle fonclion.

La plus ancienne question de celie nature est celle du
solide de moindre résislance, Lraitée par Newton, duns le
second livee des Principes, o il délermine quelle doit élre
la courbe méridienne d'un solide de révolulion, pour que la
tésislance éprouvée par ce corps dans le sens de son axe, en
traversant avec une vilesse quelconque un fluide immobile,
soit la plus petile possible. Mais la marche suivie par Newton
wavail point un caraclére assez simple, assez général el sur-

lout assez analylique, par la nalute de sa méthode spleiale
- d'analyse transcendante, pour qu'une telle solution pilsuffire
dentrainer les géometres vers ce nouvel ordre de problémes,
Limpulsion veaiment déeisive & cel égard ne pouvail guére
partir que de 1':n des géomeétres oceupés sur le continent &
‘Blaborer et & appliquer Ja méthode infinilésimale proprement
dite, Cest ce que {it, en 16go, dean Bernouilli, en proposant
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le probléme célébre de la brachystochrone, qui suggér
depuis une si longue suile de questions analogues. [l consiste
A déterminer la courbe qu'un corps pesant doil suivre pour
descendre d'un point & un aulre dans le lemps le plus court,
in se bornant & la simple chule dans le vide, seul cas qu'on
ait d'abord considéré, on trouve assez facilement que ka
courbe cherchée doit étre une cycloide renversée, & bast
horizontale, ayant son origine au poinl le plus élevé. Maish
question peul &tre singuli¢rement compliquée, soit en ayanl
égard 4 la résistance du milieu, soil en lenant comple du
changement d'inlensité de la pesantenr.

Quoique celte nouvelle classe de problémes ait élé primi
tivement fournie par la mécanique, ¢'esl néanmoins dans It
géométrie qu'on a puisé plus tard les sujels des principales
recherches. Ainsi, on s’est proposé de découvrir, parmi touls
les courbes de méme contour fraeées entre deux poinls
donnés, quelle est celle dont I'aire est un maximum ou w
minimum, d'olt est venu proprement le nom de probléme da
isopérimélres ; ou bien on a demandé que le maximum el It
minimum eussent lieu pour la surface engendrée par la réwe
lution de la courbe cherchée aulour d'un axe, ou pourl
volume correspondant ; dans d’aulres cas, ¢'élail la hautew
verticale du centre de gravité de la courbe inconnue, ou d¢
la surface el du volume qu’elle pouvait engendrer, qui devaif
devenir un maximum ou un minimum, cte. Enfin, ces pros
blémes ont été successivemen! variés et compliqués, pout
ainsi dire & I'infini, par les Bernouilli, par Taylor, et surtou
par Euler, avanl que Lagrange en el a'-‘-\l]}(‘ll] la solution
3 une méthode abstraite el enliérement générale, dontli
découverte a fail cesser 'empressement des géométres poit
un tel ordre de recherches. Il ne s’agit point ici de Lracen
méme sommairement, 'histoire de celle partie supériemt
des mathémaliques, quelquo inléressanle qu ‘elle fat. Je nq
fait I'énumération de certaines questions principales choi
parmi les plus simples, qu'afin de rendre sensible la deshﬂ
tion générale qu'avail essentiellement, & son origine, la mé
thode des varialions.

On voit que, considérés sous le poinl de vue analyliqé
tous ces problémes consistent, par leur nalure, & détermi
quelle forme doit avoir une certaine fonection inconnue d u
ou de plusieurs variables, pour que lelle ou telle intégr
dépendante de celle fonction se frouve avoir, enlre deslimi®
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assignées, une valeur qui soit un maximum ou un minimum,
relativement 4 toules celles qu'elle prendrait si la fonclion
cherchée avail unc aulre forme queleonque. Ainsi, par
exemple, dans le probleme de la brachystochrone, on sail
quesi y = f (z), ©=12(z), sonl les équations reclilignes de
la courbe cherchée, en supposant les axes des x el des y
horizontaux, et I'axe des z vertical, le lemps et la chule d'un
corps pesanl le long de celle courbe, depuis le poinl dont
Pordonnée est z, jusqua celui donl Mordonuée est z, est géné-
ralemenl exprimé par lintégrale définie (1).

R gy ey "
3 gz id=

(VAN 2!

[l faut done trouver quelles doivent &tre les deux fonctions

inconnues fet  pour que celle intégrale soil un minimum.

De méme, demander quelle esl, parmi toutes les courbes

planes isopérimetres, celle qui renferme la plus grande aire,

c'est proposer de trouver, parmi toutes les fonetions [ () qui
peuvent donner a I'intégrale

J de TFT @R

une cerlaine valeur constante, celle qui rend nn maximum

lintégrale S (@) dz, prise entre les mémes limiles. Il en est
- évidemmenl loujours ainsi dans toules les aulres (uestions
- de ce genre,

Dans les solulions que les géomélres donnaient de ces pro-
blémes avant Lagrange, on se proposail essentiellement de
les ramener 4 la théorie ordinaire des maxima el minima.
Mais les moyens employés pour effecluer celte transformation
consistaieni en de simples arlifices particuliers, propres &
chaque cas, et dont la découverte ne comportail poinl de
régles invariables et certaines, en sorle que toule question

- vraimenl nouvelle reproduisail constamment des difficultés
analogues, sans que les solutions déja oblenues pussenl élre

(1) Yemploic la notation simple et lumineuse proposée par M, Fou-
) qour désigner les intégrales définies, en mentionnant distinete-
ment leurs limites.

AsC — 1. 12
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réellement d’aucun sccours essenliel, autrement que par les
habitudes gu'elles avaienl fail conlracter A U'intelligence. En
un mol, cetle branche des malhémaliques présenlail alors
limperfeclion nécessaire «ui exisle conslamment tanl qu'on
n'esk point parvenu & saisir dislinctement pour la Lrailer d’une
maniére abstraile et, dés lors, générale, la parlie commune
a loules les questions d'une méme elasse.

En cherchant & réduire lous les divers probléemes des iso-
périmétres & dépendre d'une analyse commune, organisée
abstraitement d'un caleunl distinel, Lagrange a é1é conduit 4
concevoir une nouvelle nalure de différentiations auxquelles
il a appliqué la caractéristique 3, en réservanl la cavacléris-
tique d pour-les simples dilférenticlles ordinaires, Ces diffée-
rentielles d'une espéce nouvelle, qu'il a désignées sous ¢
nom de pariations, consislent dans les aceroissemenls infini
menl pelils que regoivent les intégrales, non en verlu d'ac
croissemenls analogues de la parl des variables correspor-
danles, comme pour 'analyse ranscendanle ordinaire; mais,
en supposanl que la forme de Ia fonection placée sous le signe
d'intégration vienne & changerinfiniment peu. Celle distinclion
se congoll, parexemple, avee facililé, relativement aux courbes
ou l'on voil l'ordonnée ou loule aulre variable de la courbe,
comporter deux sorles de différenlielles évidemment tres diffé-
renles, suivanl que l'on passe d'un point & un autre infiniment
voisin sur laméme courbe, ou bien au point correspondant de
la courbe infiniment voisine produite par une certaine modis
ficalion déterminée de la premiere (1). 11 est clair, du resle
que, par leur nalure, les parialions relatives de diverses gran:
deurs lides enlre elles par des lois quelconques, se calculenl,
a la caractéristique prés, exactement de la méme maniére que
les différenticlles. Enfin, on déduil ¢galement de la nolion
générale des varialions les principes fondamentaux de I'algp:
rithme propre a cetle méthode, et qui consistent simplemen}
dans la faculté évidenle de pouvoir transposer a volonté le§
caraclérisliques spéeialement affeclées aux varialions avanl
ou aprés celles (quicorrespondentaux dillérentielles ordinaires:

(1) Leibnitz avait déja considérd la comparaison d'une courbe & upg
antre infiniment voisine: ¢est ce quil appelait differealtialio de curvd
incurvam. Mais cetle comparaison n'avail aucune analogie avec la cons
ceplion de Lagrange, les courbes de Leibnitz élant renfermées dagd
unc méme équalion générale, d'oit elles se déduisent par le simpht
changement d'une conslanle arkitraire.
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Cefle conception abstraile une fois formée, Lagrange a pu
réduire aisément, de la maniére la plus générale, lons les
probléemes des isopérimeétres 4 la simple théorie ordinaire des
mazima cl des minima. Pour se faire une idée nelte de celle
grande cl heureuse lransformation, il faul préalablement con-
sidérer une distinclion essentielle & laguelle donnent licu les
diverses questions des isopérimélres.

On doit, en eflet, parlager ces recherches en deux classes
générales, selon qne les maxima el minima demandés sont
absolus ou refalifs, pour employer les expressions abrégées
des géomélres, Le premier cas esl celui ou les inlégrales
définies indélerminées donl on cherche le maximum ou le
minimum ne sonl assujellies, par la nalure du probléme, a
aucupe condilion; comme il arrive, par exemple, dans le
probléme de la brachyslochrone, oi il s'agil de choisir enlre
toutes les courbes imaginables. Le second eas a lien quand,
au conlraire, les intégrales varjables ne peuvent changer que
suivant cerlaines condilions, consistant ordinaivemenl en ce
guedautresintégrales définies, dépendant également des fone-
lions cherchées, conservenl constammenl une méme valeur
donnée ; comme, par exemple, dans loules les queslions
géoméiriques concernanl les ligures isoperimélres propre-
menl dites, el on, par la nalure du probleme, Vinlégrale rela-
live & la longueur de la courbe ou & l'aire de la surface doil
rester constante pendant le changement de celle qui esl T'ob-
jet de la recherche proposée.

Le caleul des varialions donne immdédialement la solnlion
générale des questions de la premiére espéce. Car 1l suil évi-
demment de la théorie ordinaire des maxima el minima que
la relation cherchée doil rendre nulle la varialion Jde I'inlé-
grale proposée par rapport & chaque vaviable indépendante,

¢ qui donue la condition commune an maximum el an mini-
. mum ; et, comme caraclére propre a distinguer I'un de I'autre,
’_ que la variation du second ordre de la méme inlégrale doit
| tre négalive pour le maximum el posilive pour le minimum.
- Ainsi, par exemple, dans lo probléme de la brachyslochrone,
on aura, pour délerminer la nalure de la courbe cherchée,
- I'équation de condilion,

3gz d-=o0

3 bl\/f-'-(f"(:)}*-r-fp'(r?)‘ﬂ
Zq
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qui, se décomposant en deux, par rapport aux deux fonetions
inconnues [ el qui sont indépendantes l'une de l'autre,
exprimera complétement la définition analytique de la courbe
demandée. La seule difficullé propre 4 cetle nouvelle analyse
consisle dans I'élimination de la caractéristique 2, pour
laquelle le caleul des varialions fournil des régles invariables
et completes, fondées en général sur le procédé de I'intégra-
tion par parlies, donl Lagrange a su tirer un parli immense.
Le but constanl de cette premiére élaboration analytique,
dans I'exposition de laquelle je ne dois nullement entrer ici,
est de faire parvenir aux égqualions différenticlles proprement
diles ce qui se peul loujours, et, par la, la question rentre
dans le domaine de l'analyse transcendanle ordinaire, qui
achéve la solulion, du moins en la ramenant & I'algébre pure,
si on sail effectuer l'inlégration. La deslination générale,
propre 4 la méthode des varialions, est d'opérer celle trans
formation pour laquelle Lagrange a établi des régles simples,
invariables et d’'un succes toujours assuré.

Je ne dois pas négliger, dans cetle rapide indication géné
rale, de faire remarquer, comme un des plus grands avan-
tages spéeiaux de la mélhode des varialions comparée aux
solutions isolées qu'on avait auparavant des problémes des
isopérimétres, I'importante considération de ce que L&
grange appelle les dqualions auzx limiles, enlitrement négh
gées avanl lul, el sans lesquelles néanmoins la pluparl des
solutions particuliéres restaient nécessairement incomplétes
Quand les limiles des intégrales proposées doivent étre fixes,
leurs variations étanl nulles, il n’y a pas lieu d'en lenir
comple. Mais il n’en est plus ainsi quand ces limites, au lien
d'élre rigoureusement invariables, sont assujelties seulemen!
4 cerlaines condilions ; comme, par exemple, si les deus
poinls entre lesquels doil étre tracée la courbe cherchée no
sont pas fixes et doivent seulement rester sur des lignes o0
des surfaces données. Alors, il faul avoir égard aux varie
tions de leurs coordonnées, et élablir entre clles les relation
correspondantes aux équalions de ces lignes ou de ces sur
faces.

Cette considération essentielle n'esl que le dernier complt
ment d'une considération plus générale et plus importanl
relative aux varialions des diverses variables indépendanle
Si ces variables sont réellement indépendantes les unes ¢
autres, comme lorsqu'on compare loutes les courbes imar
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nables susceptibles d'étre lracées enire deux points, il en sera
de méme de leurs variations, el par suite les lermes relalifs 4
chacune de ees variations devronl étre séparément nuls dans
I'équalion générale qui exprime le maximum ou le minimum.
Mais si, au conlraire, on suppose les variables assujetlies &
de cerlaines conditions queleongues, il faudra tenir compte
de la relation qui en résulte entre leurs variations, de telle
sorle que le nombre des équations dans lesquelles se décom-
pose alors cette équation générale soit toujours égal & celui
seulement des varialions qui resient vraiment indépendantes.
Clest ainsi, par exemple, qu'au lieu de chercher le plus court
chemin pour aller d'un point & un autre, en choisissant parmi
lous les chemins possibles, on peul se proposer de trouver
seulement quel est Ie plus courl enlre lous ceux qu'on peut
suivre sur une surface quelconque donnée, question dont la
solution générale constitue cerlainement une des plus belles
applications de la mélhode des variations.

Les problémes ou 'on considére de telles condilions modi-
ficatrices se rapprochenl beaucoup, par leur nature, de la
seconde classe générale d’application de la méthode des varia-
lions, caraclérisée ci-dessus comme consistant dans la recher-
che des maxima el minima relalifs. Il y a néanmoins, entre
les deux cas, celle différence essentielle, que, dans ce dernier,
la modification est exprimée par une inlégrale qui dépend de
la fonclion cherchée, landis que, dans I'autre, elle se trouve
désignée par une équation finie qui est immédiatement
donnée. On congoit par 13, que Ja recherhe des maxima et
minima relalifs est toujours et nécessairement plus compli-
quée que celle des maxima ¢l minima «bsolus. Heureusement,
un théoréme général fort imporlant, trouvé avant I'invention
du caleul des variations, et qui est une des plus belles décou-
vertes dues au génie du grand Euler, donne un moyen uni-
forme et Lrés simple de faire renlrer ces deux classes de ques-
tions I'une dans l'autre. I consiste en ce que, si I'on ajoute &
lintégrale qui doit élre un maximum ou un minimum un
mulliple constant et indéterminé de celle qui doit rester
constante par la nature du probléme, il suffira de chercher,
suivant le procédé général de Lagrange, ci-dessus indiqué,
le maximum oun le minimum absolu de celte expression tolale.
On peul aisément concevoir, en effel, que la partie de la va-
riaion compléte qui proviendrait dela derniére intégrale doit
aussi bien élre nulle, 4 cause de la conslance de celle-ci, que
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la portion due ala premidre inlégrale, qui ’anéantit en vertu
de I'é¢lal maximum ou minimum. Ces denx condilions dis-
tincles s’accordent évidemment pourproduire, sous ce rapporl,
des effets cxactemenl semblables.

Telle est, par apercu, la manidre générale dont la méthode
des variations s'applique & toutes les diverses queslions qui
composent ce qu'on appelail la théorie des isopérimétres. On
aura sans doule remarqudé, dans cetle exposition sommaire,
quel degré s'esl trouvée ulilisée par cette nouvelle analyse la
seconde propriété fondamentale de l'analyse transeendante,
appréciée dans la sixiéme lecon, savoir @ la généralité des
expressions infinitésimales pour représenler un méme phétio-
mene géomdéirique ou mécanique, en quelque corps qu'il soil
considéré. Cest, en effet, sur celte généralité que sont fondées,
par leur nalure, loules les solutions dues & la méthode des
varialions. Si une formule unique ne pouvail poinl exprimer
la longueur ou Paire de toute courbe quelconque, si on n'avail
poinl une unigue formule fixe pour désigner le temps de la
chute d'un corps pesant, suivanl quelque ligne qu'il des
cende, ete,, comment enl-il ¢Lé possible de résoudre des ques-
tions qui exigenl inévilablement, par leur nature, la considé-
ralion simultanée de fous les cas que peuvenl délerhine
dans chagque phénoméne les divers sujels qui le manifestent!

Quelle que soit 'exiréme mporlance de la théorie des iso-
périmélres, el quoique la méthode des variations nail a
primilivemenl d'autre objel que la résolution rationnelle d
générale de cet ordre de problémes, on n'aurait. cependant
qu'une idée incompléte de cette belle analyse, si on borniil
la sa destinalion. En effel, la conceplion absiraile de deux
nalures distincles de différentiations est évidemment applt
cable non seulemenl aux cas pour lesquels elle a élé créée.
mais aussi & lous ceux qui présentent, par quelque cause qib
ce soil, deux manitres différentes de faire varier les ménies
grandeurs, Cest ainsi ue Lagrange lui-méme 4 fait, dafis s
Mécanique analylique, une immense applicalion capitalé t¢
son caleul des variations, en l'employant & distinguer I
deux sortes de changements que présentent si naturelletheil
les (questions de mécanique ralionnelle pour les divers poiolf
que l'on considérve, suivanl que 'on compare les posii
successives quoccupe, en vertu du mouvement, un m
point de chaque corps dans deux inslanls conséeutifs, ou qilf
Pon passe d'un point du corps a4 un autre dans le méfie
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tant. L'une de ceés comparaisons produil les différentielles
ordinaires ; l'aulre donne lieu aux varialious, qui ne sont. 1i
comme parloul, que des diflérenlielles prises sous un nouveau
point de vue. C'est dans une Lelle acception générale qu'il
faut concevoir le calcul des vaviations, pour apprécier con-
venablement Uimportance de cet admirable instrument logi-
que, le plus puissant que l'esprit humain ait construil jus-
qu'ici.

La méthode des variations n'élanl qu'une immense exien-
sion de 'analyse transcendante générale, je n'ai pas besoin de
constater spécialement qu’elle est susceptible d'étre envisagée
sous les divers poinls de vue fondamentaux que comporie le
caleul des fonctions indireetes, eansidéré dans con ensemble.
Lagrange a inventé le calcul des variations d'aprés la con-
ception infinitésimale proprement dite, et méme bien avant
d"avoir enlrepris la reconstruction générale de 'analyse rans-
tendanle. Quand il eut exéculé eelle imporlante réformalion,
il montra aisément comment elle pouvait aussi s'appliquer au
calcul des varialions, qu'il exposa avec loul le développement
convenable, suivanl sa théorie des fonclions dérivées, Mais,
plus I'emploi de la méthode des variations est difficile pour
Iintelligence 4 cause du degré d'abstraction supérieur des
idées considérces, plus il importe de ménager dans son ap-
plication les forces de notre esprit, en adoplant la conceplion
analytique la plus direcle et la plus rapide ; ¢'est-a-dire,
celle de Leibnilz., Aussi Lagrange lui-méme 1'a-t-il conslam-
ment préférée dans limportant usage qu'il a fail du caleul
des variations pour la mécanique analyligue. 11 n'existe pas,
en ellel, la moindre hésitalion a cel égard parmi les géo-
métres,

Afin d'éclaircir aussi complétement que possible le carac-
tére philosophique du caleul des varialions, je erois devoir
- lerminer en indiquanl sommairemenl ici une considéralion
Ui me scemble importante, et par laquelle je puisle rapprocher
dé I'ahialyse transcendante ordinaire i un plus haul degré
que Lagrange ne me parail 'avoir fail (1),

ous avons remarqué, d'aprés Lagrange, dans la lecon

{1} Je me propose de développer plus lard celle considéralion nou-

&, dans un travail spécial sur le coleal des vapiafions, qui a pour
_ﬁlﬁl de présenter Uensemble de celie analyse hyper-transcendante
BOUS un nouvean poinl de wvue, que je crois propre o en étendre la
rlée gluérale,
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précédente, la formalion du calcul anx différences particlles,
créé par d’Alembert, comme ayanl introduil, dans analyse
transcendante, une nouvelle idée élémentaire, la notion de
deux sortes d'accroissements dislinels el indépendants les
uns des aulres que peub recevoir nne fonetion de deux va:
riables, en vertn du changement de chaque variable séparé-

ment. Clest ainsi que l'm'(lonm‘v verlicale ('unc surface, ou
toule aulre grandeur quis'y y rapporie, varie de deux maniéres
toul & fait distinetes el qui peuvent suivre les lois les plus
diverses en faisanl croitre lantot N'une, tantot Pautre des denx
coordonnées horizonlales. Or, une telle considération me
semble trés rapproehée, par sa nature, de celle qui sert d8
base générale & la méthode des variations. Celle-ci, en effel,
n'a réellement fait autre chose que transporter aux variables
indépendantes elles-mémes la manitre de voir déja adoplée
pour les fonctions de ces varviables, ce qui en a singuliére
ment agrandi I'usage. Je crois, d'apres cela, que sous le seul
rapporl des conceplions l'ondamvnldlm, on peut envisagerl¢
caleul eréé par d'Alembert, comme ayanl élabli une trans
tion naturelle el nécessaire entre le caleul infinilésimal ordd
naire et le calcul des variations, dont une lelle filiation mg
parait devoir éclaireir el simplifier la notion générale, ]

Draprés les diverses considéralions indiquées dans cellé
lecon, la méthode des varialions se plé%cnle comme le plug
haut degré de perfection connu jusqu’ici de I'analyse de
fonctions indirectes. Dans son élal primitif, celte dernié
analyse s’est présenlée comme un puissant moyen général &8
faciliter 1'élude maLhemathm des phonoménc-, naturels
inlroduisant, pour l'expression de leurs lois, la considération
de grandeurs auxiliaires choisies de telle maniére que leur
relalions soienl nécessairement plus simples et plus aiséesd
oblenir que celles des grandeurs direcles. Mais la formaliof
de ces équations différentielles n'était point congue commé
pouvant comporter aucunes régles générales et abslrailes
Or, l'analyse des variations, considérée sous lo point de 1
le plus philosophique, peut élre envisagée comme essentid
lement destinée, par sa nalure, & faire rentrer, autant gi
possible, dans I domaine du calcul, I'élablissement méd
des équalions diflérenticlles, car tel est, pour un gra
nombre de questions importantes et difficiles, I'effel génd
des équalions variées qui, encore plus indirectes ques
simples équations différentielles par rapport aux objets
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pres de la recherche, sont aussi bien plus aisées a former, el
desquelles on peut ensuile, par des procédés analyliques
invariables el complels, destinés & éliminer le nouvel ordre
d'infinilésimales auxiliaires introduit, déduire ces équalions
différentielles ordinaires, qu'il edl été souvenl impossible
d'établir immédialement. La méthode des variations consli-
lue donc la parltic la plus sublime de ce vasle systéme
de I'analyse mathématique qui, parlant des plus simples élé-
ments de l'algtbre, organise, par une succession d'idées non
interrompue, des moyens généraux de plus en plus puissants
pour I'étude approfondie de la philosophie naturelle et qui,
dans son ensemble, présenle, sans aucune comparaison, le
monument le plus imposant et le moins équivoque de la por-
tée de I'esprit humain. Mais il faut reconnailre aussi que, les
conceptions habituellement considérées dans la méthode des
varialions élant, par leur nature, plus indirectes, plus géné-
rales el surtoul beaucoup plus abstrailes que Loutes les autres,
lemploi d’une telle méthode exige nécessaireme: !, et d'une
maniére soutenue, le plus haul degré connu de conlention
intellectnelle, pour ne jamais perdre de vue I'objet précis de
la recherche en suivant des raisonnements qui offrent &
l'esprit des poinls d'appui aussi peu déterminés, et dans les-
quels Jes signes ne sonl presque jamais d'aucun secours. On
doil, sans doule, attribuer en grande partieh cetle dilficulté
nécessaire le peu d'usage réel que les géomélres, excepté
Lagrange, ont fail jusqu'ici d'une conception aussi admirable.



NEUVIEME LECON
Considérations générales sur le calcul aux différences finies

Les diverses considéralions fondamentales indiquées dan:
les cing lecons précédentes constituent réellement toutes les
bases essenlielles d'une exposilion compléte de Panalyse ma
thématique, envisagée sous le poinl de vue philosophique
Néanmoins, pour ne négliger aucune conception générale
vraiment imporlante relative i cefte analyse, je crois devoin,
avant de passer & I'étude philosophique de la mathématique
concreéle, expliquer trés sommaivement le véritable caractére
propre & un genre de calcul forl élendu et qui, bien que rep
trant au fond dans 'analyse ordinaire, esl cependanl encort
regardé¢ comme étant d'une nature essentiellement dislincté
1l s'agil de ce quon appelle le ealcul aux différences finies
qui sera le sujet spécial de cette lecon.

Ce calcul, eréd par Taylor dans son célebre ouvrage intituld
Methodes incremenlorum, consisle essentiellement, commeol
sait, dans la considération des aceroissements finis que regok
venl les fonctions par suile d’aceroissements analogues deli
part des variables correspondanles. Ces accroissements 6l
différences, auxquels on applique la caractéristique A, pot
les dislinguer des différentietles ou accroissements infinimen
petils, peuvent ¢élre, & leur lour, envisagées comme de nots
velles fonclions, eldevenir le sujel d'une seconde considéra
semblable, el "ainsi de suile, d'oli résulte la nolion desdi
rences des divers ordres guccessifs, analogues, au moins e
apparence, aux ordres conséentils des différentielles. Un @
calcul présenle, évidemment, comme le calcul des fonetio

28

indirecles, deux cl%magcnémlcs de questions : 1° délermin
les différences, successives de toules les diverses fonel
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analytiques & une ou & plusienrs variables, en résultat d’un
mode d'accroissemement défini des variables indépendantes,
que Pon suppose, en général, augmenteren progression arith-
mélique; 2° réciproquement, en partant de ces dillérences
ou, plus généralement, d'équalions quelcouques ¢élablies
entre elles, remonler aux fonctions primilives elles-mémes,
ou i leurs relations correspondantes. D'ou la décomposition
de ce caleul lolal en deux caleuls dislinels, auxguels on
donne ordinairemenl les noms de caleul direct aux différences
finies, el de calcul inverse aux diflérences finies, cc dernier
élant aussi appelé quelquelois calenl intégral aux différences
finies. Chacun de ces deux caleuls serail, d'ailleurs, évidem-
ment susceplible d'une distribution rationnelle semblable a
celle exposée dans la seplitme legon pour le caleul dilférentiel
el le calcul intégral, ce qui me dispense d'en faire une men-

lion distinete.

[l n’esl pas douleux que, par une telle coneeplion, Taylor a
erufonder un ealeul d'une nalure enlicrement nouvelle, abso-
lument dislinel de Panalyse ordinaire, el plus géncral que le
calcul de Leibnilz, quoique consistant dans une considéra-
lion anialogue. Clest aussi de ectte maniére que presque tous
les géoméires onl jugé Danalyse de Taylor. Mais Lagrange,
avec sa profondeur habituelle, a clairement apercu que ces
propriétés apparlenaienl bien plus aux formes el aux nola-
lions employées par Taylor qun'au fond méme de sa théorie.
Ea effet, ce qui fail le caractére propre de l'analyse de
Leibnitz, ¢l la constilue en un caleul vraimenl distinet et
supérieur, ¢'cst que les fonclions dérivées sonl, en général,
d'une toule aulre nalure que les fonclions primilives, en
sorle qu’elles peuvent domner lieu & des relations plus
difiples et d'mne formation plus facile, d'oli résullent les
admirables propriélés fondamentales de l'analyse transcen-
dante, expliquées dans les lecons précédentes. Mais il n'en esl
pullement ainsi pour les différences considérées par Taylor.
Car ces dilférences sonl, par leur nalure, des fonctions
essenliellement semblables a celles qui les onl engendrées,
ce qui les rend impropres & facililer 'élablissement des
qualions, el ne leur permel pas davantage de conduire 4 des
relations plus générales. Toule équalion aux dilférences
finies est vraiment, au fond, une équalion dircetement rela-
 five aux grandeufs mémes "dont on compare les étals sue-

L_.ce&stfb. ]_ échafaudage de nouveaux signes, qui fait illu-
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sion sur le véritable caractere de ces équations, ne le déguis
cependant que d'une manicére forl imparfaite, puisqu'a
pourrait loujours le mellre aisémenl en évidence @
remplagant conslamment les différences par les combi
naisons équivalentes des gmni](-ms primitives, dont ellesp
sont réellement autre chose que les désignations abrégées
Aussi, le calenl de Taylor n'a-l-il jamais offert et ne peuti
offrir, dans aucune question de géomélrie ou de mécaniqu
ce puissanl secours général que nous avons vu résolle
nécessairement de l'analyse de Leibnitz. Lagrange a, dil
leurs, trés nellement établi que la prétendue -m.ilcm'm obhservd
entre le calcul aux différences cl le calcul infinitésimal ¢l
radicalement vicieuse, en ce sens que les formules propy
au premier caleul ne peuvent nullement fournir, comme ¢
particuliers, celles qui conviennenl au sccond, dont|
nature esl cssenliellement distinele.

D'aprés l'enseinble de considérations que je viens d'ind
quer, je crois que le caleul aux différences finies est ond
nairement classé 4 tort dans l'analysc lranscendante pro
prement dile, c¢'esl-A-dire dans le caleul des fonclions ind
rectes. Je le congois, au conlraire, en adoplanl pleineme
les imporlanles réflexions de Lagrange, qui ne sont pi
encore sulfisamment appréeiées, comme étant seulement u
branche trés élendue et forl importante de I'analyse ond
naire , ¢'est-d-dire, de ce que jai nommé le calcul des fon
tions direcles. Tel est, en elfel, ¢e me semble, son w
caraclére philosophique, que les équalions qu'il considé
sont toujours, malgré la nolation, de simples équation
direcles. |

En précisant, autant que possible, I'explication précédent
on doit envisager le calcul de Taylor comme ayant cotf
tamment pour véritable objet la théorie géndrale des suild
donl, avanl cet illusire géomeélre, on n’avail encore con
déré que les cas les plus simples. J'aurais du, rigourenst
ment, mentionner cetle importante théorie en trailant, dat
la cinquiéme legon, de l'algébre propremenl dite, dont ¢l
est une branche si élendue. Mais, afin d'éviter toul doub
emploi, j'ai préféré ne la wgndlu qu'en  considérant }
calcul aux différences finies, qui, réduit & sa plus simph

expr ession générale, n'esl aulre chose, dans loute son étendie
qu’une élude rationnelle compléle des questions relatives a
suiles.
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Toute suife, ou sucecession de nombres déduits les uns des
aulres d'aprés ume loi constanle quelconque, donne lien
nécessairement & ces deux queslions fondamentales: 1° la
loi de la suite élant supposée connue, trouver I'expression de
son lerme général, de manitre & pouvoir caleuler immédia-
tement un terme d'un rang quelconque, sans élre obligé de
former successivemenl lous les précédenls; 20 dans les
mémes circonstances, délerminer la somme d'un nombre
quelconque de lermes de la suile en fonction de leurs
rangs, cn sorle qu'on puisse la connailre sans étre foreé
dajouter continuellement ces termes les uns aux aulres. Ces
deux questions fondamentales élanl supposées résolues, on
peut en oulre se proposer réciproquement de lrouver la loi
d'une série d'apres la forme de son lerme général, ou l'expres-
sion de la somme. Chacun de ces divers problémes com-
porte d’autanl plus d’étendue et de difficullé, que I'on peul
concevoir un plus grand nombre de /ois différentes pour les
séries, suivanl le nombre de lermes précédents dont chague
terme dépend immédiatement, el suivant la fonction qui
exprime cetle dépendance. On peut méme considérer des
séries & plusieurs indices variables, comme l'a fail Laplace
dans la Théorie analytique des probabililés, par I'analyse &
laquelle il a donné le nom de Théorie des fonctions généra-
lrices, bien qu'elle ne soit réellement qu'une branche nou-
velle el supéricure du calcul aux différences finies, ou de la
théorie générale des suites.

Les divers apergus généraux que je viens d'indiquer ne
donnent méme qu'une idée imparfaite de I'étendne et de la
variété vraiment infinie des questions auxquelles les géometres
se sont élevés d'aprés celle seule considération des séries, si
simple en apparence, el si bornée 4 son origine. Elle présente
nécessairement autant de cas divers que la résolution algébri-
que des équalions envisagée dans toute son élendue : et elle
est, par sa nature, beaucoup plus compliquée, tellement méme
qu‘erle en dépend toujours, pour conduire i une solution com-
pléte. Cesl assez faire pressentir qu'elle doil élre encore son

&xiréme imperfection, malgré les travaux successifs de plu-

sieurs géometres du premier ordre. Nous ne possédons, en

 tffel, jusquici que la solution totale et ralionnelle des plus

simples questions de cetle naturs.
llest maintenant aisé de concevoir I'identité nécessaire et
parfaile que j'ai annoncée ci-dessus, d'aprés les indications
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de Lagrange, enlre le calcul aux différences finies, et la the
rie des suiles prise dans son ensemble. En effet, toute difff
renliation & ln manidre de Taylor revient LVl(lLlTI.[ll(‘nl i Lron
ver la fof de formation (une suile & un ou & plusieurs indieg
variables, d apres expression de son lerme géndéral; de mémg
toule intégration analogue peul élre regardée comme ayan
pour objet la sommation d'une suite, dont le terme génér
serail exprimé par la différence proposée. Sous ce rapporl
les divers proh](\,mu de caleul aux différences, direcl ou ip
verse, résolus par Taylor ‘el par ses successeurs, onl réelle
menl une lrés grande \dlCUl comme Lraitanl des question
importantes relativement aux suites. Mais il esl forl douteg
que la forme et la nolation introduiles par Taylor apporie)
réellement aucune [acilité essentielle dans la solution de
queslions de ce genre, 11 serail peut-¢lre plus avanlagen
pour la plupart des cas, el cerlainemenl plus rationnel, §
remplacer les différences par les lermes mémes donl elle
désignent certaines combinaisons, Le caleul de Taylor'n
reposant pas surune pensée fondamentale vraiment distinel¢
el wayant de propre que son systéme de signes, il ne saurd
¥y avoir réellemenl, dans Ia supposilion méme la plus fay
rable, ancun avanlageimportunl 3 le concevoircomme détach
de Panalyse ordinaire, donl il n'esl, & vrai dire, qu'une bray
che immense. elle considéralion des différences, le plusso
vent inulile quand elle ne complique pas, me semble cons
ver encore le earactére d'une Gpoque oi les iddées analylique
n'¢lanl pas asscz [amilicres aux géometres, ils devaient nalp
rellement préféper les formes spéciales propres aux simple
comparaisons numérijgues.

Ouoi quiil en =oil, je nedois pas Lerminer celle apprécia
tion générale du caleul aux différences finies, sans signaje
une nouvelle nolion & laquelle il a donné naissance, §
qui a pris ensuile une grande importance. Cest la cousi
ration de ces fonclions périodigues ou disconlinues, const
vank toujours la méme valeur pour une suile in['nieg
valenrs assujellies & une cerlaine loi dans les variables correé
pondantes, el qui doivent ¢lre nécessairement ajoutées |
intégrales des équalions aux différences (inies pour les rendt
suffisammenl générales, comme on ajoute de simples ¢o
tanles arbitraires & toules les quadratures afin d’en complé
la généralilé. Celle idée, primilivement introduite par Eulé
est devenue, dans ces derniers temps, le sujet de tra
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fort élendus de la part de M. Fonvier, qui I'a transportée
dans le systeme général de lanalvse, et qui ena fait un usage
lellement nenf el si essentiel pour la théorie mathématique
de la chaleur que celle coneeplion, dans son état actuel, lui
appartienl veaimenl d'une maniére exclusive.

Afin de signaler complétement le caractére philosophique
du caleul aux différences finies, je ne dois pas négliger de
mentionner ici rapidement les principales applications géné-
rales qu'on en a faites jusqu'a présenl.

[l fandrait placer au premier rang, comme la plus étendue
etla plus importante, la solulion des questions relalives aux
suites, si, d’aprés les explications données ci-dessus, la théo-
rie générale des suiles ne devait pas ¢lre considérée comme
constiluant, par sa nalure, le fond meme du caleul de Taylor.
Celte grande classe de problémes élant done écartée, ln plus
essentielle des véritables applications de 'analyse de Taylor
est sans doute, jusquiici, la méthode générale des inferpola-
tions, si fréquernment et si utilemenl employée dans la re-
cherche des lois empiriques des phénoménes nalurels. La
fquestion consisle, comme on =ail, & inlercaler, entre certains
nombres donnés, d'aulres nombres inlermédinives assujettis
4 la méme loi que l'on suppose exisler enire les premiors.
On peul pleinement véritier, dans celle applicalion principale
du calenl de Taylor, combien, ainsi que je Iai expliqué plus
haul, la considération des différences est yraimenl étrangére
el souvenl génanle, relalivemenl aux questions qui dépen-
lent de celle analyse. En effet, Lagrange a remplacé les
formules d'interpolation déduiles de Palgorithme ordinaire
du caleul anx différences finies par des formules générales
beaucoup plus simples, qui sont aujourd’hui presque toujours
préférées, et qui onl él¢ lrouvées directement, sans faire
jouer aucun rdle & la nolion superflne des différences, qui ne
laisaient que compliquer la question. .

Une derniére classe importante d'applications du calenl anx
dilférences fintes, qui mérite d'élre distinguée de la précé-
dente, consiste dans "'usage éminemmenl ulile qu'on en lait,
tn géométrie, pour délerminer par approximalion la longueur
el laire de quelque courbe que ce soil, el, de méme, la qua-
drature el la cubature d'un corps ayanl une forme quel-
conque. Ce procédé, qui peul, dailleurs, élre congu abstraite-
ment comme dépendant de la méme recherche analytique
que la question des interpolations, présente souvent un sup-
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plément précicux aux méthodes géométriques enliérement
rationnelles, qui conduisent fréquemment & des inlégrations
qu'on ne sait point encore effectuer, ou & des ecaleuls d'une
exéeution trés compliquée,

Telles sont les diverses considérations principales que ja
eru devoir indiquer relativement au calcul des différence
finies. Cel examen compléle I'élude philosophique que
m'élais proposé d'esquisser pour la mathématique abslraite
Nous devons maintenant procéder a un travail semblable su
lIa mathémalique concréte, olt nous nous atlacherons surtoul;
concevoir comment, en supposant parfaite la science général
du calcul, on a pu, par des procédés invariables, réduire Ad
pures queslions d’analyse tous les problémes que peuver
présenter la géoméirie et la mécanique, et imprimer ainsi
ces deux bases fondamentales de la philosophie naturelle
degré de précision el surtout d'unité, en un mot, un caracty
de haute perfeclion qu'une lelle marche pouvail seule e
communiquer.



DIXIEME LECON

Vue générale de la géométrie.

[raprés U'explication générale présentée dans la troisitme
lecon relativement au caractére philosophigue de la mathéma-
lique concréte, comparé & celui de la mathémalique abstraite,
je n'ai pas besoin d'élablir iei, d'une maniére spéciale, que la
géométrie doil étre considérée comme une vérilable science
naturelle, seulement bien plus simple, el par suite, heaucoup
plus parfaite qu'aucune aulre. Celle perfection nécessaire de
la géomélrie, obtenue essenlicllement par U'application, qu'elle
comporle si ¢minemmenl, de lanalyse mathématique, fait
ordinairernent illusion sur la nature réelle de cetle science
fondamentale, que la plupart des esprits congoivent aujour-
d'hwi comme une science purement rationnelle, tout & fait
indépendaunte de I'observation, Il est néanmoins évident, pour
quicongue examine avee atlention le caractére des raisonne-
menls géomélriques, méme davs I'état actuel de la géomélrie
abstraite, que, si les faits qu'on y considére sont beaucoup
plus liés entre eux que ceux relalifs a toute aulre science, il
exisle toujours cependant, par rapport & chaque corps éludié
par les géométres, un cerlain nombre de phénoménes primi-
lifs qui, n’¢tant établis par aucun raisonnement, ne peuvent
dlre fondés que sur l'observalion, et constiluenl la base
nécessaire de toules les déduelions. L'erreur commune 4 cet
égard doil éire regardée comme un reste d'influence de l'es-
prit mélaphysique, qui, méme dans les éludes géométriques,
a si longtemps dominé. Indépendamment de sa gravité
logique, celle fausse maniére de voir présenle continuelle-
ment, dans les applications de la géoméirie rationnelle, les
plus grands inconvénients, en ce qu'elle empéche de conce-
voir nellement le passage du concret a I'abstrait.

A-C. —1, 13
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La supériorité scientifique de la géoméirie tient, en général,
d ce que les phénoménes du'elle considére sont nécessaire-
ment les plus universels el les plus simples de Lous. Nonseu-
lement tous les corps de la nature peuvent évidemment donner
lieu & des recherches mécaniques, mais, de plus, les phéno-
ménes géomélriques subsisleraienl encore guand méme
toules les parties de l'univers seraient supposées immobiles,
La gdéométrie est donc, par sa nalure, plus générale quela
mécanique. En méme temps, ses phénoménes sont plus sim-
ples; car ils sont évidemment indépendanls des phénoménes
mécaniques, landis que ceux-ci se compliquenl toujours
nécescairement des premiers. 1 en est de méme, cn compa
rant la géoméirie & la thermologie abstraile, qu'on peut con
cevoir aujourd’hui depuis les travaux de M. Fourier, ainsi
¢nue je F'ai indiqué dans la troisicine legon, comme une now
velle hranche de la mathémalique conerdfe. En ellel] les phi
nomenes thermologiques, considérés méme indépendammenl
des effels dynamiques qui les accompagnent presgue cong
tamment, surloul dans les corps flnides, dépendent nécessak
rement des phénomeénes géoméiriques, puisque la forme
des corps influe singuliérement sur la réparlition de la chy
leur.

(Fesl pour ces diverses raisons que nous ayons dd classet
précédemment la géométrie comme fa premiére partie delt
malhémaligue conerete, celle dont I'étude, oulre son impos
tance propre, sert de base indispensable A loutes les aulrey

Avanl de considérer directement I'¢tude philosophique de
divers ordrves de rvecherches qui constituent la géoméiny
actuelle, il faol se faire une wlée netle el exacle de la destink
Lion générale de celle science, envisagée dans son cnsembh
Tel est 'objel de celte legon. ,

On définit communément la géoméirie d'une maniére qu
vague ct lout & fail vicicuse, en se bornant i la présentd
comine (u seience de I'élendue. 1l conviendrait d’abord d'amé
liorer eette définition en disant, avee plus de précision, que
gtomdliie a pour objel la mesure de I'élendurc, Mais une
N{p!ir-'linn serail, par elle-méme, fori insulfisante bien qi
au fond, elle soil exacte. Un apergu aussi imparfail ne pe
mullement faire connailre le véritable caractére wénéral de.
science géomélrique,

Pour y parvenir, je crois devoir éelaircir préalabl
denx notions fondamentales, gui, leés simples en elles mén
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ont été singulidrement ohscurcies par I'emploi des considéra-
tions métaphysiques.

La premitre esL celle de l'espace, qui a donné lieu & tant de
raisonnemenls sophistiques, & «es discussions si creuses el si
puériles de la parl des métaphysiciens. Réduite & son accep-
lion posilive, cetle conceplion consisle simplement en ce que,
au lieu de considérer T'élendue dans les corps eux-mémes,
nous l'envisageons dans un milieu indéfing, que nous regar-
dons comme conlenant tous les corps de l'univers. Celle
nolion nous cst naturellemenl suggérée par lobservation,
quand nous pensons a lempreinte que laisserait un corps
dans un fluide o il serait place. 1l esl clair, en elfet, que,
sous le rapporl géomdétrique, une lelle empreinte peut éire
substilu¢e au corps lui-méme sans que les raisonnements en
solenl allérés. Quant 4 la nature physique de cel espace inde-
fini, nous devons spontanément nous le représenter, pour plus
de facilité, comme analogue au milicu eflectil dans lequel
nous vivons, lellemenl que si ee milicu ¢lait fiquide, au lien
d'élre gazeux, notre espace géomélrique serail, sans doute,
conguaussi comme liquide. Celte circonsiance n'est, d’ailleurs,
évidemmenl que lrés secondaire, 'objel essentiel d'une telle
conception élant seulement de nous faire envisager 1'élendue
séparéinent des corps qui nous la manilestent. On comprend
aisément & priori I'importance de celleimage fondamentale,
puisqu’clle nous permel d'étudier les phénoménes géomélri-
ques en eux-mémes, abslraciion faite de fous les autres phé-
nomenes qui les accompagnenl constamment dans les corps
réels, sans cependant exercer sur cux aucune influence,
L'élablissement régulier de celle abstraclion générale doil élre
regardé comme le premier pas qui ail é1¢ fait dans I'étude ra-
lionnelle de la géométrie, qui el é1é impossible s'il avait fallu
continuer & considérer aveclaforme el la grandeur des corps
Tensemble de toutes les aulres propri¢tés physiques. L'usage
d'une semblable hypothese, qui esl peul-éire la plus ancienne
conceplion philosophigue créée par Pesprit humain, nous est
maintenant devenu si familier que nous avons peine & mesurer
exactement son importance, en apprécianl les conséquences
fui résulleraient de sa suppression.

Les spéculalions géométriques ayant pu ainsi devenir
abstraites, elles ont acquis non seulement plus de simplicité,
mais encors plus de généralité. Tant que I'élendue est consi-

lérée dans les corps eux-mémes, on ne peul prendre pour sujel
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des recherches que les formes effeclivement réalisées dans
la nature, ¢ce qui restreindrail singuliérement le champ de la
géomélrie. Aucontraire, en concevanl I'élendue dans I'espace,
I'esprit humain peul envisager toutes les formes quelconques
imaginables, ce qui est indispensable pour donper & la géos
métrie un caractére entitrement rationnel.

La seconde conceplion géomélrique préliminaire que now
devons examiner est celle des différentes sortes d’étendug,
désignées par les mots de volume (1), surface, ligne el mém
point, et dont l'explication ordinaire esl si peu satisfaisanla

Quoiqu'il soit évidemment impossible de concevoir aucun
étendue absolument privée de 'une quelconque des  Lroi
dimensions fondamentales, il n'est pas moins inconteslabl
que, dans une foule d'occasions, méme d'une utilité immé
diate, les questions géomélriques ne dépendenl que de dem
dimensions, considérées séparément de la troisiéme ou d'un
seule dimension, considérée séparément des deux aulre
D'un autre colé, indépendamment de ce motif direcl, I'étud
de I'étendue 4 une seule dimension et ensuile a deux se pié
senle clairement comme un préliminaire indispensable pou
faciliter I'étude des corps ecomplels ou & trois dimension
dont la théorie immédiate serait lrop compliquée. Tels so
les deux motifs généranx qui obligenl les géomeétres 4 con
sidérer isolément I'élendue sous le rapporl d'une ou de dew
dimensions, aussi bien que relativement & loules les Lol
ensemble. "

C'est afin de pouvoir penser, d'une maniére permanente|

I'étendue dans deux sens ou dans un seul, que I'esprit humal

se forme les notions générales de wu‘far‘e et de ligne. It
expressions hyperboliques habituellement employées

les géomelres pour les définir lendent & en faire concei
une fausse idée. Mais, examinées en elles-mémes, elles 0

(1) M. Lacroix a critiqué avee rajson I’ expression de solide commuig
ment employée parles géomeétres pourdésigner un volume. 11 est cerlal
en effet, que lorsque nous voulons considérer séparémenl une cerl
portion de T'espace indéfini, coneu comme gazeux, nous en solidifo
par la pensée l'enceinle exlérieure, en sorle qu'une ligne el une surfe
sont habituellement, pour notre espril, toul avssi sofides qu'un ol
On peul méme remarquer que, le plus souvent, afin que les corpé8
péndtrent mutuellement avec plus ‘de facilité, nous sommes
de nous représenter comme creux l'intérieur’ des poltimes, ce qul i
encore plus sensible 'impropriélé du mol solide.
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d’autre destination que de nous permetire de raisonner avec

facilité sur ces deux genres d'étendue, en faisant complé-

tement abstraction de ce qui ne doil pas élre pris en considé-
ration. Or, il suffil, pour cela, de concevoir la dimension que

Ton veul éliminer comme devenue graduellement de plus .

en plus petile, les deux autres restant les mémes, jusqu'a ce

qu'elle soit parvenue & un tel degré de Lénuilé qu'elle ne
puisse plus fixer 'attention. C’esl ainsi qu'on acquiert natu-
rellement I'idée réelle d'une surface, et, par unc scconde opé-
ration analogue, I'idée d'une ligne, en renouvelant pour la
largeur ce qu'on a d'abord fail pour épaisseur. Enfin, si

Yon répete encore le méme travail, on parvienl a Pidée d'un

point, ou d'une élendue considérée uniquement par rapport

4 son lieu, absiraclion faite de loule grandeur, el destinée,

par conséquent, a4 préciser les posilions. Les surfaces ont

dailleurs évidemment la propriété générale de circonserire
exactement les volumes; et, de méme les lignes, 4 leur tour,
circonscrivent les surfaces, el sonl limilées par les points.

Mais cetle considération, 4 laquelle on a donné souvent trop

dimportance, n’est que secondaire.

Les surfaces cb les lignes sont donc réellement toujours
congues avec lrois dimensions; il serail, en effet, impossible
de se représenter une surface aulvement que comme une
plaque extrémementminee, el une ligne aulremenl que comme
un fil infiniment délié. Il est méme évidenl que le degré de
tenuité atlribué par chaque individu aux dimensions dont il
veul faire abslraclion n’esl pas conslammentl identique, car
il doit dépendre du degrd de finesse de ses observalions géo-
mélrigques hablludlm. Ce défaut d'uniformité n'a dailleurs
aueun inconvénient réel, puisqu'il suffit, pour que les idées
de surface ct de ligne remplissent la condition essentielle de
lenr destinalion, que ehacun se représente les dimensions 4
négliger comme plus peliles que loules celles donl ses expé-

- tiences journalieres lui donnent oecasion d'apprécier la
~ grandeur,

On doit sans doute regrelier qu'il soil encore nécessaire
aujourd’hui d'indiquer expressément une explication aussi
simple que la précédente, dans un ouvrage lel gque celui-ei.
Mais j’a1 eru devoir signaler rapidement ces considérations
& cause du nuage ontologique dont une fausse maniére de
~ Yoir enveloppe ordinairement ces notions premiéres. On voil

par la combien sont dépourvues de loule espéce de sens les
"4
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discussions fantastiques des mélaphysiciens sur les fonde-
menls de la géométrie. On doit aussi remarquer que ces idées
primordiales sonl habituellement présentées par les géo
métres d'une maniére peu philosophique, puisqu'ils exposen,
par exemple, les notions des différentes sortes d’élendue dang
un ordre absolument inverse de leur enchainemen! nature),
ce qui engendre souvent, pour l'enseignement élt&menmre*
les plus graves inconvénients.

Cespréliminaires élant posés, nous pouvons procéder direc
tement & la définition générale de la géoméirie. en cones
vant lonjours cette science comme avant pour butl finall
mesure del'élendue,

Il est tellement nécessaire d'entrer & cet égard dans une
explication approfondie, fondée sur la distinetion des troi
especes d'élendue, que la notion de mesure n'est pas exacle
ment la méme par rapporl anx surfaces el aux volumes qut
relativernent aux lignes, en sorte que, sans cel examen, on ¢
formerait une fausse idée de la nature des questions géomé
triques.

Sil'on prend le mol mesure dans son acception mathéma
tique diveele et générale, qui signifie simplement 1'évaluation
des rapports qu'ont entre elles des grandenrs homogénes quek
conques, on doil considérer, en géomélrie, que la mesan
des surfaces et des volumes, par opposition i celle d&
lignes, n'esl jamais congue, méme dans les cas les plus sim
ples et les plus favorables, comme s'effecinant immédiale
ment. On regarde comme direcle la comparaison de dem
lignes ; celle de deux surfaces ou de deux volumes est,a
conlraire, constamment indirecte. En effel, on concoil quf
deux lignes puissent élre superposées ; mais la superpositl
de deux surfaces, ou, & plus forle raison, celle de de
volumes est évidemment rmpos«:ahlo A &tablic dans le li
grand nombre des cas; et, lors meéme quelle devient rlgolﬁ
reusement praticable, une telle comparaison n'esl jamais
commode, ni susceplible d’exaclilude. 11 est done bien néces
saire d'expliquer en quoi consisle proprement la me
vraiment géomélrique d’une surface ou d'un volume,

Il faul considérer, pour cela, que, quelle que puisse élre
forme d'un corps, il existe tmgour@ un cerlain nombre ¢
lignes, plus ou moins faciles & assigner, dont Ia longue
suffil pour définir exactement la grandeur de =a surface
de son volume. La géomélrie, 1'cgaulant ces lignes com
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seules susceplibles d'¢lre mesurées immédiatement, se pro-
pose de déduire, de leur simple déterminalion, le rapporl de
la surface ou du volume cherchés, & Uunilé de surface ou a
I'unité de volume. Ainsi 'objet général de la géométrie, rela-
livement aux surfaces el aux volumes, esl proprement de
ramener loules les comparaisons de surfaces ou de volumes
a de simples comparaisons de lignes,

Oulre la facilité immense que présente évidemment une
telle transformation pour la mesure des volumes el des sur-
faces, il en résulle, en la considéranl d’une maniére plus
élendue et plus scientlifique, la possibililé générale de réduire
ddes questions de lignes loutes les queslions relalives aux
volumes et aux surfaces, envisagés quant 2 leur grandeur.
Tel esl souvent l'usage le plus nmporlanl des expressions
géométriques qui délerminent les surfaces ¢t les volumes en
fonclion des lignes correspondantes.

Ce n'est pas que les comparaisons immédiales enlre sur-
faces ou entre volumes ne soient jamais employées. Mais de
telles mesures ne sonl pas regarddes comme géomélriques,
el on n'y voit qu'un supplément quelquefois néeessaire, quoi-
que trop raremenl applicable, & I'insuffisance ou 4 la diffi-
eullé des proeédés vraimenl ralionnels. Clest ainsi que
souvenl on délermine le volume d'un corps, el, dans cerlains
eas, sa surface, d'apres son poids. De méme, en dautres
occasions, quand on peul subsliluer au volume proposé un
volume liguide équivalent, on élablil immédialement la
comparaison de deux volumes en profilunl de la propriélé que
présentenl les masses liquides, de pouvoir prendre aisément
toutes les formes qu'on veul leur donner. Mais tous les
moyens de celle nature sonl puremenl mécanigues, ct la

* géométrie rationnelle les rejetle néecssairement.

Pour rendre plus sensible la différence de ces déterming-
lions avec les véritables mesures géomdétriques, je cilerai un
seul exemple Lrés remarquable, Ja maniére donl Galilée éva-

~ luale rapport de l'aire de la glycoide ordinaire & celle du
cercle généraleur. La géomélrie de son Lemps élant encore
trop inférieure 4 la solulion ralionnelle d'un Lel probleme,
Gialilée imagina de chercher ce rapporl par une expérience
directe. Ayant pesé le plus exaclement possible deux lames
de méme maliére ef d'égale épaisseur, donl I'une avait la
forme d'un cercle et l'autre celle de la cycloide engen-
drée, il trouva le poids de celle-ci constamment Lriple de
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celui de la premiére, d'otr il conclut que ['aire de la eyclon
esl triple de celle du cercle généraleur, résullat conforme
la véritable solulion obtenue plus tard par Pascal et Walli
Un tel succes, sur lequel, d'ailleurs, Galilée n'avail pas pri
le change, tient évidemment & l'extréme simplicité réelle d
rapport cherché; et on congoil l'insuffisance nécessaire d
semblables expédients, méme lorsqu'ils seraient effectiv
ment praticables.

On voit claivement, d'aprés ce qui précéde, en quoi cot
sislenl proprement la partie de la géomélrie relative au
volumes el celle relalive aux surfaces. Mais on ne congoil ps
aussi nettemenl le caraclére de la géomélrie des ligne
puisque nousavons semblé, pour simplifier 'exposition, cot
sidérer la mesure des lignes comme se faisant immédialk
ment. Il faul done, par rapporl a clles, un complément d'e
plication.

A cet effel, il suffil de distinguer enlre laligne droite etk
lignes courbes ; la mesure de la premiere étant seule regardé
comme direcle, el celle des aulres comme f,onst.amment ind
recte. Bien que la superposilion soil quelquefois rigoureust
menl praticable pour les lignes courbes, il esl évidenl néan
moins gne la géoméltrie vraiment rationnelle doit Ja rejele
nécessairement, comme ne comportant, lors méme qu'elle et
possible, aucune exaclilude, La géométrie des lignes a don
pour objel général de ramener conslammenl la mesure de
lignes courbes 4 celle des lignes droites ; el, par suite, sol
un point de vue plus élendu, de réduire & de simples ques
lions de lignes droiles toules les questions relatives &}
grandeur des courbes quelconques. Pour comprendre la pos
sibililé d’une telle Lransformation, il faul remarquer que, dan
toule courbe quelconque, il existe conslamment cerlaing
droiles dont la longueur doil suffire pour délerminer celled
la courbe. Ainsi, dans un u,r'c,le, il esl évident que delalon
gueur du rayon on doil pouvoir conclure celle de la circonfé
rence ; de méme, la longueur d'une ellipse dépend de celk
de ses deux axes ; la longuneur d'une cycloide du diamétred
cercle généraleur, ete. ; et si, au lien de considérer la tolali
de chaque courbe, on demande plus généralement la longue
d'vn arc quelconque, il suffira d'ajouter, aux divers pat
méires rectilignes qui déterminent I'ensemble de la courd
la corde de I'arc proposé, ou les coordonndes de ses ex
mités. Découvrir larelation qui existe entre la longueur &'
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ligne eourbe ¢l celle de semblables lignes droites, tel est le
probléme général qu'on a essentiellemenl en vue dans la
partic de la géomélrie relative a 'élude des lignes,

En combinant ectte considération avee celles précédemment
exposces sur les volumes el sur les surfaces, on peut se former
une idée trés netle de la science géomélrique, conque dans
son ensemble, en lui assignant pour deslination générale de
réduire finalement les comparaisons de toules les espeéces
d'élendue, volumes, surfaces, ou lignes, & (e simples compa-
raisons de lignes droiles, les seules regardées comme pouvant
8tre effectuées immdédialement. el qui, en effel, ne sauraient
évidemment &lre ramenées & d’aulres plus facileés. En méme
temps qu'une lelle conceplion manifeste clairement le véri-
lable caraclére de la géomélrie, elle me semble propre a
faire apercevoir, d'un coup d'eeil unique, son ulilité et sa
perfection,

Afin de compléter rigoureusement cetle explicalion fonda-
mentale, il e reste & indiquer commenl il peut y avoir, en
géomélrie, une scclion spéeiale relalive a la ligne droite, ce
qui parait d’abord incompalible avee le principe que la mesure
de celle classe de lignes doil étre loujours regardée comme
immédiate.

Elle T'est, en effel, par vapporl & celle des lignes courbes,
et de tous les aulres objels que la géomélrie considére. Mais
il esl évident que I'estimation d'une ligne droile ne peut étre
envisagée comme directe qu'antant qu'on peut immédialement
porter sur elle inilé linéaive. Or, ¢'est ce qui présente le
plus souvent des difficullés insurmontables, comme jai eu
occasion de 'exposer spécialement pour un aulre molil dans
la troisi¢me legon. On doit alors faire dépendre la mesure de
la droite proposée d'aulres mesures analogues, susceptibles
d'élre immédialemenl effecluées. 1l y a done nécessairement
une premiére élude géométrique dislinete, exclusivement
consacrée & la ligne droite ; elle a pour objel de délerminer
les lignes droites, les unes par les aulres, I’aprés les relations
propres aux ligures quelconques résullanl de leur assemblage.
Celte parlie préliminaire de la géomélrie. qui semble pour
ainsi dire imperceplible quand on envisage l'ensemble de la
science, est néanmoins susceplible d'un trés grand dévelop-
pement, lorsqu’on veut la trailer dans loute son élendue. Elle
est évidlemmenl d'aulant plus imporlante que, loules les
mesures géomdétriques devanl s¢ ramener, autanl que pos-
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sible, & celle des lignes droites, I'impossibilité de déterminer
ces derniéres suffirail pour rendre incompléte la solution dg
chaque question quelconque.

Telles sont done, suivant leur enchainemenl nalurel, ies
diverses parties fondamenlales de la géoméirie rationnells.
On voil que, pour suivre daus son étude générale un ordre
vraiment dogmalique, il fant considérer d’abord la géométris
des lignes, en commencant par la ligne droile, el passer
suite 4 la géométrie des surfaces, pour Lraiter enfin celle def
volumes. Il y alieu de s'étonner, sans doute, qu'nne classifi
cation méthodique qui dérive aussi simplement de la natur
méme de la seience n'ail pas été constamment suivie.

Aprés avoir déierminé avee précision I'objel général el dé
finilif des recherches géométriques, il fant mainlenant cow
sidérer la science sous le rapporl du champ embrassé pu
chacune de ses Lrois seclions fondamentales.

Ainsi envisagée, la géomélirie est évidemment susceptible,
par sa nalure, d'une extension rigoureusemenl indéfinie ; car
la mesure des lignes, des surfaces ou des volumes présentg
nécessairement autant de questions distincles gne 'on paul
concevoir de formes différentes, assojelties & des définitions
exacles, el le nornbre en esl évidemment inflini.

Les géomelres se sonl bornés d'abord & considérer l
formes les plus simples que la nalure leur fournissait immé
diatement, ou qui se déduisaient de ces éléments primilifs
par les Lombtmmous les moins compliquées, Mais ils onl
senli, depuis Descarles, que, pour consliluer la science deli
maniére la plus philosophique, il fallait nécessairement I
faire porter, en général, sur toules les formes imaginables
lls ont ainsi acquis la certitude raisonnée que ceite géoméirie
abstraite comprendrait inévitablement, comme cas parlick
liers, loules les diverses formes réelles que le monde exlis
rieur pourrail présenter, de fagon & n'étre jamais pris aud¥
pourvu. 3i, au conlraire, on s'étail toujours réduit a la soull
considération de ces formes nalurelles, sans y élre prépanl
par une étude générale el par l'examen spécial de cerlaing
formes hypolhétiques plus simples, il est clair que les difff
cultés auraient é1¢ le plus souvenl insurmontables au momes
de I'application effective. Vesl donc un principe fondamem
tal, dans la géométric vraimenl ralionuelle, que la néeess
de consuléler autanl que possible, toutes les formes qul
peul concevoir rigoureusement,
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L'examen le moins approfondi suffit pour faire comprendre
que ces formes présenlent une variété tout a fait infinie. Re-
lalivemenl aux lignes courbes, en les regardanl comme en-
gendrées par le mouvemenl d'un point assujetti & une cer-
taine loi, il est elair qu’on aura, en général, aulanl de courbes
dilférentes que l'on supposcra des lois dilférentes pour ce
mouvement, qui peul évidemment s'opérer suivant une infi-
nité de condilions distinctes, quoiqu’il puisse arriver acciden-
tellemenl quelquefois que de nouvellesgénéralions produisent
des courbes déja obtenues, Ainsi, pour me borner aux seules
courbes planes, si un point se meul de mauniére & rester cons-
lamment 4 la méme dislance d'un point fixe, il engendrera
un cercle ; si ¢'est la somme ou la dilférence de ses dislances
& deux points fixes qui demeure conslanle, la courbe décrile
sera une ellipse ou une hyperbole; si ¢’est leur produil, on
aura une courbe toute différente ; si le point s’écarte toujours
également d'un point fixe el d'une droite fixe, il décrira une
parabole; s'il lourne sur un cercle en méme temps que ce
cercle roule sur une ligne droite, on aura une cycloide ; s'il
savance le long d'une droile, tandis que celle droile, fixée
par une de ses exirémilés, lourne d'une maniére quelconque,
ilen résullera ce quon appelle, en général, des spirales qui,
b elles seules, présentent évidemment autant de courbes par-
faitement distincles, qu'on peul supposer de relations diffé-
renles entre ces deix mouvemenls de translalion et de
rolation, ele., ele. Chacune de ces diverses courbes peut en-
‘ suite en fournir de nouvelles, par les dilférentes conslruclions

générales que les géomélres onl imaginées, el qui donnent
naissance aux développées, aux épicycloides, aux caus-
liques, ele. Enfin il exisle évidemment une variété encore plus
grande parmi les courbes & double courbure.

Relativement aux surfaces, les formes en sonl nécessaire-
ment bien plus diverses encore, en les regardant comme en-
gendrées par le mouvement des lignes. En effet, la forme
peut alors varier, non seulement en considérant, comme dans
les courbes, les différentes lois en nombre infini auxquelles
peul étre assujetli le mouvement de la ligne généralrice,
mais aussi en supposant que celle ligne elle-méme vienne a
changer de nature, ce quin’a pas d’analogue dans les courbes,
les points qui les déerivenl ne pouvant avoir aucune figure
distincte. Deux classes de condilions trés diverses peuvent
done faire varier les formes des surfaces, tandis qu'il n'en

T
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existe qu’une seule pour les lignes. 1l est inulile de citer
spécialement une série d’ ewmp]m propres a4 vérifier celle
mulliplicité doublement infinie qu'on remarque parmi les
surfaces. 1l suffirait, pour s’en faire une idée, de considérer
Pexlréme variélé que présenle le seul groupe des surfaces
diles réglées, ¢'esl-ad-dire engendrées par une ligne droite, ol
qui comprend toule la famille des surfaces cylindriques,
celle des surfaces coniques, la classe plus générale des
surfaces développables quelcongues, ele. Par rapporl au
volumes, il n’y a lien & ancune considéralion spéciale, puis
qu'ils ne se dislinguenl enlre cux que par les surfaces qui les
terminent,

Afin de compléler cet apercu géomélrique, il faul ajouter
que les surfaces clles-mémes fournissenl un nouveau moyen
général de concevoir des courbes nouvelles, puisque loult
courbe peul &lre envisagée comme produile par I'intersection
de deux surfaces. Clest ainsi, en effel, qu'ont &Lé oblenues
les premiéres lignes qu'on puisse regarder comme vraimenl
invenlées par les géométres, puisque la nalure donnail immé
dialemenl. Ia llgnc droile el le cercle. On sait que I'ellipse
la parabole et I'hyperbole, les seules courbes complélement
étudides par les anciens, avaienl ¢lé sculemenl congues,
dans I'origine, comme résultant de Uintersection d'un coned
base circulaire par un plan diversement situé. 11 esl évidenl
que, par 'emploi combiné de ces différents moyens généraut
pour la formation des lignes el des surfaces, on pourrmt pro-
duire une suite rigourcusement infinie de formes distinctes,
en partant sculement d'un brés petil nombre de figures
direciement fournies par I'observation.

Du reste, tous les divers moyens immédials pour linver
lion des formes n'onl presque plus aucune imporlanc
depuis que la géomélrie rationnelle a pris, entre les mains
Descarles, son caraclére définitif. En effel, comme nous I
verrons bpé(.ldlﬂl'lll‘lﬂ dans la douzieme lecon, invention di
formes se réduil aujourd’hui a U'invention des équations, e
sorle que rien n'est plus aisé que de concevoir de nouvelle
lignes el de nouvelles surfaces, en changeant & volonté 16§
fonctions introduiles dans les équalions. Ce simple procéd
abstrail est, sous ee rapporl, infiniment plus fécond que I
ressources Eeomélllqllm direcles, développées par Fimage
nalion la plus puissante, qui sappliquerail unu[umncnlh
ordre de conceptions. Il explique d’ailleurs, de la nanibe®

?
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plus générale et la plus sensible, la variélé nécessairement
infinie des formes géomélriques, qui correspond ainsi 2 la
diversilé des fonctions analytiques. Enfin, il monire non moins
clairement que les différentes formes de surface doivenl élre
encore plus mullipliées que celles des lignes, puisque les
lignes sont représentées analyliquement par des équalions 4
deux variables, landis que les surfaces donnent licu A des
équations & lrois variables, qui présentenl néecessaivement une
plus grande diversilé.

Les considérations précédemmenl indiquées suffisent
pour montrer neltemenl Iexlension rigourcusemenl infinie
que comporle, par sa nalure, chacune des trois seclions
générales de la géoméirie, relalivement aux lignes, aux sur-
faces el aux volumes, en résullat de la variété infinie des
corps & mesurer,

Pour achever de nous faire unc idée exacte et sulfisam-
ment élendue de la nalure des recherches géomélriques, il
est mainlenanl indispensable de reveniv sur la définition
générale donnée ci-dessus, afin de la présenter sous un nou-
veau poinl de vue, sans lequel U'ensemble de la science ne
serail que forl imparfaitemenl congu.

En assignant pour but & la géomdétrie la mesure de toules
les sortes de lignes, de surfaces el de volumes, c’est-d-dire,
comme je I'ai expliqué, la réduction de loules les comparai-
sons géométriques i de simplescomparaisons delignesdroites,
nous avons évidemmenl Pavantage d'indiquer une destinalion
générale Lros précise el trés facile & saisir. Mais, si, écartant
toute définifion, on examine la composition effective de la
seience géomélrique, on sera d'abord porté & regarder la defi-
nition précédenle comme heaucoup trop élroite, caril n'est
pas douleux que la majeure partie des recherches qui consti-

- luent notre géométrie actuclle ne paraissenl nullement avoir
pour objel la mesure de I'étendue. Clesl probablement une
telle considération qui maintient eneore, pour la géométrie,
l'nsage de ces défimlions vagues, (ui ne comprennent lout
que parce qu'elles ne caraclérisent rien. Je erois néanmoins,
malgré celle objeclion fondamentale, pouvoir persister aindi-
quer la mesure de I'élendue comme le but général el uniforme
de la science géomélrique, en y comprenant cependant toul
ce qui entre dans sa composilion réelle. En effel, si, au lieu
de se borner a considérer isolémemt les diverses recherches

géoméiriques, on s'attache a saisir les questions principales
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par rapport auxquelles toutes les autres, quelque importanies
qu'clles soient, ne doivent &ire regardées que comme secon-
daires, on finira par reconnaiire que la mesure des lignes, de
surfaces el des volumes, est le bul invariable, quelquefois
direct, el le plus souvenl indirect, de lous les travaux géomé
triques. Cette proposilion généraleélant fondamentale, puisque
elle peul seule donner & notre définition Loule sa valeur, il esl
indispensable d’entrer & ce sujel dans quelques développe
ments,

En examinant avec attention les recherches géométrique
qui ne paraissent poinl se rapporler & la mesure de I'élendue,
on trouve qu'elles consistent essenliellement dans 1'étude dei
diverses propriélés de chaque ligne ou de chaque surface,
c'est-a-dire; en termes précis, dans la connaissance des diffé
rents modes de généralion, ou du moins, de définition, propres
a chaque lorme que l'on considére. Or, on peul aisémenl
¢élablir, de Ia maniére la plus générale, la relation nécessaint
d’une lelle étude avee la question de mesure, pour laquellels
connaissance la plus compléte possible des propriélés de
chaque forme est un préliminaire indispensable. Clest ce que
concourent & prouver deux considérations également fonda
menlales, quoique de nature tout & fail dislinete.

La premiére, purement scientifique, consiste & remarquef
que, si I'on ne connaissail, pour chaque ligne, ou pour chaqué
surface, d'autre propriélé carvactéristique que celle daprls
laquelle les géométres 'ont primitivement congue, il seraillé
plus souvent impossible de parvenir & la solulion des ques-
tions relatives & sa mesure. En effel, il esl facile de senlir que
les dilférenles définilions dont clnquc forme est susceplible

ne sonl pas loules également propres & une lelle destination,
el qu'elles présentenl méme, sous ce rapporl, les oppoeluom
les plus complétes. Or, d'un ‘aulre colé, la définition primitive
de chaque forme n'ayant pu évidemment élre choisie d'apiy
celte condition, il est clair qu'on ne doil pas s'attendre, o
général, a la trouver la plus convenable; d’oli résulte la néees:
sité d’en découvrir d'autres, ¢'est-d-dire d'éludier, autant qué
possible, les propriétés de la forme proposée, Qu'on supposé
par exemple, que le cercle soil défint, la courbe qui, sous
méme contour renferme la plus grande aire, ce qui est ce
nement une propriélé tout a fail caractérislique, on éprouve
rait évidemment des difficultés insurmontables pour déduire
d'un tel point de départ la solution des questions fondamen
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tales relatives & la rectification ou & la quadrature de cette
ecourbe. II est clair, a priori, que la propriélé d’avoir tous ses
points & c¢gale distance dun point fixe doil nécessairement
sadapler bien mieux 4 des recherches de cetle nalure, sans
qu'elle soil précisément la plus convenable. De méme, Ar-
chiméde ent-il jamais pu déconvrir la quadrature de la para-
bole; 8'il n’avail connu de cetle courbe d’autre propriélé que
d'élre la section d'un cone & base circulaire par un plan paral-
lelo & sa génératrice ? Les travaux purement spéculatifs des
glométres précédents, pour transformer celte premidre défi-
nilion, ont évidemment été des préliminaires indispensables
4 la solution directe d'une telle question. Il en est de méme,
d plus. forte raison, relativement aux surfaces. I1 suffirait,
pour s'en faire une juste idée, de comparer, par exemple,
quanl & la question de la cubature ou de la quadrature, la
définilion ordinaire de la sphire avee celle, non moins carae-
lristique sans doule, qui consisterait & regarder un corps
sphérique comme celul qui, sous la méme aire, conlient le
plus grand volume.

fe n'ai pas Dbesoin d'indigner un plus grand nombre
dexemples pour faire comprendre, en général, la nécessité
de connaitre, autant que possible, toules les propriélés de
chaque ligne ou de chaque surface, afin de facililer la recher-
the des rectificalions, des quadratures, et des cubalures, qui
soustitue 'objet final de la géométrie. On peut méme dire
que ia principale difficulté des questions de ce genre consisle
& employer, dans chaque cas, la propriété qui s'adapte le
mieux a la nalure du probléme proposé. Ainsi, en conlinuant
kindiquer, pour plus de précision, la mesure de l'élendue,
tomme la deslination générale de la géomélrie, celle premiére
- onsidération, qui touche direclement au fond du sujel, dé-
- montre clairemenl la nécessilé d'y comprendre 1'élude, aussi
approfondie que possible, des diverses généralions ou défi-
milions propres & une méme forme.

Un second molif, d'une imporlance au moins ¢gale, con-
#isle en ce qu'unc Lelle étude est indispensable pour organi-
#r; d'une maniére rationnelle, la relation de Pabstrait au
_toncrel en géomélrie.

- La science géométrique devant considérer, ainsi que je 'ai
“indiqué ci-dessus, toules les formes imaginables qui compor-
Bl une définition exacle, il en résulle nécessairement,
e pous 'avons remarqué, que les questions relalives
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aux formes quelconques préseniées par la nature, sont lou
Jours implicitemenl comprises dans celle géométric abstraile
supposée parvenue a sa perfection. Mais quand il faul passer
effeclivement ala géomélrie conerdle, on rencontre conslam.
ment une difficulté fondamentale, celle de suvoir auxquels
des différents types abslraits on doil rapporter, avec une
‘lpprm{im'ltion suffisante, les lignes ou les surfaces réells
qu'il s'agit détndier. Or, ¢'esl pour établir une telle relation
qu'il est par liculiérement indispeusable de connaitre le plus
grand nombre possible de propriétés de chaque forme const
dérée en géométrie.

En ellet, si 'on se hornail toujours A la seule définition pri
nitive d’'une ligne ou d'une surlace, en supposant méme quol
pal alors la mesurer (ce qui, daprés le premier genre d
considérations, serail le plus souvent impossible), ces cor
naissances resteratenl presque néeessairement slériles dant
l'application, puisqu’on ne saurait point ordinairement recow
naitre celle forme dans la nalure, quand elle s’y présenterail
Il faudrait pour cela que le caraclére unique, d'aprés lequ
les géométres auraient congue, [0l précisément celui donl
les circonslances exiérieures comporteraient la vérificalion
coincidence purement fortuile, sur laquelle évidemment o
ne doil pas compler, bien qu'elle puisse avoir lieu quelquefois
Ce n'est done qu’en multipliant aulant que possible les prix
priétés caractéristiques de chaque forme abstraite que nou
pouvons &lre assurés d'avance de la reconnaitre & Iélal
concrel, el d’uliliser ainsi lous nos lravaux rationnels, &

vérifiant, dans chaque cas, la définilion qui est susceplibly
d'élre constalée directement. Celle définition esl preqqﬁ
toujours unique dans des circonstances dounées, el varie, d
conlraire, pour une méme forme, avee des circonslan
différentes: double motil de déterminalion. :

La géomélrie célesle nous fournit, 4 cel égard, I'exempl
le plus mémorable, bien propre & meltre cn é svidence la néees
silé générale d'une Lelle étude, On sail, en cffet, que l'ellipd
a éLé reconnue par Képler comme élant la courbe que dé
venl les planéles aulour du soleil el les satelliles aulon
leurs planéies. Or, celle découverle fondamenlale, g
renouvelé l'astronomie, edl-clle jamais é1é& possible, si
s'élail toujours horné & eoncevoir l'ellipse comme la se
oblique d’un ¢one circulaire par un plan ? Aucune telle dé
nition ne pouvait évidemment comporler une semblahle i
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fication. La propriété la plususuelle de Uellipse, que la somme
des distances de lous ses points & deux poinls fixes soil
constante, esk bien plus susceptible sans doule, par sa nalure,
de faire reconnailre la courbe dans ce cas; mais elle nest
point encore direclement convenable. Le seul caraclére qui
puisse ¢tre alors vérifié immédialemenl est celui gqu'on tire
de la relation qui existe daus I'ellipse enlre la longueur des
distances focales el lenr direction, Uunique relation qui
admelte une inlerprétalion astronomique, comme exprimant
la loi qui lie la dislance de la plancte au soleil, au temps
teoulé depuis Torigine de sarévolution. [Tadone fallu que les
lravaux purement spéculalifs des géomélres grecs sur les pro-
pri¢tés des sections coniques eussent préalablement présenté
leurgénération sous une mullitude de pomts de vaedifférents,
pour que Képler ait pu passerainsi de U'abstrait au concrel, en
choisissanl parmi Lous ses divers caracléres celui qui pouvail,
plus facilement élre constalé pour les orbiles planétaires,

Je puis citer encore un exemple du méme ordre, relative-
ment aux surfaces, en considéranl I'importante queslion de la
figure de la Lerre. Si on n'avail jamais connu d'aulre pro-
pricté de la sphére que son caraclére primilif d’avoir lous ses
points ¢également distanls d'un point intérieur, comment
aurait-on pu jamais découvrir que la surface de la terre élait
sphérique ? I1 a éLé nécessaire pour cela de déduire préala-
blement de cetle définition de la sphére quelques propriétés
susceptibles d'élre vérifites par des observations effectuées
uniquemenl & la surface, comme, par exemple, le rapport
constanl qui existe pour la spheére entre la longueur du
chemin parcouru le long d'un méridien quelconque en s’avan-
gant vers un pole, el la hauteur angulaire de ce pole sur
Fhorizon en chaque point. Il en a é1¢ évidemment de méme
elavec unc bien plus longue suite de spéculations prélimi-
naires, pour constater plus tard que la terre n'était point
ngoureusement sphérique, mais que sa forme est celle d'une
tllipsoide de révolulion.

Aprés de lels exemples, il serail sans doule inulile d’'en
fapporter d’autres, gue chacun peut d'ailleurs aisément mul-
iplier. On y vérifiera toujours que, sans une connaissance
itts élendue des diverses propriétés de chaque forme, la rela-
lion de I'abstrail au concrel en géométrie serail purement
tecidentelle, et que, par conséquent, la science manquerait
‘“Tun de ses fondements les plus essentiels,

A-Co— L 14
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Tels sont done les deux motifs généraux qui démontrent
pleinement la nécessilé d'introduire en géomélrie une fouls
de recherches qui n'onl pas pour objetl direct la mesure d¢
I'étendue, en continuant cependanl & concevoir une lell
mesure comme la destination finale de loute la science gée
métrique, Ainsi, nous pouvons conserver les avantage
philosophiques que présentent la netielé el la précision d
cette définition, el ¥y comprendre néanmoins, d'une maniti
tres ralionnelle, quoiqu'indirecte, loutes les recherches gé-
mélriques counues, en considérant celles qui ne paraissenl
point se rapporter & la mesure de 'étendue, comme destinée
soit & préparer la solution des questions finales, soit & per
mettre l'applicalion des solutions obtenues.

Aprés avoir reconnu, en thése générale, les relations intimel
el nécessaires de I'élude des propriélés des lignes el des st
faces avec les recherches qui conslituent I'objet définitif &
la géomélrie, il est d'ailleurs ¢évident que, dans la suite &
leurs travaux, les géometres ne doivenl nullement s'astreindn
4 ne jamais perdre de vue un tel enchainement. Sachanl, uy
fois pour toutes, combien il importe de varier le plus possibl
les maniéres de concevoir chaque forme, ils doivent poi
suivre celle élude sans considérer immédialement de quell
utilité peut éire telle on Lelle propriété spéeiale pour les ret
tificaliong, les quadratures ou les cubalures. Ils entraveraie
inutilement leurs recherches, en attachant une important
puérile a I'établissement conlinu de celle coordinalion, L't
prit humain doil procéder, a cel égard, comme il le fait#
toute occasion semblable, quand, aprés avoir concu, #
général, la destination d'une certaine étude, il s'attach
exclusivemenl & la pousser le plus loin possible, en fais
complétement abstraction de cette relation, dont la cons
ration perpétuelle compliquerail tous ses travaux. i

L'explicalion générale que je viens d'exposer est d'auld
plus indispensable que, par la nature méme du sujet, ol
étude des diverses propriétés de chaque ligne et de chag
surface compose nécessairement la irés majeure partis @
I'ensemble des recherches géométriques, En effet, les qus
tions immédialement relatives aux rectifications, aux quals
tures et aux cubatures, sonl évidemment, par elles-mék
en nombre fort limité pour chaque forme considéré.
conlraire, I'étude des propriélés d'une méme forme présith

a I'activité de I'esprit humain un champ naturellement o
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fini, ot 'on peut toujours espérer de faire de nouvelles dé-
couvertes. Ainsi, par exemple, quoique les géomélres se
soient oceupés depurs vingl siéeles, avec plus ou moins d'ac-
livilé sans doute, mais sans ancune inlerruplion réelle, de
I'élude des scctions coniques, ils sonl lein de regarder ce
sujet si simple comme épuisé ; el il est certain en ellelqu'en
continuanl 4 sy livrer on ne manquerait pas de lrouver
encore des propriétés inconnues de ces diverses courbes. Si
les travaux de ce genre se sont considérablement ralenlis
depuis environ un siécle, ce n'est pas qu'ils soienl terminés ;
tela lient seulement, comme je I'expliquerai Lout & I'heure, &
e que la révolution philosophique opérée en géomélrie par
lescartes a du singuliérement diminuer I'imporlance de sem-
blables recherches.

Il résulte des considéralions précédentes que non seulement
le champ de la géométrie est néeessairement infini & cause
dela variété des formes a considérer, mais aussi en vertu de
Ia diversité des points de vue sous lesquels une meme forme
peal &tre envisagée. Celte derniére conceplion cst méme
eelle qui donne lidée la plus large et la plus compléte de
lensemble des recherches géomélriques. On voil «que les
fludes de ce genre consistent essenlicllement, pour chaque
ligne ou pour chaque surface, & rallacher tous les phéno-
ménes géomélriques qu'elle peul présenter & un seul phiéno-
méne fondamental, regardé comme définition primitive.

Aprés avoir exposé, d'une maniére générale el pourlant
frécise, I'objet final de la géoméirie, et monlré comment la
ftience, ainsi définie, comprend une classe de recherches
irts élendue qui ne paraissaient point d'abord s'y rapporter
nécessairement, il me reste & considérer, dans son ensemble,
lt méthode & suivre pour la formation de celle science. Celle
derniére explication est indispensable pour compléler ce
fremier apercu du caractére philosophique de la géoméirie.
Jeme bornerai en ce moment & indiquer & cet égard la con-
ddération la plus générale, cette importante nolion fonda-
'nfnlalt‘- devanl étre développée el précisée dans les lecons
smvanies,

Lensemble des questions géomdlriques peat élre trailé
sivant deux méthodes tellement différentes qu'il en résulle,
pour ainsi dire, deux sortes de géomdlries, dont le caraclere

ilosophique ne me semble pas avoir L6 encore convena-

ment saisi, Les expressions de géomélrie synthélique el
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géométrie analytique, habituellement employées pour les d:
signer, en donnent une trés fausse idée. Je préférerais i
beaucoup les dénominations purement historiques de géomé
trie des anciens cl géomélrie des modernes qui onl, du moin
I'avanlage de ne pas faire méconnaitre leur vrai caraclén
Mais je propose d’employer désormais les expressions régr
licres de géoméirie spéciale et géomélrie générale, qui m
paraissent propres & caraclériser avec précision la véritabl
nature des deux méthodes.

Ce n'est point, en effel, dans I'emploi du caleul, commen
le pense communément, que consisle précisément la dills
rence fondamentale enire la maniére donl nous coneevonsh
géométrie depuis Descartes, et la munitre donl les géomélrs
de Pantiquilé traitaient les queslions géomélrignes. Il e
certain, d'une parl, que I'usage du caleul ne leur élait poil |
enticrement inconnu, puisqu'ils faisaienl, dans leur géomé
trie, des applications continuelles et fort élendues de la thés
rie des proportions, qui élait pour eux, comme moyen i
déduction, une sorle d'équivalent réel, qunoique trés imparfsl
et surtoul extrémemenl borné, de nolre algébre actuelle. 01
peut méme employer le calcul d'une maniére beaucoupp]m[
complete qu'ils ne 'ont fail pour oblenir cerlaines solution
géométriques, qui n'en auronl pas moins le caraclére esser
ticl de la géomélrie ancicnue : ¢'est ce qui arrive lrés [rk
quemment, par rapporl & ces problémes de géométrie & deul
ou trois dimensions, qu'on désigne vulgairement sous le nof
de délerminés. D'un aunlre coté, quelque capitale que sil
I'influence du calcul dans nolre géomélrie moderne, plusie
solutions, oblenues sans algéhre, peuvent manifester queJ-
quefois le caraclére propre qui la distingue de la géoméln
ancienne, quoique, en thése générale, lanalyse soit indisper
sable ; J'en cilerai, comme exemple, la méthode de Robers
pour les tangenles, dont la nalure est essentiellement m
derne, et qui cependant conduit, en certains cas, 4 &
solulions complétes, sans aucun secours du caleul. Ce o
donc point par I'instrument de déduction employé qu'on di
principalement distinguer les deux marches que lesp
humain peut suivre en géomélrie.

La diff¢rence fondamentale, jusqu'ici imparfailement &
sie, me parail consister réellement dans la nature méme &
queslions considérées. En eflet, la géomélric envisagée
son ensemble, ¢l supposée parvenue 4 son enli¢re perfech
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doil, comme nous l'avons wvu, d’une part, embrasser loutes
les formes imaginables, et, d'une autre part, découvrir
foutes les propriéles de chaque forme. Elle est susceptible,
d'aprés cette double considération, d'élre traitée suivant
deux plans essentiellement distinctifs: soil en groupant en-
setible loutes les questions, quelque diverses qu'elles soient,
qui concernenk une méme forme, et isolanl celles relatives a
des corps dilférents, quelque analogic qui puisse exister
entre elles ; soil, au conlraire, en réunissant sons un méme
point de vue loutes les recherches semblables, a quelques
formes diverses qu'elles se rapporlent d'ailleurs, el séparant
les questions relalives aux propriélés réellement différentes
d'un méme corps. En un mot, 'ensemble de la géométrie
peul étre essenliellement ordonné ou par rapport aux corps
élndiés, ou par rapoort aux phénomenes a considérer. Le pre-
mier plan, qui est le plus naturel, a é4é celui des anciens ; le
second, infinimenl plus rationnel, est celui des modernes
depuis Descartes.

Tel est, en effet, le caraclére principal de la géométrie
mcienne, qu'on étudiait, une a une, les diverses lignes ¢t les
diverses surfaces, ne passant & 'examen d'une nouvelle forme
que lorsqu'on croyail avoir épuisé loul ce que pouvaient oflrir
dintéressant les formes connues jusqu'alors. Dans celte
maniere de procéder, quand on entreprenait I'étude d'une
nrhe nouvelle, P'engemble des lravaux exéeutés sur les
jrécédentes ne pouvail présenter directemenl ancune res-
wurce essentielle, aulrement que par l'exercice géomélrigue
wquel il avait dressé lintelligence. Quelle que pal étre la
‘militude réclle des queslions proposées sur deux formes
liférentes, les connaissances complites acquises pour I'une
i pouvaient nullement dispenser de reprendre pour I'aulre
tnsemble de la recherche. Aussi la marche de 'esprit n’était-
e jamais assurée ; en sorte quon ne pouvail étre certain
Vivance d'oblenir une solution quelconque, quelqu’analogue
jiefitle probleme proposé & des questions déjir résolues.
\nsi, par exemple, la délerminalion des tangenles aux lrois
welions coniques ne fournissail aucun secours ralionnel
jour mener la tangente a quelqu’aulre courbe nouvelle,
smme la conchoide, la cissoide, ele. En un mot, la géomé-
e des anciens étail, suivant l'expression proposde ci-dessus,

ssentiellement spéciale.

Dans le systtme des modernes, la géométric est, au con-
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traire, éminemment générale, c'est-A-dire, relative a des
formes quelconques. Il est aisé de comprendre d'abord qui
toutes les queslions géomdtr iqueq de quelque intérel peavenl
éire ploposécs par rapport i toules les formes imaginable
C’esl ce qu'on voit directement pour les problémes fondk
mentaux, qui conslituenl, d'aprés les explications donnés
dans cetle lecon, 'obhjet définilif de la géométrie, c'est-i-din
les rectifications, les quadratures, et les cubatures. Mais cel
remarque n'est pas moins inconlestable, méme pour I
recherches relalives aux diverses propriélés des lignes et d
surfaces, et dont les plus essentielles, telles que la questi
des langentes, on des plans tangents, la théorie des ool
bures, ele., sout dvidemment communes i toules les formd
quelconques. Les recherches (rés peu nombreuses qui so
vraiment parliculieres a telle ou telle forme n’onl qu'
importance extrémement secondaire. Cela posé, la géomél
moderne consiste essentiellemenl & abstraive, pour la lraile
a part, d'une maniére enliérement générale, toule quﬁsﬁﬂl
relative & un méme phénoméne géométrique, dans quelque
corps (uil puisse &lre considéré. L'application des Lhéori
aniverselles ainsi consiruiles a la déterminalion spéclalaﬂ
phénomene dont il s'agit dans chaque corps particulier nt
plus regardée que comme un travail subalterne, & exécull
smvanL des régles invariables el dont le succés esl ce
d'avance, Ce lravail est, en un mot, du méme ordrara
I'évaluation numérique d'une formule analytique détermind
I1 ne peut y avoir sous ce rapport d'autre mérite que celul
présenler, dans chaque cas, la solulion nécessairement fo
par la méthode générale, avec toute lasimplicilé el I'élége
que peut comporter la ligne ou la surface considérée. Maisg
n'attache d'importance réelle qu'a la conception el & laso
lion compléle d’une nouvelle question propre & une foil
quelconque. Les travaux de ce genre sont seuls rega
comme faisant faire a la science de véritables pas. L'all
lion des géomélres, ainsi dispensée de 'examen des pa
larilés des diverses l'mmes, el dirigée tout entiére vers|
quostions générales, a pu s'élever par 14 4 la considérali
de nouvelles notions géomélriques, qui, appliquées &
courbes éludiées par les anciens, en ont fait découvid
propriétés importanles qu’ils n'avaienl pas méme soup
nées, Telle est la géométrie, depuis la révolution radie
opérée par Descartes dans le systéme général de la seii
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La simple indication du caractdre fondamental propre a
¢hacune des deux géométries suffit sans doute pour meltre
en évidence l'immense supériorité nécessaire de la géométrie
moderne. On peul méme dire qu'avant la grande conception
de Descarles, la géoméirie rationnelle n'élail pas vraiment
constituée sur des bases définilives, soit sous le rapport
abstrait, soil sous le rapporl conerel. En effet, pour la science
considérée spéculativement, il est clair qgu'en conlinuant
indéfiniment, comme 'ont fait les modernes avant Descartes
et méme un peu aprés, & suivre la marche des anciens, en
gioutant quelques nouvelles courbes au petit nombre de
celles qu’ils avaient étudiées, les progrés, quelque rapides
qu'ils ecussenl pu étre, n"auraient é1¢, aprés une longue suite
de siecles, que fort peu considérables par rapport au systéme
général de la géomélrie, vu l'infinie variélé des formes qui
seraienl Loujours restées & étudier. Au conlraire, & chaque
question résolue suivani la marche des modernes, le nombre
des problémes géométriques & résoudre se trouve, une fois
pour toules, diminué d'autant, par rapporl 4 Llous les corps
possibles. Sous un second point de vue, du défaut complet
de méthodes générales il résultail que les géomelres anciens,
dans toutes leurs recherches, étaient enliérement abandonnés
& leurs propres forces, sans avoir jamais la certilude d'obte-
- nirtol ou ltard une solution quelconque. Si celle imperfec-
-~ lion de la science élail éminemment propre a meltre dans
- lout son jour leur admirable sagacité, elle devait rendre leurs

progrés ex{rémemenl lents : on peul s'en faire une idée parle
! lemps considérable qu'ils ont employé a I'étude des sections
. tniques. La géoméirie moderne, assurant d'une maniére
- ivariable la marche de notre esprit, permet, au contraire,
- dutiliser au plus haut degré possible les forces de l'intelli-
genee, (que les anciens devaient consumer [réquemment sur
des questions bien peu imporlantes.

Une différénce non moins capitale se manifeste entre les
deux systémes, quand on vient & considérer Ja géométrie sons
le rapporl concret. En effel, nous avons remarqué plus haut

que la relation de I'abslrait au concrel en géoméirie ne peut
élre solidement fondée sur des bases ralionnelles qu'autant
quon fail direclement porter les recherches sur loules les
formes imaginables. En n'étudiant les lignes el les surfaces
qu'une & une, quel que soil le nombre, Lonjours nécessaire-
neat fort petit, de celles qu'on aura considérées, l'applica-
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tion de théories semblables aux formes réellement existanies
dans la nature n'aura jamais qu'un caraclére esseniiellement
accidentel, puisque rien n'assure que ces formes pourronl
effectivement rentrer dans les types abslrails envisagés pat
les géomelres.

Iy a cerlainement, par exemple, quelque chose de fortul
dans I'heurcuse relalion qui s'est établie entre les spéculalions
des géomalres grees sur les seclions coniques et la déterming
lion des véritables orbites planétaires. En conlinuant surl
méme plan Jes travaux géomélriques, on n'avail poinl, en g&
néral, le droit d'espérer de semblables coineidences; et il ell
¢éLé ipossible, dans ces études spéciales, que les recherchi
des géometres se fussent dirigées sur des formes abstraile
indéfiniment inapplicables, landis qu'ils en auraient néglig
d'autres, susceplibles peut-étre d'une application imporlanl
et prochaine. Il est clair, du moins, que rien ne garantissai
posilivemenl I'applicabilité’ nécessaire des spéceulations géo
mélriques. Il en est loul autremenl dans la géomélrie mo
derne. Par cela seul qu'on y procéde par queslions géné
rales, relalives 4 des formes quelconques, on a d'avance l
cerlitude évidente que les formes réalizées dans le mond
extérieur ne sauraienl jamais échapper & chaque théorie, §
le phénomeéne géomélrique qu'elle envisage vicnl a 'y pré
senter,

Par ces diverses considéralions, on voit que le sysléme
géomélrie des anciens porte essentiellement le caractére dt
I'enfance de'la science, qui n'a commencé & devenir complé
tement rationnelle que par suite de la vévolution philose
phique opérée par Descarles. Mais il est évidenl, d'un auls
cOté, que la géomélrie n'a pu élre congue d'abord que de celld
maniére spéciale. La géomélrie générale n'edll point é1é pos
sible, et la néecessité n'edl pu méme en élre sentie, si un
longue suite de lravaux spéciaux sur les formes les phs
simples n'avail point préalablement fourni des bases & la com
ception de Descarles, et rendu sensible I'impossibilité
persister indéfiniment dans la philosophie géométrique
milive.

En précisant aulant que possible celte derniére consid
tion, il faul méme en conclure que, quoique la géomélrieq:
j'ai appelée générale doive étre aujourd’hui regardée comn
la seule véritable géoméirie dogmatique, celle & laquelle not
nous bornerons essentiellement, I'autre n'ayant plus, print*
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palement, qu'un intérét historique, néanmoins, il n'est pas
possible de faire disparailre enfidrement la géomélrie spé-
eale dans une exposilion rationnelle de la science. On peut
sans doule se dispenser, comme on l'a fail depuis environ un
sitcle, d'emprunler directement & la géométrie ancienne tous
les résullals qu'elle a fournis. Les recherches les plus éten-
dues et les plus difficiles donl elle élail composte, ne sonl
plus méme habituellement présenlées nujourd'hui que d'aprés
la méthode moderne. Mais par In nature méme du sujet, il est
nécessairement impossible de se passer absolument de la
mélhode anecienne, qui, quoi gu’on lasse, servira toujours
dogmatliquement de base préliminaire 4 la science, comme
elle I'a [ail historiquemenl, Le molif en est facile & com-
prendre. En effel, la géomélrie générale tlanl essenlicllement
fondée, comme nous I'élablirons bientdl, sur emploi du
caleul, sur la transformation des considérations géométriques
en considérations analytiques, une Lelle maniére de procéder
ne saurail s'emparer du sujet immédialement & son origine.
Nous savons que application de l'analyse mulhémaligue,
par sa nalure, ne peul jamals commencer aucune science
quelconque, puisqu'elle ne saurail aveoir lien que lorsque la
science a déja 6Lé assez cullivée pour établir, relalivement
aux phénomenes considérés, quelques dguaiions qui puissent
servir de poinl de déparl aux lravaux analyliques, Ces équa-
lions fondamenlales une fois découverles, 'analyse permetira
f'en déduire une mullitude de conséquences, qu'il eal ¢1é
méme impossible de soupconner d'abord; elle perfeclionnera
lascience & un degré immense, soil sous le rapport de la
généralité des conceplions, soil quant & la coordination
compléte élablic entre elles. Mais, pour constituer les bases
mémes d'une seience naturelle quelconque, jamais, évidem-
ment, la seule analyse mathématique ne saurail y suftive, pas
méme pour les démontrer de nouveau lorsqu'elles ont éLé
déja fondées. Rien ne peul dispenser, & cet égard, de I'élude
directe du sujel, poussée jusquau poinl de la découverle de
relations précises. Tenter de faire rentrer la science, dés son
origine, dans le domaine du caleul, ce serait vouloir imposer
i des théories portanl sur des phénoménes eflectifs le carac-
{ere de simples procédés logiques, et les priver ainsi de lout
ce qui conslitue leur corrélalion nécessaire avee le monde
réel. En un mot, une telle opération philosophique, si par
“elle-méme elle n'était pas nécessairement eontradicloire, ne
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saurait aboulir évidemment qu’a replonger la science dans !
domaine de la métaphysique, dont U'esprit humain a eu tan
de peine & se dégager complétement.,

Ainsi, la géomélrie des anciens aura toujours, par &
nalure, une premiére parl nécessaire el plus ou moins éten
due dans le systeme tofal des connaissances géomélriques
Elle constitue une inlroduction rigoureusemenlt indispensabl
a la géomélrie générale, Mais c'est 4 cela que nous devons |
réduire dans une exposition complétement dogmalique. J
considérerai done direclement, dans la lecon suivante, cell
géométrie spéciale ou préliminaire, resireinte exactement |
ses limiles nécessaires, pour ne plus m'occuper ensuite qu
de I'examen philosophique de la géométrie générale ou défin-
tive, la scule vraiment rationnelle, el qui aujourd'hui con
pose essentiellement la science,



ONZIEME LECON

Considérations générales sur la géométrie spéciale
ou préliminaire.

La méthode géomélrique des anciens devant avoir néces-
sairement, d’apres les molifs indiqués A la fin de la lecon
précédente, unc parl préliminairve dans le systéme dogmalique
de la géométrie, pour fournir & la géoméirie géndrale des
fondements indispensables, il convient maintenant de fixer
d'abord en quoi consiste strictement celle fonction préalable
de la géométrie spéciale, ainsi réduite au moindre développe-
ment possible.

En la considérant sous ce point de vue,il est aisé de recon-
naitre qu'on pourrait la restreindre i la seule étude de la ligne
droite pour ce qui concerne la géomélrie des lignes 4 la qua-
draiure des aires planes reclilignes, et enfin & la cubature des
corps terminés par des faces planes. Les proposilions élémen-
laires relatives & ces lrois questions fondamentales consti-
tuent, en effet, le point de départ nécessaire de toutes les
recherches géométriques; elles seules ne peuvent étre oble-
nues que par une étude directe du sujet; tandis qu’au
conlraire la théorie compléte de toutes les autres formes
quelconques, méme celle du cercle et des surfaces et volumes
qui s’y rapportent, peut aujourd'hui rentrer entiérement lans
le domaine de la géomélrie genérale ou analytique, ces 6lé-
ments primitifs fournissant déja des éguations, qui suffisent
pour permetlre I'application du caleul aux questions géomé-
triques, qui n'elt pas élé sans celle condition préalable.

Il résulte de celie considération que, dans I'usage ordinaire,
ondonne & Ja géomélrie élémentaire plus d'étendue qu'il ne
serail rigoureusement nécessaire, puisque, oulre la ligne
droite, les polygones et les polyédres, on y comprend aussi le

[
AT
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cercle et les corps ronds, dont I'élude pourrait cependan!
¢tre aussi purement analylique que celle, par exemple, des
sections coniques. Une vénéralion irréfléchie pour I'antiquilé
contribue, sans doute, & maintenir ¢e défaul de méthode
Mais comme ce respect n’a poinl empéché de faire rentrer
dans le domaine de la géométrie moderne la théorie des sec-
tions coniques, il [autl bien que, relativement aux formes cir-
culaires, ['habitude contraire, encore universelle, soil fondée
sur d'aulres molifs, La raison la plus sensible qu'on en puisse
donner, c'est le grave inconvénienl qu'il y aurait, pour I'ense-
gnemenl ordinaire, & ajourner & une Cpoque assez ¢loignde
de I'éducation mathématique la solulion de plusieurs ques
tions essentielles, susceplibles d'une application immédiate
et conlinuelle & une foule d'usages importants. Pour procé-
der, en effet, de la maniére la plus rationunclle, ce ne serail
qu'a 'aide du caleul intégral qu'on pourrail oblenir les inté-
ressanls résullats, velalifs & la mesure de la longueur ou de
I'aire du cercle, on & la quadrature de la sphére, ele., établis
par les anciens d'aprés des considérations extrémement
simples. Cel inconvénient serail peu important & I'égard des
esprils deslinés & éludier l'ensemble de la science malhéma-
tique, el I'avantage de procéder avee une ralionalilé parfaile
aurail, comparativement, une hien plus grande valeur. Mais,
le cas contraire élanl encore le plus fréquent, ona di s'atla-
cher & conserver dans la géomélrie élémentaive proprement
dile des théories aussi essentielles. [in admettant I'mfluence
d'une telle considéralion, el ne reslreignant plus celle géo-
métrie prélimnaire & ce qui est striclemenl indispensable,
on peut méme concevoir 'ulililé, pour cerlains cas particulicrs,
d'y introduire plusicurs éludes importantes ui en onl éLé gé-
néralement exclues, comme celles des sections coniques de la
cycloide, ele.,afin de renfermer, dans un enseignement borné,
le plus grand nombre possible de connaissances usuelles,
quoique, méme sous le simple rapporl du Ltemps, il {0t préfé-
rable de suivre la marche la plus rationnelle.

Je ne dois poinl, a ce sujet, tenir comple ici des avantages
que peul présenler celle exlension habiluelle de la méthode
géomélrique des anciens au dela de la deslinalion nécessaire
qui lui est propre, par la connaissance plus profonde qu'on
acquiert ainsi de celle mé¢thode, el par la comparaison instrug-
tive qui en résulle avee la méthode moderne. Ce sont 4 des
qualités qui, dans I'élude d'une science quelconque, apparlien-
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.nent & la marche que nous avons nommée historique, el aux-

quelles il faut savoir renoncer franchement, quand on a bien
reconnu lanéeessilé desaivre la marehe vraiment dogmatique.
Aprés avoir congu toutes les parties ('une science de la ma-
ni¢re la plus rationnelle, nous savons combien il importe, pour
compléter celte éducation, d'étudier I'histoire de la science,
el par conséquent, de comparer exaclement les diverses
methedes que espril humain a suecessivemenl employées;
mais ces deux séries d'éludes doivenl élre, en général, comme
nous I'avons vu, soigneusement séparées. Cependant, dans le
cas donl 1l 'agil ici, la mélthode géomélrique des modernes
esl pent-étre encore Lrop récenle pour qu'il ue convienue pus,
afin de la mieux caraclériser par la comparaison, de traiter
d'abord, suivanl la méthode des anciens, cerlaines questions
qui, par leur nalure, doivent renlrer rationnellement dans la
géomélrie moderne.

Quoi qu'il en soil, écarlant maintenanl eces diverses consi-
déralions accessoires, nous voyons que celle introduction 4 la
glomélrie, qui ne peul élre Lraitée que suivanl la mélhode des
aneiens, esl strictement réduetible 4 I'¢tude de la ligne droite,
des aires polygonales el des polyedres. 11 esl méme vraisem-
blable qu'on finira pav la restreindre habitnellement & ces
limites nécessaires, qnand les grandes nolions analyliques
seront devenues plus familitres, el qu'une élade de I'ensemble
des mathémaliques sera universellement regardée comme la
base philosophique de I'éducalion générale.

81 cetle portion préliminaire de la géomélrie, qui ne saurait
#re fondée sur lapplicalion du caleul, se réduil, par sa
nalure, & une suile de recherches fondamentales trés pen
fendues, il est certain, d'un autre ¢olé, qu'on ne peul la
restreindre davantage, quoique, par un vérilable abus de
I'esprit analylique, on ait quelquefois essayé, dans ces derniers
temps, de présenter sous un point de vue purement algébrique
l'élablissement des théorémes principaux de la géométrie
élémentaire. Clest ainsi qu'on a prétendu démontrer par de
simples considérations abstraites d’analyse mathématique la
relalion conslanle qui existe entre les trois angles d'un lriangle
recliligne, la proposition fondamentale de la Lhéorie des
triangles semblables, la mesure des reclangles, celle des
paraliélipipedes, cle., en un mol, précisément les seules
propositions géométriques qui ne puissent étre oblenues ue
par une étude directe du sujet, sans gque le caleul soil sus-
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ceptible d'y avoir aucune parl. Je ne signalerais poirl icide
telles aberrations, si elles n'avaient pas é1é déterminées par
Iintention évidente de perfectionner, an plus haut degré
possible, le caractére philosophique dela science géométrique,
en la faisant rentrer immédialement, dés sa naissance, dans
le domaine des applications de I'analyse mathématique. Mais
I'erreur capilale commize & cel égard par quelques géomélres
doit élre soigneusement remarquée, parce qu'elle résulte do
I'exagération irréfléchic de celle tendance aujourd’hui iy
naturelle el éminemment philosophique, qui porte & étendn
de plus en plus I'influence de 'analyse dans les études mathé
mathiques. La contemplation des résultats prodigieux aux
quels l'esprit humain est parvenu en suivant une telle diree-
tion a di involontairement entrainer & croire que méme leg
fondements de la mathématique concréte pourraient élre
élablis sur de simples considérations analyvtiques. Ce n'est
point, en effel, pour Ia géométrie seulement gue nous devons
noler de semblables aberralions ; nous aurons bientot & en
constater de parfaitement analogues relativement & la mécs
nique, & I'oceasion des prétendues démonstrations analyliques
du parallélogramme des forces. Celle confusion logigque ¢
méme anjourd'hui bien plus de gravité en mécanique, ol
elle conlribue effectivenent & rvépandre encore un nuage
mélaphysique sur le caraclére général de la science;; tandis
que, du moins en géomélrie, ces considérations abbtralteh
onl été jusqu'ici laissées en dehors, sans s'incorporer a 'expos
sition normale de la science. '
D’aprés les principes présentés dans cel ouvrage, sur
philosophie mathématique, il n'est pas nécessaire d'insister
beaucoup pour faire sentir le vice d'une telle maniére do
procéder. Nous avons déji reconnu, en effet, que le caleul
n’étant et ne pouvant étre qu'un moyen de déduction, ¢’
s'en former une idée radicalement fausse que de vouloit
I'employera élablir les fondements élémentaires d'une sciencé
quelconque ; car, sur quoi reposeraient, dans une telle opé
ration, les argumentations analyliques ? Un Lravail de cetle
nature, bien loin de perfectionner véritablement le caractérgd
philosophique d'une science, constituerait un retour vems
I'élal mélaphysique, en présentant des connaissances réelles
comme de simples abslraclions logiques.
Quand on examine en elles-mémes ces prétendues démons
irations analytiques des propositions fondamentales de 8
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géométrie élémentaire, on vérifie aisément leur insignifiance
nécessaire. Elles sont loules fondées sur une maniére vicieuse
de concevoir le principe de 'hemogénéilé, dont jai exposé,
dans la cinqui¢me lecon, la vérilable notion générale. Ces
démonstrations supposent que ce principe ne permel point
('admettre la co-existence dans une méme équation de
nombres obtenus par des comparaisons coneréles différentes,
e qui est évidemment faux el visiblemenl coniraire & la
marche constanie des géométres. Aussi, il est facile de recon-
natire qu'en employant la loi de I'homogénéité dans celle

~acception arbitraire el illégilime, on pourrail parvenir a

démontrer avec loul autant de rigueur apparente des propo-
sitions donlt 'absurdité est manifeste au premicr coup d'ceil.
En examinant avec altention, par excmple, le procédé &
laide duquel on a tenté de prouver analyliquement que la
somme des trois angles d'un triangle recliligne quelconque
est constamment égale 4 deux angles droits, on voil qu’il est
fondé sur cette nolion préliminaire, que, si deux (riangles
ont deux de leurs angles respectivement égaux, le Lroisiéme
angle sera aussi, de part el d'aulre, nécessairement égal. Ce
premier point étant accordé, la relalion proposée s'en déduit
immédiatement, d'une maniére lrés exacte el fort simple. Or,
la considération analytique; d'aprés laquelle on a voulu établir
celle proposilion préalable, esl d'une lelle nature que, si elle

- pouvait étre juste, on en déduirail rigourensement, en la

reproduisant en sens inverse, celie absurdilé palpable, que
deux cotés d'un triangle suffisent, sans aucun angle, & Pen-
litre détermination du troisidme coté. On peut faire des
remarques analogues sur loules les démonstrations de ce
Fen're, dont le sophisme sera ainsi vérifié d'unc maniére par-
ditement sensible.

Plus nous devons ici considérer la géométric comme étant
aujourd’hui essentiellement analytique, plus il était nécessaire
de prémunir les esprits contre celle exagération abusive de
l'analyse mathémalique, suivant laquelle on prétendrail se
dispenser de toute observation géomélrique proprement dite,
en élablissanl sur de pures abstractions algébriques les fon-

~ dements mémes de cetle science naturelle. J'ai d attacher

daulant plus d'importance & caractériser des aberrations
ainsi libes au développement normal de 'esprit humain,
qu'elles ont é1é pour ainsi dire consacrées dans ces derniers
femps par I'assentiment formel d'un géométre fort distingué,
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dont l'autorilé exerce sur l'enseignement élémentaire de
géomélrie une trés grande influence.

Je crois devoir remarquer & celle occasion que, sous pli
d'un anlre rapporl, on a, ce me semble, trop perdu de vuel
caraclére de scienee nalurelle nécessairement inhérentd |
géométrie. 1l est aisé de le reconnailre, en considérant Ju
vains elforts tenlés si longtemps par les géomélres pou
démontrer rigourcusement, non & Taide du caleul, mai
d’aprés cerlaines constraclions, plusieurs proposilions fond
mentales de la géomélirie élémeniaire. Quoi qu'on puiss
faire, on ne saurait évidemmenl ¢éviler de recourir quek
quefois en géomélrie a la simple observalion immédiale
comme moyen d'élabliv divers résultals. Si, dans cell
seience, les phiénoménes gque l'on considére =ont, en verd
de leur exlréme simplicité, heaucoup plus liés enlre en
que ceux relalifs & toule aubre science physique, il dol
néanmoins s'en lrouver néeessairement. quelques-uns quin
peuvent étre déduils, et qui servenl au conlraire de poinl &
déparl. Qu'il convienne, en Lhése générale, pour la pli
grande perlection rationnelle de la science, de les réduirean
plus petil nombre possible, cela est sans doute inconlestable
mais il serail absurde de prélendre les faire disparaitre con
pletement, Favoue d'ailleurs que je Lrouve moins d'incony
nients réels a ¢lendre un peu au deld de ce qui serail, stricl
menl néeessaire le nombre de ces notions géomélrigues ains
élablies par Pobservalion immédiate, pourvu qu’elles soien
d'une simplicité suffisanle, qu’h en faire le sujet de démons
trations compliquées et indirecles, méme quand ces démons
trations peuvent &lre logiquement irréprochables.

Apres avoir caraclérisé ausst exaclement que possible b
vérilable deslination dogmalique de la géomélrie des anciens
réduile & son moindre développement indispensable, il con
vient de considérer sommairement dans son ensemble chi
cune des parlics prineipales dont elle doit se composeralt
crois pouvoir me borner ici & envisager la premiére el la ply
élendue de ces parties, celle quia pour objel 'étude del
ligne droite; les deux aulres seclions, savoir : la quadralul
des polygones el la cubalure des polyédres, ne pouva
donuer lieu, vu leur nalure Lrop restreinle, @ aucune cons
déralion philosophique de quelque imporlance, distincle th
celles indiquées dans la lecon précédente relativement &l
mesure des aires el des volumes en général,
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La question définitive que I'on a constamment en vue dans
étude de la ligne droite consiste proprement & déterminer
les uns par les autres les divers éléments d'une figure rec-
tiligne quelconque, ce qui permel de connailre toujours
indirectement une ligne droile dans quelques circonstances
qu'elle puisse étre placée. Ce probléme fondamental est
sugeeplible de deux solutions génédrales, donl la nature est
lout & fait distinete, 'une graphique, autre algébrique. La
premi¢re, quoique fort imparfaite, est celle quion doit con-
sidérer d'abord, parce qu'elle dérive sponlanément de I'étude
direcle du sujel ; la seconde, bien plus parfaite sous les rap-
ports les plus imporlanls, ne peut élre éludiée qu’en dernier
lieu, parce quelle est fondée sur la connaissance préalable
de T'autre.
La solution graphique consiste & rapporifer a volonté la
ligure proposée, soit avecles mémes dimensions, soit surtout
avec des dimensions variées dans une proportion quelconque.
Le premier mode ne peat guére étre mentionné que pour
mémoire, comme étant le plus simple, el eelui\que 'espril
doit envisager d'abord, car il est évidemment, d'ailleurs,
presque enliérement inapplicable par sa nature. Le second
esl, au conlraive, susceptible de Uapplication la plus élendue
¢l la plus ulile. Nous en faisons encore aujourd’hni un
- usage imporiant el conlinuel, non seulement pour repré-

senler exactement les formes des corps eb leurs posilions
muluelles, mais méme pour la détermination effective des
grandeurs  géomélriques, quand nous n'avons pas besoin
d'une grande précision. Les anciens, vu I'imperfection de
lewrs connaissances géomélriques, employaient ce procédé
- 'une manicre beaucoup plus élendue, puisqu'il a été long-

lemps le seul qu'il puisse appliquer, méme dans les déler-
minalions précises les plus importantes. Clesl ainsi, par
exemple, qu'Aristarque de Samos estimail la dislance rela-
live du soleil et de la lune 4 la terve, en prenant des mesnres
sor un riangle construil le plus exactement possible, deo
fagon i &tre semblable au lriangle reclangle formé par les
lrois astres, A I'instant ol la lune se trouve en quadrature, el
oll, en conséquence, i1 suffirail, pour définir le Iriangle,
fobserver I'angle 4 la Lerve. Avchimeéde lui-méme, quoique
agant, le premier, introduit en géomélrie les délerminations
aaleulées, a plusicurs fois employé de semblables moyens. La
formation de la [rigonomélrie n'y a pas fail méme renoncer
A-C. —1. 15
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enli¢grement, quoiqu'elle en ait beancoup diminué I'usage:
les Grees el les Arabes onl conlinué a s'en servir pour um
foule de recherches, ot nous regardons aujourd’hui I'emploi
du caleul comme indispensable.

“elte exacte reproduction d'une figure quelconque, suivarl
une échelle différente, ne peul présenter ancune grande difl
culté théorique lorsque toules les parties de la figure proposé
sonl comprises dans un méme plan. Mais, si 'on suppos
comme il arrive le plus souvent, qu'elles soienl siluées dans
des plans différents, on voit nailre alors un nouvel ordre
considérations géométriques. La figure artificielle, qui e
conslamment plane, ne pouvanl plus, en ce cas, étre un
image parfaitement fidéle de la figure réelle, il fant d'abor
fixer avec précision le mode de représenlation, ce qui donn
licu aux divers syslémes de projection. Cela posé, il resle!
déterminer suivanol quelles lois les phénoménes géométrique
se correspondent dans les deux figures, Celle considératio
engendre une nouvelle série de recherches géométrique
donl Pobjet définitif est proprement de découvrir comme
on pourra remplacer les constructions en relief par des con#
Lruclions planes. Les anciens ontl eu & résoudre plusienr
questions élémentaires de ce genre, pour les divers cas o
nous employons aujourd’hul la trigonométrie sphérique;!
principalement pour les différents problemes relalifs 4!
sphire céleste. Telle étail la destination de lenrs analemnd
el des aubres figures planes qui onl suppléé pendant si lons
lemps & Pusage du calcul. On voit par 14 que les ancies
connaissaient réellement les éléments de ce que nous nok
mons mainlenant la géomeétrie descriplive, quoiqu’ils nels
cussent poinl congus d'une maniére distinete el générale.

Je crois convenable de signaler ici rapidement, 4 e
occasion, le vérilable caractére philosophique de celte gt
métrie descriptive, bien que, comme élanl une science essi:
tiellement d’applicalion, elle ne doive pas élre comprise dit
le domaine propre de cet ouvrage, lel que je I'ai circonse
en commencant.

Toutes les questions quelconques de géométrie & trols!
mensions donnent lieu nécessairement, quand on considl
leur solution graphique, & une difficulté générale quil¢
esl propre, celle de substiluer aux diverses construclioni®
relief nécessaires pour les résoudre, et qui sont presqué i
jours d'une exécution impossible, de simples construeli®
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planes équivalentes, susceplibles de déterminer finalement les
mémes résultals, Sans celte indispensable conversion, chaque
solution de ce genre serail ¢videmmenl incompléle et réelle-
ment inapplicable dans la pratique, quoique, pour la lhéorie,
les constructions dans I'espace soienl ordinairemen! préfé-
rables comme plus direcles. G'esl afin de fournir les moyens
généraux d'effecluer constamment une felle transformation
que la géomeélrie desceripiive a ¢Lé erdéée, el constifuée en un
corps de doclrine distinel el homogene par une vue de génie
de notre illustre Monge. Il a préalablement congu un mode
uniforme de représenter les corps par des figures tracées sur
un seul plan, AVaide des projeelions sur deux plans différents,
ordinairement perpendiculaives entre eux, el dont I'un est
suppos¢ tourner autour de leur intersection commune pour
venir se confondre avee Ie prolongement de 'autre ; il a suffi,
dans ce sysléme, ou dans loutl autre équivalent, de regarder
les points el les lignes comme délerminés par leurs projec-
lions, el les surfaces par les projections de leurs généraltrices.
Cela posé, Monge, analysant avec une profonde sagacilé les
divers travaux partiels de ce genre exéeulés avant lui d’aprés
une foule de procédés incohérents, et considérant méme,
d'une maniére générale et directe, en quoi devaienl consister
conslamment les questions quelconques de cetle nalure, a
reconnu qu'elles élaienl toujours réduclibles & un trés petit
nombre de problémes abstrails invariables, susceplibles
d'dtre résolus séparémenl une fois pour loules par des opé-
rations uniformes, et qui se rapporient essentiellement les
uns au contact et les aulres aux inlerseclions des surfaces.

Ayant formé des méthodes simples et enlitrement générales
pour la solution graphique de ces deux ordres de problémes,

toutes les questions géométriques auxquelles peuvent donner
lieu les divers arts quelconques de construelion, la coupe des
pierres, la charpenle, la perspeclive, la gnomonique, la forti-

fication, elc., ont pu étre Llrailées désormais comme de

simples cas partliculiers d'une théorie unique, dont I'applica-
lion invariable conduira toujours nécessairement & une solu-

tion exacte, susceptible d’¢tre facilitée dans la pralique en

profitant des circonstances propres a chaque cas.

Celte importante création mérile singulicrement de fixer
lallention de Lous les philosophes qui considérent Vensemble
deg opérations de Pespéce humaine, comme élant un pre-

- MWier pas, et jusqu'ici le seul réellement complet, vers celle
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rénovation générale des travaux humains, qui doil imprimer
4 tous nos arts un caractére de précision et de ralionalilé, si
nécessaire a leurs progrés fulurs. Une telle révolution devail,
en effel, commencer inévilablement par celte classe de fra-
vaux industriels qui se rapporte essentiellement & la science
la plus simple, la plus parfaite, ¢t la plus ancienne. Elle ne
peut manquer de s'élendre successivement dans la suile,
quoique avee moins de facilité, & loutes les aulres opéralions
pratiques. Nous aurons méme bienlol occasion de remarquer
que Monge, qui a con¢u plus profondément que personne la
vérilable philosophie des arts, avail essayé d’é¢baucher pour
I'industrie mécanique une doclrine correspondanle i celle
qu’il avail si heureusement formée pour U'indusiric géomé
trique, mais sans oblenir pour ce cas, dont la difficullé est
bien supérieure, aucun aulre succes que celui d'indiquer
assez nellement la direclion que doivent prendre les recher
ches de celle nature.

Quelqu’essenlielle que soil réellement la coneeplion dels
géomdélrie descriplive, il importe beaucoup de ne pas se mé-
prendre sur la véritable destinalion qui lui esl si expressément
propre, comme l'ont fait, surtoul dans les premiers temps do
celle découverte, ceux qui y onl vu un moyen d'agrandir le
domaine général el abstrait de la géométrie rationnelle. L'évé
nement n'a nullemenl répondu depuis & ces espérances mal
congues. EL, en effet, n'est-il pas ¢évident que la géométrie
descriptive n'a de valeur spéciale que comme science d'appli-
cation, comme constituant la véritable théorie propre des arls
géométriques 7 Considérée sous le rapport abstrail, elle ne
saurail introduire aucun ordre vraiment dislinel de spéeu-
lations géomélriques. [l ne faul point perdre de vue que, pour
quune quesltion géomélrique tombe dans le domaine propre
de la géomélrie deseriplive, elle doil nécessairement avoir
toujours €Lé résolue préalablement par la géomélrie spéev-
lative, dont c¢nsuile, comme nous 'avons vu, les solution
ont constammenl besoin d'étre préparées pour la pratique
de maniére & suppléer aux construclions en relief par de
constructions planes, subslitution qui conslitue réellemen!
la seule fonction caractéristique de la géométrie descriptive.

Il convient néanmoins de remarquer ici que, sous le rappor
de I'éducation intellectuelle, I'étude de la géométrie descrip
tive présente une imporlanle propriété philosophique, toutd
fait indépendante de sa haute utilité industrielle. C'est Iavan
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tage qu'elle offre si éminemment, en habituanl 4 considérer
dans I'espace des syslémes géomélriques quelquefois trés
composés, el & suivre exaclement leur correspondance conli-
nuelle avee les figures effeclivement Lracées, d'exercer ainsi
au plus haul degré, de la maniére la plus sire et la plus
précise, cette imporlante facullé de I'esprit humain qu’on
appelle 'imagination proprement dile, et qui consiste, dans
son acceplion élémentaire et positive, 4 se représenter nette-
ment, avec facilité, un vaste ensemble variable d’objets fictifs,
comme s'ils élaient sous nos yeux.

Enfin, pour achever d'indiquer la nalure générale de la
géomdtrie descriplive en délerminant son caraclére logique,
nous devons observer que si, par le genre de ses solulions,
elle appartient & la géomélrie des anciens, d'un aulre colé,
elle se rapproche de la géométirie des modernes par I'espice
des questions qui la composent. Ces queslions sont, en eflet,
éminemment remarquables par cette généralité que nous
avons vue, dans la derniére lecon, consliluer le vrai caractére
fondamental de la géoméirie moderne; les méthodes y sont
loujours concues comme applicablesi desformes quelconques,
les particularités propres a chaque forme n'y pouvant avoir
quune influence purement secondaire. Les solulions y sont
donc graphiques comme la pluparl de celles des ancieng, et
générales comine celles des modernes,

Apres celle imporlante digression, donl le lecteur aura sans
doute reconnu la nécessilé, poursuivons I'examen philoso-
phique de la géométrie spéciale, considérée toujours comme
téduite & son moindve développement possible, pour servir
dintroduction indispensable 4 la géoméirie générale. Ayant
suffisamment envisagé la solution graphique du probléeme
fondamental relatif & la ligne droite, c’esl-a-dire de la dé-
lermination les uns par les autres des divers éléments d'une

re recliligne quelconque, nous devons maintenant en
examiner d'une maniére générale la solulion algébrique.

Celte seconde solution, dont il est inutile ici d'appréeier
expressémenl la supériorilé évidenle, apparlien! nécessai-
rement, par la nalure méme de la question, au systéme de la
géométrie ancienne, quoique le procédé logique employé
l'_en fasse ordinairement séparer mal & propos. Nous avons
lieu de vérificrainsi, sous un rapporl Leés importanl, ce qui a
Méélablien généraldanslalegon précédente, que ce n'est point

ar emploi du calcul qu'on doit distinguer essenticllement
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la géométrie moderne de celle des anciens, Les anciens sonl,
en effel, les vrais invenleurs de la lrigonométrie actuelle,
tanl sphérique que recliligne, qui sculement était beaucoup
moins parfaile entre leurs mains, vu I'extréme infériorité de
leurs connaissances algébriques. C'est done réellement dans
cetle legon, el non, comme on pourrail le croire d'abord,
dans celles que nous consacrerons ensuile a 'examen phi-
Josophique de la géomélrie générale, qu’il convient d'appré-
cier le caractére de celle importante théorie préliminaire,
habituellement comprise a Lort dans ce qu'on appelle la geo-
métrie analytique, et qui n'est effectivemenl qu'un complé-
ment de la géométrie élémentaire proprement dile,

Toutes les figures rectilignes pouvant élre décomposées en
triangles, il suffit évidemment de savoir délerminer les uns
par les autres les divers ¢léments d'un triangle, ce quire
duit la pelygonomélrie i la simple {rigonomélrie.

Pour qu'une telle queslion puisse étre résolue algébri-
quement, la difficullé consisle essentiellement A former enlt
les angles et les ¢dlés d'un triangle trois équalions distineles
qui, une fois obtenues, réduiront évidemment tous les pro
bl¢mes trigonométriques & de pures recherches de caleul
En considérant de la manié¢re la plus générale I'établissemen!
de ces équalions, on voit naitre immédialement une distinelion
fondamentale relativement au mode d'introduction des
angles dans le calcul, suivant qu'on les y fera entrer dire-
lement par eux-mémes ou par les ares circulaires qui leur
sont proporlionnels, ou que, au conlraire, on lear substiluen
certaines droiles, comme, par exemple, les cordes decesarts
qui leur sont inhérentes, el que, par celle raison, on appell
ordinairement leurs lignes irigonomélriques. De ces dews
systémes de trigonomélrie, le second a di étre, & l'origine, |
seul adoplé, comme étant le scul praticable, puisque I'él
de la géométrie permeltail alors de trouver assez aisémen
des relations exacles enlre les cotés des triangles el les ligne
trigonométriques des angles, tandis qu'il et été absolumen
impossible, & celte époque, d'établir des éqguations entre J&
cotés et les angles eux-mémes. La solulion pouvant aujour
d’hui étre obtenue indifféremment dans I'un et dans 'ault
sysléme, ce molif de préférence ne subsiste plus. Mais o
géométres n'en onl pas moins di persister 4 snivre par chol
le systéme primitivement admis par nécessilé; car la mém
raison qui a permis ainsi d'oblenir les équalions trigonon®
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triques avec beaucoup plus de facilité doit également, comme
il est encore plus aisé de le coneevoir & priori, rendre cos
équations bicn plus simples, puisqu'elles exislenl alors seu-
lement entre des lignes droites, au lieu d’¢tre établies enlre
des lignes droites et des ares de cercle. Une telle considé-
ration a d’autant plus d'importance qu’il s'agit 1a de for-
mules éminemment ¢élémentaires, destindes & élre conlinuel-
lement employées dans toules les parties de la science mathé-
matique aussi bien que dans toutes ses diverses applicalions.

On peut objecter,il est vrai, que, lorsqu'un angle est donné,
c'est toujours, en effel, par lui-méme et non par sa ligne Lri-
gonométrique ; et que, lorsqu'il est inconnu, c’est sa valeur
angulaire qu’il s’agit proprement de déterminer, et non celle
d'aucune de ses lignes trigonométriques, Il semble, d'aprés
cela, que de telleslignes ne sont entreles colés et les angles
qu'un inlermédiaire inulile, qui doit étre [inalement ¢liminé
et dont I'introduction ne parail point susceptible de simpli-
fier la recherche qu'on se propose. Il importe, en effet, d'ex-
pliquer avee plus de généralité et de préeision qu'on ne
le fait d’ordinaire l'immense ulilité réclle de celle manicre
de procéder. Elle consisle en ce que l'introduclion de ces
grandeurs auxiliaires partage la queslion lolale de la Lrigo-
noméirie en deux autres essentiellemenl distincles, dont
Pune a pour objet de passer des angles & leurs lignes
trigonométriques ou réciproquement, et dont Vautre se pro-
pose de déterminer les colés des iriangles par les lignes
frigonométriques de leurs angles ou réciproquement, Or, la
premiére de ces deux questions fondamentales est évidem-
meni susceptible, par sa nature, d'élre enlitrement (raitée et
réduite en tables numériques une fois pour toules, en con-
sidérant Lous les angles possibles, puisqu'elle ne dépend que
. e ces angles, et nullement des Lriangles particuliers ol ils
- peuvent entrer dans chaque cas; landis que la solution de
la seconde question doil nécessairement &lre renouvelée,
du moins sous le rapport arithmétique, & chaque nouveau
friangle qu'il faut résoudre. Cest pourquoi la premiére por-
lion du travail total, qui serait précisément la plus pénible,
vest plus comptée ordinairement, élanl loujours faile
davance ; tandis que si une telle décomposilion n'avait point
#é instilnde, on se serail trouvé évidemment dans obliga-
lion de recommencer dans chaque cas particulier le caleul
entier, Telle esl la propriélé essentielle du sysléme tri-
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gonométrique adopté qui, en effet, ne présenteraitl réelle-
menl aucun avantage effectif si, pour chaque angle & consi-
dérer, il fallail calculer conlinuellement sa ligne trigonomé
trique ou réciproquement : U'intermédiaire serait alors plu
génant que commode,
Afin de comprendre nellement la vraie nature de cellt
conceplion, il sera utile de la comparer & une conceplion
encore plus importante, destinée & produire un effet analogug
soit sous le rapporl algébrique, soil surtoul sous le rappod
arithmétlique, 'admirable théorie des logarithmes. En exami
nant d'une mani¢re philosophique I'influence de cette théorig
on voit, en effet, que son résullal général est d'avoir décom
posé¢ toules les opérations arithmétiques imaginables en dew
parties distincles, dont la premiére, qui est la plus compl
quée, esl susceplible d'éire exécutée i I'avance une fois pow
toutes, comme ne dépendant que des nombres & considér
et nullement des diverses combinaisons quelconques dat
lesquelles ils peuvent entrer, et qui consiste a se représenld
tous les nombres comme des puissances assignables du
nombre constant ; la seconde parlie du caleul, qui doit néess
sairement élre recommencée pour chaque formule nouvella!
évaluer, étant, dés lors, réduile & exéculer sur eces exposail
des opérations corrélalives infiniment plus simples. Je Il
borne & indigquer ce rapprochement, que chacun peut ai#
menl développer.

Nous devons, de plus, observer comme une proprié
secondaire aujourd’hui, mais capitale a l'origine, du sys&q
trigonométrique adopté, la circonstance trés 1'emarquableég
Ja détermination des angles par leurs lignes trigonom
ques, ou réciproquement, est susceplible d'uné solulia
arithmélique, la seule qui soit directement indispensable po
la destination propre de la trigonomélrie, sans avoir préal
blement résolu la queslion algébrique correspondante. Ced
sans doule, & une Lelle particularité que les anciens ont di#
pouvoir connailre la trigonométrie. La recherche ainsi cong
a ¢é1é d'antant plus facile que, les anciens ayant pris nalus
lement la corde pour ligne trigonomélrique, les tabless
trouvaient avoir été¢ d’avance conslruiles en parlie pourd
tout aulre motif, en vertu du travail d’Archiméde sur lan
tification du cercle, d’ott résullait la détermination effed
d'une certaine snite de cordes, en sorte que, lorsquef
tard Hipparque eut inventé la trigonométrie, il put se ho#
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4 compléter cette opération par des intercalations eonvena-
bles, ce qui marque nettement la filialion des idées a cel
égard.

Afin d'esquisser entiérementl cet apercu philosophique de
la trigonométrie, il convient d'observer maintenant que l'ex-
tension du méme molif qui conduil & remplacer les angles ou
les arcs de cercle par des lignes droites, dans la vue de sim-
plifier les équaltions, doit aussi porter & employer concurrem-
ment plusieurs lignes trigonomélrigues, au lieu de se borner
i une seule, comme le faisaient les anciens, pour perfection-
ner ce sysléme en choisissant celle qui sera algébriquement
la plus convenable en telle on telle occasion. Sous ce rap-
port, il est clair que le nombre de ces lignes n'est par lui-
méme nullement limité; pourvu qu'clles soient délermi-
nées d’aprés l'are, el que réciproquement elles le détermi-
nent, suivant quelque loi qu'elles en dérivent d'ailleurs,
elles sonl aples & lui étre substituées dans les équations.
En se bornant aux constructions les plus simples, les
Arabes el les modernes ensuite onl successivemenl porté a
quatre ou & cing le nombre des lignes trigonométriques
direcles, qui pourrail étre ¢lendu bien davantage. Mais au
lieu de recourir a des formalions géométriques qui finiraienl
par devenir trés compliquées, on congoil avee une exlréme
facilité autant de nouvelles lignes lrigonomélriques que
peuvent l'exiger les lransformalions analyliques, au moyen
d'un artifice remarquable, qui n’est pas ordinairement saisi
d'une maniére assez générale. 1l consiste, sans multiplier
immédiatement les lignes trigonométriques propres & chaque
arc considéré, a en introduire de nouvelles en regardant cel
arc comme déterminé indireclement par loutes les lignes
relatives & un arc qui soil une fonction trés simple du premier.
C'est ainsi, par exemple, que souvent, pour calculer un angle
avec plus de facilité, on délerminera, au licu de son sinus, le
sinus de sa moitié ou de son double, elc. Une lelle eréalion
de lignes trigonométriques indirecies, esl évidemment bien
plus féconde que tous les procédés géomélriques immédiats
pour en oblenir de nouvelles. On peut dire, d'aprés cela, que
le nombre des lignes (rigonomélriques effectivement em-
ployéesaujourd‘hui par les géometres est réellement indéfind,
- puisque, & chaque instant, pour ainsi dive, les transformations
analyliques peuvent conduire & I'augmenter par le procédé
que je viens d'indiquer. Seulement, on n’a donné jusqu'ici de

|
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noms spéciaux qu'a celles de ces lignes indirectes qui ser
portent an complémenl de I'are primitif, les aulres ne rev
nanl pasassez fréquemment pour nécessiter de semblabl
dénominations, ce qui a fait communément méconnaitre i
véritable étendue du systéme trigonométrique.

Gette mulliplicité des lignes (rigonométriques fait nailre
¢videmment, dans la trigonomélrie, une troisiéme questiol
fondamentale, I'étude des relations qui exislenl entre o
diverses lignes; puisque, sans une telle connaissance, on m
pourrait point utiliser, pour les besoins analytiques, cellt
variété de grandeurs auxiliaires qui n'a pourlant pas d'aule
destination. Il est clair, en oulre, d’aprés la considératin
indiquée tout & l'heure, que cette partie essentielle de
trigonométrie, quoique simplement préparatoire, est, par:
nature, susceptible d'une extension indéfinie quand on e
visage dans son enlitre généralilé, tandis que les de
autres sonl nécessairemenl circonscrites dans un cadre rigot
reusement défini.

Je m’ai pas besoin d'ajouter expressément que ces irok
parlies principales de la trigonométrie doivent étre ¢tudide
dans un ordre précisément inverse de celui suivant lequt
nous les avons vues dériver nécessairemeni de la nature gént
rale du sujet; car la troisiéme est visiblement indépendan!
des deux autres, et la seconde de celle qui s’est présentée
premiére, la résolution des triangles proprement dite, ¢
doit, pour celte raison, étre trailée en dernier lieu, ce qu
rendait d’autant plus importante la considération de la filialios
naturelle.

Il était inutile d'envisager ici distinctement la trigons
métrie sphérique, qui ne peut donner lieu 4 aucune considt
ration philosophique spéeiale, puisque, quelque essentiel
qu'elle soit par I'importance etla mulliplicité de ses usage
on ne peul plus la traiter aujourd'hui, dans son ensembl
(que comme une simple applicalion de la trigonomélrie red
ligne, qui fournit immédiatemenl ses équalions fondame:
tales, en subslituant au triangle sphérique I'angle triéds
correspondant.

J'ai eru devoir indiquer celle exposilion sommaire de b
philosophie trigonométrique, qui pourrait d'ailleurs donni
lieu & beaucoup d'autres considérations intéressantes, afin i
rendre sensibles, par un exemple important, cet enchali:
ment rigoureux eb cette ramification successive que pr
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sentent les questions les plus simples en apparence de la
géoméirique élémentaire.

Ayanl ainsi suffisammenl considéré pour le bul de cet
ouvrage le caraclére propre de la géométrie spéeiale, réduile
dsa seule destinalion dogmalique, de fournir & la géométrie
générale unc base préliminaire indispensable, nous devons
désormais porter loule notre altention sur la véritable science
géométrique, envisagée dans son ensemble de la maniére la
plus rationnelle. Il faut d'abord, a cel effel, soigneusement
examiner la grande idée-mére de Descarles, sur laquelle elle
est enlicrement fondée, ce qui fera l'objel de la legon sui-
vante.



DOUZIEME LECON

Conception fondamentale de la géométrie générale oun analylign

La géomélrie générale étanl entiérement fondée sur
transformalion des considérations géométriques en consil
rations analyliques équivalentes, nous devons d'abord ev
miner direclement et d'une maniére approfondic la belle co
ception d'aprés laquelle Descartes a élabli uniforméme
la possibililé conslanle dune felle corrélation. Oulress
exlréme importance propre, comme moyen de perfectionn
éminemment la science géomélrique, ou pluldt de la con
tituer dans son ensemble sur des bases ralionnelles, I'éud
philosophique de celle admirable conceplion doit avoiram
yeux un intérél d'autanl plus élevé qu'clle caractérise aw
une parfaite évidence la wélthode géndrale & employer pu
organiser les relalions de 'absirail au conerel en malhéme
lique, par la représenlation analylique des phénoméne
naturels. Il n'y a point, dans la philosophie mathématiqu
de pensée qui mérile davanlage de fixer loute nolre aller
tion.

Afin de parvenir & exprimer par de simples relations
Iytiques tous les divers phénoménes géoméiriques que 1
peut imaginer, il faul évidemment établiv d'abord un me
général pour représenler analyliqguement les sujets mémesdi
lesquels ces phénoménes résident, ¢'est-a-dire les lignes ouk
surfaces & considérer. Le sujel élanl ainsi habituellems
envisagé sous un point de vue purement analylique, on ¢oF
prend que dés lors il a ¢ié possible de concevoir de la méie
maniére les aceidents quelconques dont il esl susceptiblec

Pour organiser la représentalion des formes géoméﬂ?;,?
par des équalions analytiques, on doit surmonter préalah!
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ment une difficulté fondamentale, celle de réduire a des idées
simplement numériques les éléments généraux des diverses
notions géoméiriques ; en un mot, de substituer, en géomé-
irie, de pures considérations de quantilé i toules les consi-
dérations de qualité.
A cet effet, observons d’abord que toutes les idées géome-
Iriques se rapporlenl nécessairement 4 ces trois catdgories
universelles : la grandeur, la forme el la position des élen-
dues & considérer, Quant a la premiere, il n'ya évidemment
meune difficulté ; elle rentre immédialement dans les idées
e nombres. Pour la seconde, il faul remarquer qu'elle est
oujours réductible par sa nature a la troisiéme. Car la forme
fun corps résulte évidemment de la position mutuelle des
lifitrents points dont il est composé, en sorte que l'idée de
position comprend nécessairement celle de forme, et que
loute circonstance de forme peul &tre traduite par une eir-
tonstance de posilion. C'est ainsi, en effet, que 'esprit humain
iprocédé pour parvenir & la représentation analytique des
lormes géoméiriques, la conceplion n'étant directement rela-
ive qu'aux positions. Toute la difficullé élémenlaire se réduit
lone proprement & ramener les idées quelconques de situa-
‘on & des idées de grandeur, Telle est la destination immé-
fte de la conceplion préliminaire sur laquelle Descarles a
labli le systéme général de la géomélrie analylique.
Son travail philosophique a simplement consisté, sous ce
ipport, dans U'entiere généralisation d'un procédé élémen-
ire qu'on peut regarder comme naturel & I'esprit humain,
isquiil se forme pour ainsi dire spontanément chez toules
sintelligences, méme les plus vulgaires. En effet, quand il
igit d'indiquer la situation d'un objel sans le montrer immé-
ilement, le moyen que nous adoplons toujours, et le seul
‘idemment qui puisse étre employé, consiste & rapporter cel
bjet & d'autres qui soient connus, en assignant la grandeur
s éléments géométriques quelconques, par lesquels on le
ancoit lié & ceux-ci (1). Ces éléments constiluent ce que
Jiseartes, et d’aprés lui tous les géomeires, ont appelé les
wordonnées de chaque point considéré, qui sonl nécessaire-
aent au nombre de deux si I'on sail d’avance dans quel plan
* point est silué, el au nombre de lrois, s'il peut se trouver

i) C'est ainsi, par exemple, que nous déterminons hahituellement
‘Josition des tieux sur la lerre par leurs distances plus ou moins
“ndes b Péquateur et & un premier méridien.
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indifféremment dans une région quelconque de l'espu
Autant de constructions différentes on peut imaginer po
déterminer la position d'un point, soil sur un plan, soil da
I'espace, autant on concoit de systémes de coordonnées d
linets, qui sont susceptibles, par conséquent, d’élre mullipl
4 l'infini. Mais quel que soit le systéme adoplé, on auraly
jours ramené les idées de situation & de simples idéest
grandeur, en sorle que 'on se représenlera le déplacemt
d'un poinlcomme produit par de pures variations numériqi
dans les valeurs de ses coordonnées. Pour ne considéy
d'abord que le cas le moins compliqué, celui de la géoméd
plane, ¢'est ainsi qu'on détermine le plus souvent la posif
d’'un point sur un plan, par ses distances plus ou me#
grandes & deux droites fixes supposées connues gu'on nomy
axes, el qu'on suppose ordinairement perpendiculaires e
celles. Ce sysiéme est le plus adoplé, & cause de sa simplid®
mais les géomelres en emploient quelquefois encore une it
nilé d’autres. Ainsi, la position d'un point sur un planp
tire déterminée par ses distances & deux points fixes ; ou
sa dislance & un seul point fixe, el la direction de cetteds
lance, estimée par 'angle plus ou moins grand qu'elle i
avec une droite fixe, ce qui constitue le systéme des coord:
nées diles polaires, le plus usité aprés celui dont nous awe
parlé d’abord; ou par les angles que forment les drolt
allant du point variable & deux poinls fixes avec la droiteq
joint ces derniers; ou par les distances de ce poinl 3
droite fixe el & un point fixe, etc. En un mof, il n'y a pisé
figure géomélrique quelconque d'ott I'on ne puisse dédi
un certain systtme de coordonnées, plus ou moins susoé
tible d’&lre employé, ;
Une observation générale qu'il imporle de faire 4 cel &8
c'est que Loul sysléme de coordonnées revient & détermintt
point, dans la géomélrie plane, par lintersection de d&
lignes, donl chacune est assujellie & certaines condiie
fixes de déterminalion ; une seule de ces condilions rest
variable, el tantol I'une, tantdt une autre, selon le sysile
considéré. On ne saurait, en effel, concevoir d'aulre moy
de construire un poinl que de le marquer par la renconlie:
deux lignes quelconques. Ainsi, dans le systtme lo phisi
quent, celui des coordonnées reclilignes proprement diles
point est déterminé par l'intersection de deux drojle
chacune reste constamment paralléle & un axe fixe, en%"
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floignant plug ou moins; dans le systéme polaire, c'est la
rencontre d'un cercle de rayon variable et dont le centre est
fixe, avec une droite mobile assujeltie & tourner autour de ce
centre, qui marque la position du point ; en choisissant
d'autres systémes, le poinl pourrait étre désigné par linter-
gection de deux cercles, ou de deux autres lignes quel-
conques. ete. in un mol, assigner la valeur d'une des coor-
données d'un point dans quelque sysléme que ce puisse élre,
cest loujours nécessairement délerminer une certaine ligne
sur laquelle ce point doit étre situé. Les géometres de T'an-
liquilé avaienl déja fail cetle remarque cssentielle, qui servait
de base & leur méthode des lieux géométriques, dont ils [ai-
spient un si heureux usage ponrdiriger lenrs recherches dang
la résolution des problémes de géomélirie déferminés, en ap-
préciant isolément influence de chacune des deux condi-
lions par lesquelles élait défini chaque poinl constituant
lobjet, direcl ou indirect, de la. queslion proposée; c'esl
précisément cetle méthode donl la systématisalion générale
1 élé pour Descartes le motif immédiat des travaux qui 'ont
conduil a fonder la géoméirie analylique.

Aprés avoir neltement établi celle conceplion préliminaire,
en vertn de laquelle les idées de posilion, el, par suile, impli-
tilement, loules les nolions géomélriques élémentaires, sont
téductibles & de simples considéralions numériques, il est
st de concevoir directement, dans son enliére généralilé,
Magrande idée mére de Desearles, relative 4 Ja représentation
ihalylique des formes géomélriques, ce qui conslitue 'objel
propre de celte lecon. Je conlinuerai i ne considérer d'abord,
pour plus de facilité, que la géomélrie i deux dimensions, la
ténle que Descartes ail trailée, devant ensuile examiner sépa-
Mment sous le méme point de vue ce qui est propre a la
théorie des surfaces ou des courbes & double courbure.

D'aprés la maniére d'exprimer analyliquement la position
dun poinl sur un plan, on peut aisément élabliv que, par
uelque propriété quune ligne quelconque puisse étre défi-
tie, celte définilion est tonjours susceptible d'élre remplacée
rune équation correspondante entre les deux coordonnées
Variables du point qui décril celte ligne, équalion qui sera
lors la représentalion analytique de la ligne proposée,
tout phénoméne devra se traduire par une cerlaine
cation algébrique de son équation. Si 1'on suppose, en
qu'un point se meuve sur un plan sans que son cours
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soit déterminé en ancune manitre, on devra évidemmel
regarder ses deux coordonnées, dans quelque systéme que ¢
soil, comme deux variables entiérement indépendantes ['m
de 'autre. Mais si, au conlraire, ce poinl est assujetii a déerir
une certaine ligne quelconque, il faudra nécessairement con
cevoir que ses coordonnées conservenl enire elles, du
toules les posilions qu'il peul prendre, une certaine relalion
permanenle el précise, susceplible, par conséquent, dilr
exprimée par une équalion Lon\ermhlp qui deviendra la déf
nilion analylique trés netle el trés rigoureuse de la ligne cor
sidérée, puisqu'elle exprimera une propriété algébrique exc
sivement relalive aux coordonnées de tous les points de cel
ligne. 1l est clair, en ellel, que lorsqu'un poinl n'est soum:
a aucune condilion, sa siluation n'est délerminée qu'aula
quon donne a4 la fois ses deux coordonnées, dislinctemes
I'une de l'autre ; tandis que, quand le point doil se trowe
sur une ligne définie, une scule coordonnée suffit pour fise
entiérement sa position. La socoudo coordonnée esl doneale
une fonelion délerminée de la premitre, ou, en d'auls
Lermes, il doil exister entre elles une cerlaine équation, du
nalure correspondanle & celle de la ligne sur laquelle le pol
esl assujetli & rester, En un mol, chacune des coordonné
d'un poinl 'obligeant a étre silué sur une cerlaine ligne, |
concoil 1L01ploqut,monL que la condition, de la parld
point, de devoir appartenir & une ligne définie d'une manit
(ueleonque, équivaul & assigner [a valeur de l'une des de
coordonnées qui se lrouve, dans ce cas, élre enlitrems
dépendante de Tantre. La relation analytique qui exprin
celte dépendance peut éfre plus ou moins difficile  découvtt
mais on doil évideminent en concevoir toujours 'existents
méme dans les cas olt nos moyens actuels seraient insuffisa
pour la faire connaitre. C'esl par cette simple considérall
que, indépendamment des vérificalions particuliéres surké
quelles est ordinairement élablic celle conception fondamét
tale & I'oceasion de telle ou lelle définition de ligne, onpé
démontrer, d'une maniére entiéremeni générale, lan
de la représentation analytique des llcrnes par les équatw
En reprenant en sens inverse le:: mémes réflexions, &
mellrail aussi facilement en évidence la nécessité géomé
de la représentation de toute équation & deux variables,
un systéeme délerminé de coordonnées, par une certaineli
donl une telle relation serail, & défaut d'aucune aufre
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priété connue, une définition trés caractéristique, et qui aura
pour destinalion scienlifique de fixer immédiatlement atten-
lion surfla marche générale des solulions de I'équalion, e
trouvera ainsi notée de la maniére la plus sensible et la plus
simple. Cetle peinlure des équalions esl un des avantages
fondamenlaux les plus imporlantsde la géométrie analylique,
qui a par la réagi au plus haul degré sur le perfectionnement
général de I'analyse elle-méine, non seulement en assignant
aux recherches purement abstrailes un bul nellemenl déter-
miné el une carriére inépuisable, mais, sousunrapporlencore
plus direcl, en fournissant nn nonveau moyen philosophique
de médilation analytique, qui ne pourrail éfre remplacé par
weun autre. En effet, la discussion purementl algébrique d'une
jiation en fait sans doule connailre les solutions de la
aniere Ja plus précise, mais en les considérant seulement
me a une, de lelle sorte que, par cetle voie, leur marche
générale ne saurait &lre concue guen résullal défimiif done
bongue et pénible suile de comparaisons nnmdériques, apres
aquelle Paclivité inlelleetnelle doil ovdinairement se trouver
‘moussée, Au contraire, le lien géométrique de I'équalion élant
miquemenl desliné & veprésenler distinelement el avee une
elleté parfaile le résumé de cel ensemble de comparaisons,
ermel de le considérer direclement en faisant cmnpl(‘:tunmn!.
bslraction des détails qui T'ont fourni, el par la peul indi-
juer A notre espril des vues analyliques g ffcndrllec; auxquelles
wous serions difficilement parvenus de toule auire manicre,
fute dun moyen de caractériser claivement lenr objet. Il est
wident, par exemple, que la simple inspection de la courbe
garithmique ou de la courbe y = sin & fail connailre d'une
maniére bien plus distincte le mode général de varialions des
igarithmes par rapporl aux nombres ou des sinus par rapport
lix arcs, gue ne pourrait le permetire V'éinde la plus alten-
wed'une lable de logarithmes ou d'une table trigononiélrique.
Un sait que ce procédc esl devenu aujourd’ hm enli¢rement
¥mentaire, et qu'on I'emploie loutes les fois qu'il s'agil de
“isir netlement le caractére géncéral de la loi gni régne dans
nesuite d’observations préeises d'un genre quf.](‘u[]qll(‘.
Revenant & la représentalion des lignes par les équations,
{Uiest notre objet principal, nous voyons que celle représen-
Ulion est, par sa nature,lellement fidéle, que la ligne ne sau-
ﬂlléplouver aucune modificalion, qm-lqn(- légere qu'elle soit,
408 délerminer dans I’équation un changemenl correspon-
AC.— 1. 16
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dant. Cette compléte exactitude dorme méme lieu souvents
des diffienltés spéciales, en ce que, dans nolre systéme de gh-
mélrie analylique, les simples déplacements des lignes &
faisant aussi bien ressentir dans les équations que les varie
tions réelles de grandeur ou de forme, on pourrait étre expod
a confondre analytiquement les uns avee les autres, si l§
géométres n'avaient pas découverl une méthode ingéniens
expressément destinée & les distinguer constamment. Collé
méthode esl fondée sur ce que, bien qu'il soil impossibled
changer analytiquement & volonté la position d'une lige
par rapport aux axes des coordonnées, on peut changer d'w
maniére queleconque la situation des axes eux-mémes, ceql
est évidemment équivalenl; dés lors, a l'aide des formils
générales trés simples par lesquelles on opere cette {ransfor
malion d'axes, il devienl aisé de reconnatire sl deux équalinn‘
différenles ne sont que l'expression analylique d'une mém
ligne diversement située ou se rapporlant & des lieux géomt
triques vraiment dislinels, puisque dans le premier &
I'une d’elles doit rentrer dans I'autre en changeant conven
blement les axes on les aulres constantes du systéme
coordonnées considéré, Du resle, il faul remarqueré ce st
que les inconvénients généraux de celle nature paraissent, ¢
géométrie analytique, devoir étre strictement inévitable
puisque les idées de position élant, comme nouns I'avors ¥
les seules idées géométricues immédiatement réductibles 4 de
considérations numérigues, el les nolions de formes ne po
vant y élre ramenées qu'en voyant en elles des rapports/
situalion, il est impossible que I'analyse ne confonde pol
d’abord les phénoménes de forme avec de simples phénomén
de posilion, les seuls que les équations expriment directemes
Pour compléler 'explication philosophique de la cones
tion fondamentale qui sert de hase & la géoméLrie analytige
je crois devoir indiquer ici une nouvelle considération gén
rale, qui me semble particuliérement propre h mettre danghot
son jour cetle représentalion nécessaive des lignes pard
équalions A deux variables. Elle consiste en ce que non seul
ment, ainsi que nous 'avons ¢labli, toute ligne définieds
nécessairement donner lieu 4 une cerlaine équation enl
les deux coordonnées de I'un quelconque de ses points} mak
de plug, toute définition de ligne penl étre envisagée comi
étant. déja elle-méme une équation de celle ligne dané i
systeme de coordonnées convenable.
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Il est aisé d’établir ce principe, en faisant d’abord une
distinction logique préliminaire relativement aux diverses
sortes de définition. La condilion rigourcusement indispen-
sable de toule définilion, ¢'esl de distinguer l'objel défini
davec toul aulre, en assignant une propriélé qui lui appar-
lienne exelusivement. Mais ce bul peul étre alleinl, en
général, de deux maniéres Leés différenles : ou par une défini-
lion simplement caruclérisiique, ¢’esl-d-dire mdignant une
propriété qui, quoique vraiment exclusive, ne fail pas con-
nailre la généralion de I'objel ; ou par une définition réelle-
ment explicative, c'esl-b-dire, caractérisanl I'objel par une
propriété qui exprime un de ces modes de génération. Par
exemple, en considérant le cercle comme la ligne qui, sous le
méme contour, renferme la plus grande aire, on a évidem-
menl une définilion du premicr genre | tandis ¢gu'en choisis-
sanl la propriéte d’avoir lous ses poinis i égale dislance d'un
poinl fixe, ou toute auire semblable, on a une définition du
second genre, Il est, du reste, évident, en thése générale, que
quand méme un objel queleonque ne serail d'abord connu

que par unc définilion caractéristique, on ne devrail pas moins
'l'envisager comme susceplible de définilions ewxplicatives,
que ferait nécessairement découvrir I'étude ultérieure de cet
objet.

Cela posé, il est clair que ce n'est point aux définitions
simplement caractéristiques que peut s'appliquerl'observalion
Eénérale annoncée ci-dessus, qui représenle toule deéfinition
de ligne comine élanl nécessairement nne équation de cetle
ligne dans un cerlain sysleme de coordounées. On ne peul
lentendre que des définitions vraimenl explicalives. Mais, en
e considérant que celles-ci, le principe esl aisé a conslater.
En effet, il esl évidemment impossible de définir la généra-
lion d'une ligne, sans spécifier une certaine relalion entre les
ffux mouvements simples, de translalion ou de rotation,
dans Jesquels se décomposera a chaque instant le mouvement
U point qui la déerit. Or, en se formanl la nolion la plus

frale de ce que c'esl qu'un sysiéme de coordonnées, el ad-
ant tous les sylémes possibles, il est clair qu'une telle rela-
0n ne sera aulre chose que I'équation de la ligne proposée,
dans un systéme de coordonnées d'une nature correspondanle
Acelle du mode de généralion considéréd. Ainsi, par exemple,
définition vulgaire du cercle peul évidemment élre envisa-
8 comme étant immédiatemenl léqualion polaire de celte
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courbe, en prenant pour pdle le centre du cercle ; de mé
la définilion élémentaire de lellipse ou de hyperbol
comme élant la courbe engendrée par un poinl qui se me
de telle maniére que la somme ou la différence de sesd
lances a4 deux poinls fixes Jdemeure constante, donne sur
champ, pour T'une ou l'aulre courbe, I'équalion y =
en prenant pour syléme de coordonnées celui dans lequel:
déterminerait la position d'un point par ses dislances i do
points fixes, el choisissanl pour ces poles les deux foy
donnés ; pareillement encore, la ddéfinition ordinaire de
cycloide quelconque fournirail direclement, pour ol
courbe, I'équation y — max, en adoptanl comme coordonnl
de chaque point T'arc plus ou moms grand qu'il marque s
un cercle de rayon invariable & parlir du point de contacl(
ce cercle avec une droite fixe, el la dislance recliligpe dev
point de contacl & une certaine origine prise sur cette droil
On peul faire des vérificalions analogues el aussi facils
relativement aux définitions habituelles des spirales, desép
cycloides, ele. On trouvera constammenl quil existe i
cerlain systéme de coordonnées, dans lequel on obtie
immédiatement une équalion trés simple de la ligne prop
sée, en se bornant & éerire algébriquement la condili
imposée par le mode de génération que l'on considére,
Oulre son importance directe, comme moyen de rend:
parfaitement sensible la représentalion nécessaire de foul
ligne par une équation, la considéraltion précédente m
parail pouvoir oflriv une vérilable ulililé scientifique, #
caractérisant avec exaclitude la principale difficullé géu
rale qu’on renconlre dans I'établissement effectif de ces équ
tions, el, par conséquent, en fournissant une indicalitt
inléressante relativement & la marche a suivre dans I
recherches de ce genre, qui, par lenr nalure, ne saurail
comporter des rogles compléles el invariables. En effels
une détinition quelconque de ligne, du moins parmi cells
qui indiquen!t un mode de génération, fournit direclemes
I'équation de celte ligne dans un cerlain sysléme de coordor
nées, ou pour mieux dire conslitue par elle-méme celt
¢équalion, il s'ensuil que la diffienllé qu'on éprouve souvent
découvrir I'équation d'une courbe, daprés telle ou telled
sespropri¢lés caractéristiques, difficullé quiquelquefoises!
grande, ne doil provenir essenliellement que de la condibi
qu'on s'impose ordinairement d'exprimer analylique
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ceite courbe a l'aide d'un systéme de coordonnées désigné,
au lieu d’'admetire indifféremment tous les systémes possibles.
(es divers syslémes ne peuvent pas étre regardés, en géo-
mélrie analylique, eomme élant tous également convenables ;
pour différents molifs, dont les plus importanis vonl é&tre
diseutés ci-dessous, les géoméltres croient devoir presque Lou-
jours rapporter, autant que possible, les courbes a des coor-
données rectilignes proprement dites. Or, on congoil, d’apreés
te qui précéde, que souvenl ces coordonnées uniques ne
seront. pas eelles relativement auxquelles 'équation de la
tourbe se trouverail immédiatement élablie par la défini-
lion proposée. La principale difficulié que présente lafor-
mation de I'équation d'une ligne consisle done réellement,
m général, dans une cerlaine lransformalion de coordonnées.
Sans doufe, celle considération n'assujellit point I'¢lablis-
sement de ces équations & une véritable méthode générale
compléte, dont le succeés soit toujours assuré nécessairement,
‘e qui, par la nature méme du sujel, est évidemment chimé-
ique ; mais une lelle vue peul nous éclairer utilement a cel
‘gard sur la marche qu'il convienl d'adopler pour parvenir
i but proposé. Ainsi, aprés avoir d'abord formé I'équation
préparatoire qui dérive spontanément de la définilion que
fon considére, il faudra, pour obtenir I'équation relalive au
sstéme de coordonnées qui doit ¢tre admis définilivement,
thercher & exprimer en fonetion de ces dernidres coordonnées
#lles qui correspondent naturellement au mode de généra-
lion dont il s’agil. Clesl sur ee dernier travail qu'il est évi-
lemmenl impossible de douner des préceples invariables et
jrécis. On peut dire seulement qu'on aura d'autant plus de
fssources a cel égard qu'on saura davantage de vérilable
toméirie analytique, c'esl-d-dire qu'on connailra I'expres-
fon algébrique d'un plus grand nombre de phénoménes
gométriques différents.

Pour compléter I'exposilion philosophique dela conception
fu sert de base & la géométrie analytique, il me resle &
indiquer les considérations relatives au choix du systéme de
“ordonuées qui esl, en général, le plus convenable, ce
10 fournira I'explication ralionnelle de la préférence unani-
iement accordée au systéme recliligne ordinaire, préférence
Wia été plutdt jusquiiei l'effet d’un senliment empirique de
A Supériorité de ce systéme que le résullal exact 'une
Walyze directe et approfondie.
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Afin de décider nettement entre tous les divers systéme
de coordonndes, 1l esl indispensable de distinguer av:
soin les deux points de vue géndraux, inverses ['un @
lautre, propres 4 la géométrie analylique, savoir: la relatip
de l'algétbre & la géométrie, fondée sur la représentationde
lignes par les équations ; el réeiproquement la relalion del
geomélrie it Nalgébre fondée sur la peinture des équatio
par les lignes.

Il est évidenl que, dans loule recherche quelconque d
géoméirie générale, ces deux poinls de vue fondamentaux:
trouvent nécessairement combinés sans cesse, puisqu'il s
toujours de passer alternativement, et 4 des inlervalles pa
ainsi dire insensibles, des considéralions géométriques o
considéralions analytiques, el des considérations analytiqu
aux considérations géomélriques. Mais la nécessité del
séparer ici momenlanément n'en est pas moins réelle ; car
réponse & la question de mélhode que nous examinons &
en effet, comme nous allons le voir, {forl loin de pouvoird
la méme sous I'un el sous l'autre de ces deux rapporls,
sorte que sans celte distinetion on ne saurait g'en forn
aucune idée netle.

Sous le preniier point de vue, rigoureusement isolé, lost
motif qui puisse faire préférer un systéme de coordonnées
un aulire, ne peut étre que la plus grande simplicité
I'équalion de charque ligne, et la facilité plus grande d'y pa
venir. Or, il est aisé de voir qu'il n'exisle el ne doit exsh
aucun sysléme de coordonnées méritant 4 cet égard unept
férence constanle sur lous les aulres, En effel, nous avor
remarqué ci dessus que, pour chaque définition géométrigy
proposée, on peut concevoir un systéme de coordonnéesdi
lequel I'équation de la ligne s'oblient immédiatement e &
trouve nécessairement éire en méme lemps fort simp-ld;‘.ﬁ':i
plus, ce sysléme varie inévilablement, avec la nature dob
propriéié caraclérislique que I'on considére. Ainsi, le systé
recliligne ne saurail élre, en ce sens, constamment le plt
avaniageux, quoiqu'il soil souvenl trés favorable ; il Wene
probablemenl pas un seul qui, dans un certain cas part
culier, ne doive A cel égard lui étre préféré, aussi bleni]""
tout autre systéme, 4

Il n'en est, au contraire, nullement de méme 8¢ 1]
second point de vue. On peul, en effel, facilement élab
thése générale, que le sysléme recliligne ordinai
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s'adapter nécessairement micux que tout autre & la peinture
des équalions par les lieux géomélriques corvespondants,

¢'esl-d-dire que celle peinlure y est constummenl plus simple
el plus fidele.

Considérons, pour cela, que toul systéme de coordonnées
consistant & délerminer un poinl par linlerscction de deux
lignes, le systeme propre a fournir les lieux géoméiriques les
plus convenables doil étre celui duns lequel ces deux lignes
sont les plus simples pussible, ce qui restreint d'abord le
choix & ne pouvoir porter que sur des systénes rectilignes. A
la vérité, il y a évidemment une infiniié de syslémes qui méri-
tent ce nom, c'est-a-dire qui n'emploient que des lignes
droites pour déterminer les points, outre le systéme ordinaire
qui assigne pour coordonnées les dislances & deux droiles
fixes; tel seruil, par exemple, celni dans leguiel les coordon-
nées de chaque poini se Lrouyeraieul ¢lre les deux angles que
funl les droiles qui aboutissent de ce pointa deux poinls fixes
avec la droile de jonction de ces derniers; en sorle que cette
premiére considération n'esi pas vigoureusement suffisante
pour expliquer la préférence accordée unanimement au sys-
ltme ordinaire, Mais, en exominant d'une maniére plus appro-
fonilie la nalure de toul systéme de coordonnées, nous avons
reconnu, en ouire, que chacune des deux lignes dont la ren-

- conlre délermine le point cousidéré, doil néeessairement
offrir & chaque inslant, parmi ses diverses conditions quel—
 conques de délermination, une seule condilion variable, qui
donue lieu & l'ordonnée unmspundauw el loules les autres

‘ flixes, qui consliluent les awes du sysléme, en prenanl ce
r erme dans son acceplion mathématlique la plius élendue : la
variation est indispensable pour que loutes les posilions piis-
senl élre considérées, et la fixilé ne I'est pas moins pour qu'il
‘tXiste des moyons de comparaison. Ainsi, dans tous les sys-
lemes rectilignes, chacnne des deux droiles sera assujellie &
- e condilion fixe, el l'ordonnée résullera de la condilion
varlable. Sous ce vapporl, il est  ¢évidenl, en thése
 Bénérale, que le sysléme le plus favorable & la construclion
lieux géomélriques, sera néeessairement celui d’aprés
lequal la condilion variable de chague droile sera la plus
simple possible, sauf & compliquer pour cela, 81l le faut, la
Condilion fixe. Or, de loules les maniéres possibles de déler-
miner deux droiles mobiles, la plus aisée & suivre géoméiri-
enl est certainement celle dans laquelle, la direclion de
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chague droite restant invariable, elle ne fail que se rappn
cher ou s’éloigner plus ou moins d'un axe constanl. Il seral
par exemple, évidemment plus difficile de se figurer nell
ment le déplacement d'un point produil par I'intersection
denx droites, qui lourneraient chacune autour d'un point fix
en faisant avee un ceriain axe un angle plus ou moins graud
comme dans le sysiéme des coordonnées précédemment ind-
gué. Telle est la vérilable explication générale de la proprié
fondamentale que présenle, par sa nature, le sysléme recl:
ligne ordinaire, d’étre plus aple qu'aucun aultre & la repri
senlation géomélrique des équalions, comme élanl celu
dans lequel il esl le plus aisé de concevoir le déplacemen!
d'un point en résullat du changement de valeur de ses coor
données. Pour senlir netlement toute la force de cetle cons:
dération, il suffirail, par exemple, de comparer soigneuse
menl ce systéme avec le systéme polaire, dans lequel celle
image géomélrique si simple el si aisée & suivre, de den
droites se mouvant chacune parallélement & I'axe correspo-
danl, se lrouve remplacée par le lableaun compliqué d'un
série infinie de cercles concenlriques coupés par une droike
assujettic & tourner autour d'un point fixe. Il est d'aillens
facile de concevoir @ priori quelle doit étre, pour la géomé
trie analylique, I'exiréme imporlance d'une propriélé auss
profondémentl ¢lémenlaire qui, par celte raison, doit &
reproduire & chaque instant el prendre une valeur progress:
vement croissante dans Lous les fravanx quelconques de cell
nalure (1).

En précisant davanlage la considéralion qui démontre lasi:
périorit¢ du systéme de eoordonnées ordinaire sur tout aule
quant & la peinture des équalions, on peul méme se rendn
comple de I'ntilité que présenle sous ce rapport I'usage hab
tuel de prendre autant que possible les deux axes perpen

(1) Devant me borner iei & la comparaison la plus générale, jo o
point considéré plusicurs aulres inconvénienls ¢lémentaires de moi
dre importance, mais cependant fort graves, que présente Iesys_ﬁ?!!
de coordonnées polaires, comme de ne poinl admettre d'interprétalios
géomeélrique pour le signe du rayon vecteur, et méme d'assigner que-
quefois un poinl unique pour diverses solulions dislinctes, d'oi |
résulte que la peinture des équations y esl nécessairement imparaill
Quels que soient ces inconvénienls, comme plusieurs syslémes aulies
que le systéme rectiligne ordinaire pourraient aussi en étre exempls
il ne fallait point en tenir compte pour élablir la supériorité généeal
de ce dernier.
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culaires entre eux plutdt qu'avee aucune aulre inclinaison.
Sous le rapport de la représentation des lignes par les équa-
tions, cetle circonstance secondaire n'est pas plus universel-
lement convenable que nous avons vu 1'étre la nature méme
du sysléme ; puisque. suivanl les occasions, tout autre incli-
naison des axes peul mériter & cel égard la préférence. Mais,
sous le point de vue inverse, il est aisé de voir que des axes
reclangulaires permettent constammenl de peindre les équa-
lions d'une maniére plus simple et méme plus fidele. Car,
svee des axes obliques, 'espace se trouvant parlagé par eux
en régions dont 'identité n’est plus parfaite, il en résulte que,
sile lieu géométrique de I'équalion s'élend 2 la fois dans
loules ces régions, il y présentera, d raison de la scule indga-
lité des angles, des différences de figure qui, ne correspon-
dant & aucune diversilé analylique, altéreront nécessairement
l'exactitude rigoureuse du tableau, en se mélant aux résullats
propres des comparaisons algébriques. Par exemple, une
équation comme ™ - y™ = ¢, qui, par sa symélrie parfaite,
devrait donner évidemment une courbe composée de quatre
quarls identiques, sera représeantée, au contraire, en prenant
des axes non reclangulaires, par un lien géométrique dont
les qualre parties seront inégales. On voil que le seul moyen
I'dviter toule disconvenance de ce genre cst de supposer
droit I'angle des deux axes.

La discussion précédente établil claivement que, si, sous
I'in des deux points de vue fondamentaux continuellement
combinés en géomélrie analylique, le systeme des coor-
données rectilignes proprement dil n'a aucune supériorité
constante sur tout aulre ; comme il n'est pas non plus a cet
égard constamment inférieur, sa plus grande aplitude néees-
saire el absolue & la peinlure des équalions doit lui faire gé-
néralement accorder la prélérence, quoiqu'il puisse évidem-
ment arriver, dans quelques cas parliculiers, que le besoin
de simplificr les équations et de les obtenir plus aisément
détermine les géomeétres a adopter un systéme moins parfait.
Cest, en eflet, d'aprés Ie sysléme rectiligne, que sont ordi-
nairement conslruites les théovies les plus essentielles de géo-
mélrie générale, destinées & exprimer analyliquement les
Phénomenes géométriques les plus importanis, Quand on
Juge nécessaire d’en choisir un aulre, e'est presque toujours
le systeme polaire auquel on s'arréle, ce systéme élanl d'une
talure assez opposée & celle du systéme rectiligne pour que



250 PHILOSOPHIE POSITIVE

les équations trop compliquées relativement a celuiv
deviennent, en général, sulfisamment simples par rapportd
l'autre. Les coordonnées polaires onl d'aillevrs souwl
I'avantage de comporter une significalion concrote plus dirads
et plus naturelle, comme il arrive en mécanique pour I
queslions géométriques auxquelles donne lien la héom
des mouvements de rotation, et dans presque lous les cas &
géomélrie céleste.

Alin de simplifier 'exposilion, nous n'avons jusqu'ici oo
sidéré la conceplion fondamenlale de la géomélrie analyliqy
que relativement aux seules courbes planes, dont I'élul
générale avail été l'objet unique de la grande rénovali
philosophique opérée par Descarles. Il s’agil mainleoar
pour compléler cetle importanle explicalion, de montrer so
mairement de quelle maniére cetle pensée élémentaire ah
ttendue, environ un sitcle apres, par nolre illustre Clairauly
I'étude générale des surfaces el des courbes a double cour
bure. Les considéralions indiquées ci-dessus me permetlro
de me borner & ee sujeld I'examen rapide de ce qui est sl
temenl propre & c¢e nouveau cas, =

L'entiére délermination analylique d'un point dans espa
exige ¢videmmenl qu'on assigne les valeurs de trois coor
données ; par exemple, d’apreés le systtme le plus {réquen
ment adopté el qni correspond au systéme recliligne deh
géomélrie plane, des dislances de ce point & Lrois plans fixe:
ordinairement perpendiculaires entre eux, ce qui présente ]
point comme l'inlersection de (rois plans doul la directios
est invariable. On pourrail également employer les distane
du point mobile a trois points fixes, ce qui le délermineraibpsl
la rencontre de trois sphéres & centre conslant. De mémeh
posilion d'un point serail définie en donnant sadistance pluse
moins grande a un point fixe, el la direclion de celle distanes
au moyen des deux angles que fail cette droile avec den
axes invariables ; c'est le systéme poiaire propre a la géome
trie & Lrois dimensions ; le point est alors construil par Fii
lersection d'une sphére a cenlre constanl avee deux edne
droils a base circulaire donl les axes el le soromel commis
ne changent pas. En un mol, il y a évidemment, dans ceos
au moins la méme variété infinie entre les divers systéme
possibles de coordonnées que nous avons déjh observée pu
la géométrie & deux dimensions. Kn général, il l'auteunu’@i'!
un point comme toujours déterminé par 'interseotion dels
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surfaces quelconques, ainsi qu'il I'était anparavant par celle
de deux lignes : chacune de ces trois surfaces a pareillement
loutes ses condilions de délerminalion constante, excepld
e qui donne lieu & la coordonnée correspondante, dont
linfluence géométrique propre est ainsi d'astreindre le point
d étre situé sur celle surlace,

Cela posé, il est clair que si les trois coordonnées dun
point sonl enlicrement indépendantes entre elles, ce point
pourra prendre successivemenl dans espace toules les posi-
tions possibles. Mais, si le poinl esl assujelti & rester sur une
cerlaine surface, définie d'une manitre queleonque, alors
deux coordonuées suffisent évidemment pour déterminer i
chaque instant sa silualion, puisque la surface proposée
liendra lieu de la condition imposée par la troisitme coor-
dennée. On doil done concevoir nécessairement dans ce eas,
sous le point de vue analyvlique, celle derniére coordonnde
comme une fonction délerminée des deux autres, celles-ci
demenrant entre elles complétement indépendantes, Ainsi, il
yaura entre les lrois coordonnées variables une certaine
équation permanente, ¢l qui sera unique afin de correspondre
au degré précis d’indétermination de la posilion du point.
Cette équalion, plus ou moins facile & découvrir, mais lou-
jours possible, sera la définition analylique de la surface
proposée, puisqu'elle devea <o vérifier pour lous les points
de celte surface, et seulement pour eux. Sila surface vient &
tprouver un changement gueleonque, méme un simple dé-
pracement, I'écuation devra subir une modificalion corres-
pondante plus ou moins profonde. En un mot, tous les
phénomenes géomélriques quelconques relalifs anx surfaces
seront susceptibles d'élre traduils par cerfaines condilions
“mnalyliques équivalentes propres aux équations & lrois va-
riables, et c'est dans I'élablissement et l'interprétalion de
' telle harmonie générale et nécessaire que consistera essen-
tiellement la science de la géométrie analytique & trois dimen-
s10ns,

- Considérant ensuite cetle conception fondamentale sous lo
point de vue inverse, on voil de la méme maniére que toute
#quation & Lrois variables peut étre, en général, représentée
tométriquement par une surface déterminée, primilivement
thinie d'apres la propriélé trés caractéristique, que les coor-
onnées de tous ses points conservent foujours entre elles la
énoncée dans celle équalion. Ce lieu géométrique
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changera évidemment, pour la méme équation, suivant
systéme de coordonnées qui servira i la construction de ¢
tableau. En adoptant, par exemple, le systéme rectiligne, il
esl clair que dans I'équation enlre les Lrois variables @, 3,2
chaque valeur particuli¢re allribuée & = donnera une équation
entre x el y, dont le lieu géométrique sera une certaine ligne
située dans un plan paralléle au plan des @ y, et & um
distance de ce dernier égale & la valenr de =z, de telle sorle
que le lieu géomélrigqne lolal =e présenlera comme compost
d'une suile infinie de lignes superposées dans une sériedt
plans parall¢les, sauf les interruplions qui pourront exister
et formera, par conséquent, une vérilable surface. Il en sers
de méme en considérant toul autre systéme de coordonnée:
guoique la construclion géométrique de I'équation devi
plus difficile & suivre. '

Telle est la conceptlion élémentaire, complément de Tidé
mére de Descartes, sur laquelle est fondée la géométrie gént
rale relativement aux surfaces. 11 serail inutile de reprend:
directement ici les autres considérations indiquées ci-dessi:
par rapport aux lignes, el que chacun peul aisément étendie
aux surfaccs, soit pour montrer que toute définition d'une
surface par un mode quelconque de génération est réellemen!
une équation directe de celle surface dans un cerlain sp
leme de coordonnées, soil pour délerminer entre fous I
divers systémes de coordonnées possibles quel est générale
ment le plus convenable. J'ajoulerai seulement, sous ce de-
nier rapport, que la supériorilé néeessaire du systéme reet:
ligne ordinaire, quant & la peinture des équations, estév
demment encore plus prononcée dans la géomélrie analylique
a trois dimensions que dans celle a deux, & cause de la com
plication géométrique incomparablement plus grande i
résullerait alors du choix de tout aulre systéme, ainsi quor
peut le vérifier de Ja maniére la plus sensible en considérant
par opposition, le sysléme polaire en particulier, qui est, pour
les surfaces comme pour les courbes, el en vertu des mémes
motifs, le plus usilé apreés le systéme rectiligne proprement
dit.

Afin de compléter I'exposition générale de la concepliv
fondamentale velalive & I'élude analylique des surfaces, nou
aurons encore &4 examiner philosophiquement, dans laqus
torziéme lecon, un dernier perfectionnement de la plus haut
importance, que Monge a récemment introduil dans Jes @
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ments mémes de cetle Lhéorie, pour la classification des sur-
faces en familles naturelles, établies dapres le mode de géné-
ration, et exprimdes algébriquement par des équalions diffé-
rentielles communes ou par des équations finies conlenant des
fonctions arbilraires.

Considérons maintenant le dernier point de vue élémen-
laire de la géomélrie analytique & trois dimensions, celui qui
se rapporle 4 la représentalion algébrique des courbes, envi-
sagées dans I'espace de la maniere la plus générale. En con-
linuant a suivre le principe constamment employé ci-dessus,
celui du degré d'indéterminalion du lieu géométrique, cor-
respondant au degré d'indépendance des varlables, il est
dvident, en these générale, que, lorsgqu’un point doil étre sitné
sur une certaine courbe quelconque, une seule coordonnée
suffit pour achever de déterminer enliérement sa position par
lintersection de celte courbe avec la surface qui résulte de
celte coordonnée. Ainsi, dans ce cas, les deux autres coordon-
nées du poinl doivent élre concues comme des fonclions
nécessairemenl délerminées el distineles de la premic¢re. Par
conséquent, toute ligne, considérée dans l'espace, est done
représentée analyliquement, non plus par une seule équalion,
mais par le systéme de deux équations entre les trois coordon-
nées de I'un quelconque de ses points. Il est clair, en effet,
- d'un autre ¢dlé, que chacune de ces équalions, envisagée

séparément, exprimanl une cerlaine surface, leur ensemble

présente la ligne proposée comme I'inlersection de deux sur-
faces déterminées. Telle est la maniere la plus générale de
concevoir la représentation algébrique d'une ligne dans la
géométrie- analylique A trois dimensions. Celle conceplion
¢l ordinairemenl envisagée d’une maniére trop élroite,
lorsqu'on se borne & considérer une ligne comme déterminée
par le systéme de ses deux projeclions sur deux des plans
toordonnés, systéme caraclérisé analytiquement par celle
~ particularilé que chacune des deux ¢qualions de la ligne ne
contienl alors que denx des Irois coordonnées, au lieu de
renfermer simullanément les trois variables. Cette considé-
mtion, qni consisle & regarder la ligne comme 'inlersection
de deux surfaces cylindriques paralléles i deux des lrois
axes des coordonndes, onlre I'inconvénient d'étre bornée au
Sysléme vectiligne ordinaire, a le défaut, lorsqu'on croit
devoir 'y réduire strictement, d'introduire des difficullés
lliles dans la représentation analytique des lignes, puisque
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la combinaison de ces deux eylindres ne saurail élre éi
demment {oujours la plus convenable pour former ie
équations d'une ligne. Ainsi, envisageanl celle notion fon:
damentale dans son entiére généralité, il faudra, danschaque
cas, parmi U'infinilé de couples de surfaces dont l'infersee
tion pourrail produire la courbe proposée, choisiv celai qu
sc prétera le mieux A I'élablissement des équations, comme
se eomposant des surfaces les plus connues. Par exempl,
s'agil-il d'exprimer analyliquement un cerele dans I'espace
il sera évidemment préférable de le considérer comme lin
terseclion d'une sphére et d'un plan, plutot que suivant toul
aulre combinaison de surfaces qui pourrait également b
produire.

A la vérité, cetle maniére de concevoir la représentation do
lignes par des équations dans la géométrie analylique a tro
dimensions engendre, par sa nature, un inconvénient néee:
saire, celul d'une cerlaine confusion analylique, consistu
en ce que la méme ligne peul se trouver ainsi exprimée, o
un méme systéme de coordonnées, par une infinité de couples
d’équalions différents, vu l'infinité de couples de surfacesqu
peuvent la former, ce qui peul présenter quelques difficullés
pour reconnaitre cette ligne & travers tous les déguisements
algébriques dont elle esl susceptible. Mais il existe un pro
cédé général forl simple pour faive disparailre cet inconvé:
nient, sans se priver des facililés qui résultent de ocelle
variété de constructions géomélriques. 11 suffil, en effet, quel
que soit le systeme dn.ilytlr[u élabli primilivement pour une
certaine ligne, de pouvoir en déduire le sysléme correspon:
dant & un couple unique de surlaces uniformément engon:
drées, par exemple, 4 celui des deux surfaces cylindriques
qui projetfent la ligne proposée sur deux des plans coor
donnés, surfaces qui, évidemment, seronl toujours identiquu
de qudque maniére que la ligne ait été oblenue, et ne varie
ronl que lorsque celle ligne elle-méme changera Or, &
choisissant ce systéme er, qui est ellectivement le plu
simple, on pourra généralement déduire des équations primi
tives celles qui leur correspondent dans cetle construetios
spéciale, en les transformant, par deux éliminalions sucees
sives, en deux équalions ne contenant chacune que deuxdos
coordonnées variables, el qui conviendroul par cela seul aur
deux surfaces de projeclion. Telle est réellement la pringk
pale destination ¢ cette sorte de combinaison géomélri
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-~ qui nous offre ainsi un moyen invariahle et certain derecon-
naltre I'identité des lignes malgré la diversité quelquefois
trés grande de leurs équalions.

Aprés avoir considéré. dans son ensemble, la con{'option
fondamentale de la géomdétrie analylique sous Tes principanx
aspects Hémenlalwa qu'elle peul présenfer, il convient, pour
compléter, sons le rapport philosophique, une lelle esquisse,
de signaler ici les imperfeclions générales que présente
encore cetle conceplion, soit relativement a la géomeélrie,
soit relativement & 1'analyse.

Relativement & la géométrie, il faul remarquer que les
équations ne sont propres jusqu'ici qu'd représenter des lieux
géomélriques entiers et nullement des portions délerminées
de ces lieux géoméiriques. Il scrait cependant nécessaire,
dans plusieurs circonstances, de pouvoir exprimer analyli-
- quement une partie de ligne ou de surface, el méme une
ligne ou une surface disconlinue composée d une suite de

seclions appartenantl & des figures géoméiriques dislincles,

par exemple le contour d’un polygone ou la surface d'un
polyédre. La thermologie surtoul donne lieu fréquemment &
de semblables considéralions, auxquelles notre géomélrie
malytique actuelle se lrouve nécessairement inapplicable.

Néanmoins, il importe d'observer que, dans ces derniers
lemps, les travaux de M. Fourier sur les fonctions discon-
linues ont commencé & remplir cetle grande lacune et ont,
- par |4, directemenl introduil un nouveau perfectionnement
essentie] dans la conceplion fondamentale de Descartes.
Mais celle manitre de représenler des formes hélérogénes ou

- parlielles, étant fondée sur 'emploi de séries Lrigonomélriques

procédant selon les sinus d'une suile infinie d'ares mul-

iples, on sur I'nsage de cerlaines intégrales définies équi-
valentes & ces séries et donl l'intégrale uénuale esl ignorée,
mte encore trop de -::omphcatmn pour pouvoir dlre

Immédiatement introduile dans le sysléme propre de la géo-

mélrie analylique.

Relativement 4 Y'analyse, il faut commencer par recon-
Baltre que I'impossibililé ol nous sommes de concevoir géo-
!ﬂ'lnquemunt pour des ¢qualions contenani qualre, cing
Wariables ou un plus grand nombre, une mpxcsontaimn
analogue 4 celles que comportent toules les équations a deux
0u i frois variables, ne doil pas élre covisagie comme une
rieclion de notre systéme de géomélrie analylique, car
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elle tient évidemment 4 la nature méme du sujet. L'analys
élant nécessairement plus générale que la géoméirie, pus
qu'elle est relative & tous les phénoménes possibles, il seral
peu philosophique de vouloir constamment trouver parmile
seuls phénoménes géomélriques une représenlation cor
créte de toules les lois que I'analyse peul exprimer. Mais i
exisle une autre imperfection de moindre importance quon
doil réellemenl envisager comme provenant de la maniéw
méme donl nous concevons la géomélrie analyligue. Elle con
siste en ce que notre représentalion actuelle des équation
4 deux ou A trois variables par des lignes ou des surfaces ed
évidemment toujours plus ou moins incompléle, puisque,
dans la construclion du lieu géomélrique, nous n'avons égan
qu'aux solulions réelles des Céquations, sans lenir aucul
compte des solutions imaginaires. La marche générale de ees
derniéres serait cependant, par sa nature, toul aussi suscep
tible que celle des autres d'une peinlure géomélrique. |l
résulte de cette omission que le tableau graphique dé
I'équation est constamment imparfail, el quelquefols méme
au point qu'il n'y a plus de représentation géomélrique,
lorsque l'équalion n’admel que des solulions imaginaires.
Cependant, méme dans ce dernier cas, il y aurail évidem-
ment lieu de dislinguer sous le rapport géométrique des
équations aussi différenles en elles-mémes que celle-ci, par
exemple :

Pt yr+l=0a5+ Y +1=0, 1+ =0,

On sail de plus que cette imperfection principale entralne
souvent, dans la géométric analylique a deux ou 4 lrois
dimensions, une foule d'inconvénientls seccondaires, lenant
4 ce que plusieurs modifications analyliques se lrouvent ne
correspondre & aucun phénoméne géométrique.

Un de nos plus grands géometres acluels, M. Poinsol,s
présenté une considération trés ingénieuse et forl simpled
laquelle on n’a pas fail communément assez dattenlion, ¢
qui permet, lorsque les équations sont peu compliquées
de concevoir la représentalion graphique des solutions ims
ginaires, en se bornant a peindre lenrs rapports quand ils son!
réels (1). Mais celle considération, qu'il serait aisé de gént

(1) M. Poinsol a montré, par exemple, dans son excellent Mémoir
sur ['analyse des sections angulaires, que I'équation 2 4 y? 4 a? =4,
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raliser abstraitement, est jusqu'ici trop peu su«-ceptible d'étre
effeclivement employée, & cause de I'élat extréme d'imper-
fection ol1 se Lrouve encore la résolulion algébrique des équa-
lions, et d'ont il résulle, ou que la forme des racines imagi-
naires est le plus souvent ignorée, ou qu'elle présente une
lrop grande complicalion; en sorle que de nouveaux travanx
sont md]qpeneahicq A cel égard, avant qu'on puisse regarder
comme comblée celle lacune essenlielle de notre géométrie
analylique.

L'exposilion philosophique essayée dans cette lecon de la
conception fondamentale de la géométrie analylique nous
montre clairement que celte seience consisle essentiellement
& déterminer quelle esl, en général, I'expression analylique
de tel ou tel phénomeéne géomélrique propre aux lignes ou
aux surfaces, el réciprogquement i découvrir I'interprélation
géométrique de telle ou telle considération analytique. Nous
avons mainlenanl & examiner, en nous bornant anx questions
générales les plus imporlantes, comment les géomélres sonl
parvenus & établir effectivement celte belle harmonie, et &
imprimer ainsi 4 la science géomélrique, envisagée dans son
ensemble lofal, le caraciére parfait de rationalilé el de sim-
plicité qu'elle présente aujourd’hui si éminemment. Tel sera
Tobjet essenlicl des deux legons suivantes, I'ine consacrée
al'étude générale des lignes, et I'autre & I"élude générale des
surfaces.

ordinairement écartée comme n'ayant pas de lieu géométrique, peut
#re représentée de la maniére 1o plus simple el la plus nelte, par
une hyperbole ¢quiiatiére, qui remplit 8 son égard le méme office que
Ie cercle pour I'dquation o 4 y* — a* = o,

AC.— L 17
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De la géométrie générale a deux dimensions.

IVaprés la marche habituellement adoplée jusqu'a ee jou
pour exposilion de la science géomélrique, la deslinalion
vraiment essenlielle de la géomélrie analylique n'est encor
senlie que d'une waniére fort imparfaite, qui ne correspan
nullement & 'opinion que s'en forment les véritables géomé-
tres, depuis que l'exlension des conceplions analyliques & la
mécanique ralionnelle a permis de s'¢lever a quelques idées
générales sur la philosophie malhémalique. La révolution
fondamenlale opérée par la grande pensée de Descartes n'esl
point encore dignement appréciée dans nolre éducalion
mathémalique, méme la plus haule. A la maniére dont elle
est ordinairemenl présentée el surtout employée, celte admi-
rable méthode ne semblerail d'abord n'avoir d'autre bul réel
que de simplifier I'élude des seclions coniques, ou de quel
ques aulires courbes, considérées Loujours une a une suivanl
Pesprit de la géométrie ancienne, ce qui serait sans doute o
fort peu d'importance. On n'a poinl encore convenablemen!
senli que le véritable ecaractére distinelif de notre géomélris
moderne, ce qui conslilue son inconlestable supériorild
consisle & éludier, d'une manitre cnliérement générale, 168
diverses queslions relatives & des lignes oun & des surface
quelconqgues, en Irangformant les considérations el les recher
ches géoméliriques en consgidéralions el en recherches ani-
Iytiques. Il est remarquable que dans les élablissements
méme les plus justemenl célébres, consacrés 4 la haule i
truction mathémalique, on n'ail point institué de cous
vraiment dogmalique de géomélrie générale, concu d'und
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maniére A la fois distincle el compléte (1), Cependant une
telle étude est la plus propre & manifesler claivement le vrai
caraclére philosophique de Ja science mathémalique, en
démontrant avee une nelteté parfaile l'organisation générale
de Ja relation de Vabstrait au coneret dans la théorie mathé-
malique d'un ordre queleonque de phénomeénes nalurels.
Les considérations indiquenl assez quelle peal élre, outre
son extréme importance philosophique, I'utilité spéciale el
direcle de 'exposition a laquelle nous conduit maintenant le
plan de cel ouvrage. Il £agit done, en parlant de la concep-
lion fondamentale expliquée dans la legon préeédente, relali-
vement & la représentation analytique des formes géomé-
lriques, d'examiner comment les géométres sont parvenus &
téduire toules les questions de géomélrie générale A de pures
questions d'analyse, en déterminant les lois analyliques de
lous les phénomenes géométriques, ¢'est-i-dire les modifica-
lions algébriques qui leur correspoudent dans les équalions
des lignes et des surfaces. Je ne m'occuperai d'abord que des
courbes, el meéme des courbes planes, réservant pour lalegon
suivante I'élude générale des surlaces el des courbes a double
courbure. L'espril de cet ouvrage prescril d'ailleurs de se
borner & I'examen philosophique des questions générales les
plus imporlantes, el surloul d'éearler toute application a des
lormes parliculiéres. Le bul essenticl que nous devons avoir
i vue ici, est seulemenl de conslater avee préeision com-
ment la conceplion fondamentale de Descarles a élabli le sys-
tme général de la science géoméirique sur des bases ration-
nelles el définilives, Toule antre élude rentrerait dans un
lrgilé spécial de géométrie ; mais, quanl & celle-ci, elle est
adispensable pour I'objel que nous nons proposons. Onpeut
ins doute concevoir @ priori, comme je al indiqué dans la
'i*rqgn précédenle, que, une fois le sujel des recherches géo-

(1) La profonde médiocrité qu'on pbscrve généralement a cel égard,
arloul duns l'enscignement de la partie élémentaire des mathéma-
Hues, quoique deux siteles se soient ¢eoulés dija depuis la publi-
alion de [a Géométrie de Descartes, montre combien notre éducalion
salbématique ordinaire est encore loin de correspundre au véritable
ﬁll‘ de la scienco; ce qui tient sans doule, en grande parlie, on ne
ol pas se e dissimuler, a l'extréme infériorilé de la plupart des
arsonnes nuxdquelles on confic un enseignemenl auss] important,
Wirla baute direction duquel les vépilables chels de la seience ne
om daflleurs admis A exercer aucune influence régulitre et perma-

it
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mélriques représenté analytiquement, tous les accidents o
phénoménes quelconqgues dont il est susceptible doivent con:
porter nécessairement une inlerprétalion semblable. Mais i
est clair qu'une telle considération ne disponse nullemenl,
méme sous le simple rapport philosophique, d'¢tudier orgs
nisation effeclive de cetle harmonie géndrale entre la gl
méirie et 'analyse, dont on ne se formerait sans cela qu'unt
idée vague cl confuse, enlierement insuffisanle.

La premiére el la plus simple question qu'on puisse pri
poser relativemenl & une courbe quelconque, ¢'est de con
naitre, d’aprés son équalion (1), le nombre de points néees
saire & sa détermination, Oulre I'importance propre dumw
nolion, qui n'est pas établie jusqu'ici d'une maniére asse
rationnelle, je crois devoir exposer avec quelque développe
ment la solution générale de ce probléme élémentaire, paret
qu'elle me semble éminemment aple, sous le rapport de ks
méthode, vu l'exiréme simplicilé des considéralions analy
tiques correspondanles, & faire saisir le véritable espril de |
géométrie analylique, c¢'est-d-dire la corrélation nécessa
el continue enlre le point de vue concret el le poinl de W
abstrait.

Pour résoudre complétement cetle question, il faul dis
tinguer deux cas, suivant que la courbe proposée est définit
analyliquement par son équalion la plus générale, cesl-d
dire convenant & {oulesles posilions de la courbe relalivement
aux axes, ou par équation particuliere et plus simple, quin
lieuw que dans une cerlaine siluation de la courbe a I'égar
des axes.

Dans le premier cas, il est évidenl que la condilion, de
parl de la courbe, de devoir passer par un point donné, équ-
vaut analyliquement & ce que les conslanles arbilraires gi¢
renferme son équalion générale conservent enlre elles lan
tion marquée par la subslitution des coordonnées particulite
de ce point dans celle équation. Chaque point donné impe
sanl ainsi a ces conslanles une cerlaine condilion algébrigu
pour que la courbe soil enti¢rement déterminée, il faudrador
assigner un nombre de points égal au nombre des constanl
arbitraires contenues dans son équation. Telle est la ré

(1) Je considérerai toujours, pour fixer les idées, & moins d'aver
sement formel, le systéme de coordonnées rectilignes ordinaire,
dans cette legon, soil dans Ia suivante.
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générale. 11 convient cependant d'observer qu'elle pourrait
induire en erreur, el indiquer un nombre de points trop con-
sidérable, si, dans I'¢quation proposée, le nombre des termes
distinets venfermant les conslantes arbitraires élail moindre
que celui de ces constantes, auquel cas il faudrail évidem-
ment juger du nombre de points nécessaire a 'enliére déler-
mination de la courbe, seulement par celui de ces termes, ce
qui signifierait géomélriquement que les constantes consi-
dérées pourraient alors éprouver certains changements sans
quil en résullat aucun pour la courbe. Tel serait, par exemple,
le cas du cercle, =i on le définissait comme la courbe décrile
parle sommel d'un angle de grandeur invariable qui se meut
de maniére & ce que chacun de ses ¢Olés passe loujours par
un certain point fixe. 11 faul donc, pour plus de généralité,
compler séparément le nombre des constantes entrant dans
I'équation de la courbe proposée et le nombre des lermes qui
les conlicnnent, el délerminer combien de poinls exige
Ientitre spécification de la courbe par le plus pelit de ces
deux nombres, 4 moins qu'ils ne soient éganx.

Quand une courbe n’est primitivement définie que par une
tqualion du genre de celles que nous avons nommées plus
haut particuliéres, on peult, & Naide d'une transformation inva-
risble et fort simple, faire entrer ce cas dans le précédent,
en géncralisant convenablement I'équaltion proposée. Il suffit,
pour cela, de rapporler la courbe, d'aprés les formules
tonnues, & un nouveau sysleme daxes, dont la situalion par
rapporl aux premiers soil regardée comme inddélerminée. Si
celle lransformation ne change pas eszentiellement la com-
position analylique de I'équation primilive, ce sera la preuve
que celle-ci ¢tail déja sulfisamment générale ; dans le cas con-
Iraire, clle le sera devenue, et dés lors la question se résoudra
facilement par I'application de la régle précédemment élablie.
On peut méme observer, pour simplificr encore davantage
telte solution, que celle généralisalion de I'équation inlro-
duira tonjours, quelle que soil I'équalion primilive, trois nou-
¥elles conslantes arbitraires, savoir, les deux coordonnées de
lanouvelle origine et 'inclinaison des nouveaux axes, sur les
anciens ; en sorle que, sans effecluer le calcul, on pourra
tomnaitre le nombre des conslantes avbilraires qui entreraient
dans I'équalion la plus générale, et par suile en dédnire direc-
Eﬂmnl le nombre de points nécessaire & la délermination de

eourbe proposée, toutes les fois du moins qu’on pourra étre
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certain d'avance, co qui a lieu trés fréquemment, qué
nombre des lermes qui conliendraient ces constantes ne sedil
pas moindre que celui des conslantes clles-mémes. _
Afin de montrer & quel degré de facilité peut parvetitl
solution générale de celle question, il imporle de remarqie
que, l'opération analylique preserile pour la résoudre &
réduisant & une simple énumération, cette énumération phul
élre faite avanl méme que I'équation de la courbe soit oble
nue, et d'aprés sa seule définition géométrique. [l suffi, o
effet, d'analyser celte définition sous ce point de vue, en &l
mant combien de points donnés ou de droites données, soitdl
longuenr, oit en direction, ou de cercles donnés, ete.,
exige pour I'enlidre délermination de la courbe proposé.
Cela posé,on saura aussi d'avance combien il devra enlrer
constantes arbilraires dans I'équation la plus générale de celfe
courbe en considérant que chaque point fixe donné par
définition en inlroduira deux, chague droile donnée égalé
ment deux, chaque longueur donnée une, chaque cercle é[iﬂ}'.
rement donné lrois, ele. On pourra donc juger immédiale
menl par 14 du nombre de poinls qu'exige la délermination
de la courbe, avee aulant d'exaclilude que si I'on avait soli
les yeux son équation générale; & cela prés néanmoins deh
restriction indiquée ci-dessus pour le cas ol le nombre des
termes renfermant les constantes wrhiteaires seraitinférieurt
celui des conslantes: restriction gu'on pourra souvenl recon
naitre comme inapplicable, i I'analyse de la définition pré
posée a montré claivement que les données qu’elle preser
ne pourraient nullement varier, soit isolément, soit ensemble
sans qu'il en résultal pour la courbe un changement queleos
que. Mais, lorsque cetle reslriclion devra étre réellement apple
quée, cetle considération ne fournira d'abord qu'une limjlest
périeure du nombre cherché, qui ne pourra étre alors enliée
mentconnuqu'en consultﬂntoﬂ'ecI.ivomcnil‘équatiougénéﬁﬁ
Fai supposé jusqu'ici que les poinls par lesquels on vai
déterminer le cours dune ligne fussent absolument qué
conques; mais, pour compléler la méthode, il faul examl}i!!
le cas oit I'on introduirait parmi eux des poinls singutien
c’est-d-diredistinets de tousles aulres par une propriélé &
téristique quelconque, comme ce que l'on nomme les
dans les seclions coniques, les sommels,les cenlres, 168
d'infléxion ou rebroussement, cle. Ces points ayant tous pole
cardclére d'dtre uniques, ou du moins déterminés, dinS
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ménie courbe,leurs deux coordonnées sonl donce chacune une
fonclion délerminée connue ou inconnue, des conslantes qui
spéeifient exactemenl la courbe proposée. Ainsi, donner un
seul de ces poinls, ¢'esl imposer & ces constantes arbilraires
deux condilions algébriques, ce qui, par conséquent, équivaul
analyliquemenl & donner deux points ordinaires. La régle
générale el fort simple se réduit done, & cet égard, & compter
toujours pour deux chaque point singulier, par quelque pro-
priété qu'il puisse étre défini : & cela pres,on rentrera dans la
loi établie ci-dessus.

Toute application spéeiale de la théorie générale que jo
viens d'indiquer serail ici déplacéde. Je crois cependant utile
de remarquer, au sujel de ectte applicalion, que le nombre dé
points nécessaires a 'enticre détermination de chaque courbe,
(uoique constituanl une circonstance fort importante, n’est
point aussi intimement li¢ qu'on le croirail d’abord, soit & la
nature analytique de I'équalion, soil & la forme géométrique
de la ligne. Ainsi, par exemple, on lrouve, d'aprés la méthode
précédente, que la parabole ordinaire, el méme les paraboles
de tous les degrés, la logarvithmique, la cycioide, la spirale
d'Archiméde, ete., exigent également qualre points pour leur
télermination, quoiqn’on wail pu découvrir jusqu'ici aucune
autre propriété commune enlre des courhes aussi dillérentes
sous le rapporl analylique que sous le rapporl géométrique.
Il est néanmoins vraisemblable que cette analogie ne doit pas
#re entiérement isolée.

Je choisirai, comme second exemple intéressant, parmi les
questions dlémentaires velalives i I'élude générale des lignes,
la détermination des centres dans une courbe plane quel-
tonque. Le caraclére géomélrique du cenlre d'une figure

- #anl, en général, d'élre le milieu de toutes les cordes quiy
L-passehl,il en résulle évidemment que, sil’'on y place 'origine
du systéme des coordonnées reclilignes, les points de la figure
antont, deux & deux, par rapport & une lelle origine, des
toordonnées égales et de signe conmtraire. On peul donc
feconnaitre immédiatement, d'aprés 'équation d'une courbe
uelconque, si elle a pour centre l'origine actuelle des coor-
fonnées, puisqu'il suffit d'examiner si celle équation n'est
point altérée, en v changeant a Ia fois les signes des denx
@ordonnées variables, ce qui exige, dans le cas ob il o'y
¢ que des fonctions algébriques, rationnelles et enlitres,
6 les termes soient lous de degré pair ou lows de degré
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impair, suivanl le degré de I'équalion. Cela posé, quand u
tel changement trouble I'équation, il faul déplacer I'origine
d'une maniére indéterminée, et chercher a disposer des deux
conslantes arbitraires que celte transformalion introduil
dans I'équation pour Ios coordonnées de la nouvelle origing,
de fagon & ce que I'équation puisse jouir, relalivement aux
nouveaux axes, de la propriété précédente. Si, par des
valeurs réelles convenables des coordonnées de la nouvelle
origine, on peut faire disparailre lous les lermes qui empé
chaient I'équalion de présenter ce caractére analylique,ld
courbe aura un centre dont ces valeurs feront connaitre lt
position : dans le cas contraire, il sera constaté cque Ja courbe
n'a point de centre.

Parmi les queslions de géomélrie générale i deux dimens
sions don! la solulion aomp[élc ne lllr‘i')f’l'nl que de 'analyse
ordinaire, je crois devoir encore indiquer ici celle qui s
rapporle & la délerminalion des conditions de la simdlilude,
enlre des courbes quelcongues d'un méme genre, ¢'est-a- dire
susceptibles d'une méme définition ou équalion, qui ne les
distingue les unes des anires que par les diverses valeurs de
certaines constanles arbitraives relatives & la grandeur dé
chacune d'elles. Celle question, importante en elle- méme, 4
d'aulanl plus d'intérél sous le rapportde la méthode, quele
phénoméne géométrique qu'il s'agit alors de caraclériser
analyliquement, est évidemment purement relatif 4 la forme,
et nullementun phénoméne de silualion, ce qui, comme nous
Iavons remarqué dans la lecon précédente, donne Loujours
lieu & des difficullés spéciales par rapport & notre systéme de
gétométrie analytique, ol les idées de position sont seules
directement considérées.

L’emploi de I'analyse différentielle fournirait immédiate-
menl la solulion de ce probléme général, en élendant aus
courbes, comme il convienl, la définition élémentaire de b
similitude pour les figures rectilignes. Il suffirail, en effel
1° de calculer, d'aprés 'équation de chacune des deux courbes,
angle de contingence en un point quelconque, et d'exprime
que cet angle a la méme valeur dans les deux: courbes pour
des points correspondants; 2° d'apres expression différen
ticlle générale de la longueur 'un élément infiniment pell
de chaque courhe, d'exprimer que les éléments homologu®
des deux courbes sonl entre eux dans un rapport constan
Les conditions analytiques de la similitude se trouvers
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ainsi dépendre des denx premiéres fonctions dérivées de P'or-
donnée rapportée & I'abseisse. Mais le probléme peut élre
résolu d'une manitre beaucoup plus simple, el néanmoins
toul aussi générale, quoique moins directe, par le simple
usage de P'analyse ordinaire.

Pour cela, il faut d’abord remarquer une propriélé élémen-
taire qpue penvent foujonrs présenter denx figures semblables
de forme quelcongue, quand elles sonl placées dans une
situation paralléle, c'est--dive, de telle facon que lous les
tléments de chacune goient respectivement paralléles aux élé-
menls homelognes de Panlre, ce que la similitude permel
tvidemment de faire constamment. Dans cetle siluation, il est
aisé de voir que, si on joinl deux & denx par des droites les
poinls homologues des denx figures, lontes ees lignes de
jonction concourroni néeessairement en un poinl unique, a
pacliv duquel leurs longueurs, complées jusqu'a T'une el A
lautre des deux figures semblables. auront entre elles un
rapporl constanl. égal & celui des deux figures. [I résnlle im-
médiatermnent de celle propriété, considérée sous le point de

vue analylique, que, si 'orvigine des coordonnées rectilignes
esl supposée placée au poinl particulier donl nous venons de
parler, les points homologues des deux courbes semblables
arronl des coordonnées constamment proportionnelles, en
sorte que 'équalion de la premiére courbe devra rentrer dans
telle de la seconde, en y changeanl = en m 2, el y en m g,
mélant une conslanle arbitraive égale au rapporl linéaire des
deux figures. Avee des coordenuées polaires £ el o, dont le
pole serail placé au méme poinl, les denx équations devien-
Araient identiques en changeant senlementzenm z dans 'une
delles, sans changer 9. La vérification d’un Lel caractére algé-
brique suffira done évidemment pour constaler la similitude.
Mais, de sa non-vérification, il est elair qu'on ne devra point
tonclure immédiatement la dissimilitude des deux courbes
tomparées, puisque 'origine ou le pdle pourraient n'étre pas
E:Gés au point unique pour lequel cetle rvelalion a lien, ou
méme que les deux courbes pourraient n'élre pas posées
#tluellement dans la siluation paralléle. 11 est néanmoins
facile de généraliser et de compléler la méthode sous 'un et
tautre de ces deux rapports, quoiqu'il semble d’abord impos-
ble analyliqguement de modifier la sitnalion relative de deux
bes. I suffira pour cela de changer, & Uaide des formules
wes, & la fois l'origine et la direction des axes si les coor-




266 PHILOSOPHIE POSITIVE

données sont rectilignes, ou le pole et la direction de l'axe &
elles sont polaires, mais en eflectuant celle transformation
seulement dans I'une des deux équations, On cherchera dlos
A disposer des trois conslanles arbilraires introduites parly
pour que cetie ¢qualion ainsi modiliée présente, relativemel
a l'autre, la propriélé amalylique indiquée. Si celle relalios
peut avoir licu d'aprég cerlaines valeurs réelles des constanfet
arbitraires, les deux courbes seront semblables ; sinon, leut
dissimilitude sera constatée,

Quoiqu’il ne convicnne point de considérer ici aueust
application spéeiale de la théorie précédente, je crois cepi
dant utile d'indiquer & ce sujet une remavque géndérale. Eli
consisie en ce que, toules les fois que 'équation d'une conth
simplifiée le plus possible par la disposition des axes, it
renfermera qu'une scule conslante arbilraire, toules |
courbes de ce genre seront nécessairement semblablés entre
elles. On peut augmenter 1'ulilité de cetle observation, éfi &
que, sans considérer méme I'équation de la courbe, il silfits
d'examiner, dans ce cas, si sa définilion géomélrique prifi
live ne fait dépendre que d'une seule donnée Uentiére détér
mination de sa grandeur (1). Quand, au conlraire, |'équalior
la plus simple de la courbe proposée contiendra deux cons
tantes arbilraires ou davantage, ou, ce qui est exactémeil
équivalent, lorsque la définition fera dépendre sa grandeir
de plugieurs données dislincles, les courbes de ce genré ¢
pourront élre semblables qu'a laide de certaines relatiol
entre ces conslantes ou ces donndes, qui consisteront orde
nairement dans leur proportionnalilé, Clest ainsi que louls
les paraboles d'un méme degré, d'ailleurs quelconqueé, Soit
semblables eulre elles, aussi bien que toutes les lag'a'ﬂli-'
miques, Lloutes les cycloides ordinaires, tous les eercles, ele.
tandis que deux ellipses on deux hyperboles, par exemplé, i
sont semblables qu'aulant que leurs axes sonl proportionnels

Je me borne 4 ce pelit nombre de queslions généralesi
latives aux lignes, parmi celles dont la solution complht
dépend seulement de Panalyse ordinaire. On n'y doib pi

(1) Celte propri¢lé, qui est une conséquence évidente de la thigr
indiquée ei-dessus, pourrait d'aillenrg étre ¢tablie directemenl pi
une considéralion forl simple. 11 suffivait Jde remarquer qué, d
cas, les diverses courbes de ce genre pourraienl coincider
construisant sur une échelle différente, d'on résulle clairement 180
similitude nécessaire,
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_toriprendre la détermination de ce qu'on appelleles foyers, la
recherche des diaméires, ete., el plusicurs autres problemes
de ce geure, qui, bien que susceplibles d'étre proposés et
résolus pour des courbes queleonques, n'ont de véritable in-
trel qu'a I'égard des” sections coniques. Relalivemenl aux
diamélres, par exemple, c'est-d-dire aux lieux géomélriques
des milieus d'un sysléme quelconque de cordes paralitles,
il est aisé de former une méthode générale pour déduive de
I'tquation d'une courbe I'équation commune de tous ses
diamétres. Mais une telle considération ne peut faciliter
Pélude d’une courbe qu'autant que les diamétres se trouvent
8lre des lignes plus simples et plus connues que la courbe
primitive ; ¢t méme cetle recherche n'a veaiment une grande
utilité que lorsque tous les diamelres sont des lignes droites.
Or, c'est ce qui n'a lieu que dans les courbes du second
degré. Pour Loutes les aulves, les dinmélres sont, en général,
des courbes aussi peu connues el souvenl méme ('une étude
plus difficile que la courbe proposée. Glest pourquoi je ne
dois point ici considérer une telle question, ni aueune autre
semblable, quoique, dans les {raités spéciaux de géométrie
amalylique, 1l convinl d'ailleurs de les présenter dabord, au-
lant que possible, sous un point de vue enliérement général.

~ Je passe done immédialement a 'examen des théories de
géométrie géncérale & deux dimensions qui ne peuvenl élre

- complélement établies qu'a l'aide de Manalyse Lranscendante.

: La premiére et la plus simple d'enlre elles cousizle dans la
‘délerminalion des langenles aux courbes planes. Ayanl eu

Otcasion, dans la sixieéme legon, d'indiquer la solution géné-

mle de cet important probléme, d'aprés chacun des divers

_ ﬁdipls de vue fondamenlaux propres & 'analyse Lranscendante,

est inulile d'y vevenir ici. Je ferai seulement observer & ce
sljet que la question fondamentale ainsi considérée suppose
eofinu le point de conlact de la droile avee la courbe, landis
qué la langente peut élre délerminée par plusicurs autres
widitions, qu'il faul alors faive rentrer dans la précédente,
déterminant préalablement les coordonnées du point

e tontact, ce qui esl ordinairement trés facile. Ainsi, par

Eemple, si la Langente est assujellie a passer par un point

dotiné extéricur & la courbe, les coordonnées-de ce point

fevant satisfaire & la lormule géndrale de Déguation de la
igenle & celle courbe, formule qui contient les coordonnées
ues du point de conlact, ce dernier point sera déter-
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miné par une felle relation combinée avec I'équation de b
courbe proposée. De méme, si la langente cherchée doit élie
parall¢le & une droite donnée, il faudra égaler le coefficienl
général qui marque sa divection en lonetion des coordonnées
du point de contact & celui qui détermine celle de la droite
donnée, et la combinaison de celle condition avee 1'équation
de la courbie fera encore connaitre ces coordonnées.

Alin de considérer sous un poinl de vae plus élendules
problémes relalifs aux iangentes, il peul élre ulile d'exprimer
distinetement la relalion qui doit exisler entre les dew
conslanles arbilraires conlenues dans I'éguation  générak
d'une ligne droite et les diverses constanles propres & une
courbe quelconque donnde, pour que la droite soit tangenle
A la courbe. A cel effel, il suffit d'observer que les dem
conslanles par lesquelles se Lrouve fixée & chaque inslantla
position de la tangente étant des fonclions connues des coors
données du point de contact, 'éliminalion de ces deux coor
données entre ces denx formules el I'équation de la courbe
proposée fournira une relation indépendante du point de co
tacl el contenant seulement les constantes des deux lignes,
qqui sera le caraclére analytique cherché dua phénoméne d'um
conlact indélerminé, On se servirait, par exemple, de telles
expressions pour délerminer une langente commune & dess
conrbes donuées, en caleulant les deux constantes propresh
celte droite d'apres les deux relalions qu'entrainerait ainsi son
conlact avee 'une el I'aulre courbe. _

La question fondamentale des langenies est le poini_-gt
départ de plusieurs autres recherches générales plus ou moins
imporlantes relativement aux courbes, qu'il est aisé d'en faim
dépendre. La plus direcle et la plus simple de ces questions
secondaires consiste dans la délermination des asymplofes
ou du moins des asymploles reclilignes, les seules, en gén
qu'il soil inléressanl de connaitre parce qu'elles seules®
tribuent réellement a faciliter 'étude d'une eourbe. On §
que l'asymplofe est une droite qui s'approche indéfin
el d'anssi prés qu'on veul d'une courbe, sans cependant
voir jamais l'atleindre rigoureusement. Elle peul done
envisagée comme une tangente dont le point de contact
gne A Uinfini. Ainsi, pour Ia délerminer, il suf(it de supp
infinies les coordonndées «u poinl de conlact dans le
formules générales qui expriment, d'aprés |'équation d
courbe, en fonction de ces coordonnées, les deux cons




S
i
MATHEMATIQUE 269

par lesquelles est fixée la position de la tangente. Si ces
deux constantes prennent alors des valeurs réelles et compa-
tbles entre elles, la courbe donnée aura des asymplotes dont
un tel caleul fera connailre le nombre et la situation ; si ces
valeurs sonl imaginaires on incompalibles, ce sera la preuve
que la courbe proposée n'a poinl d'asymploles, du mwoins
rectilignes, On voil que celle délerminalion est exaclement
analogue & celle d'une tangenle menée par un point de la
courbe dont les coordonnées seraient finies. I1 arrivera seule-
ment, dans un assez grand nombre de cas, que les deux
valeurs cherchées se présenleronl sous une forme indéler-
minée, ce qui esl un inconvénienl général des formules algé-
briques, quoi qu'ils doivent sans doute avoir lieu plus [réquem-
ment en atlribuant aux varinbles des valeurs infinies. Mais on
sait quil exisle une mélhode analylique générale pour
estimer la vraic valeur de loule expression semblable ; il
suffira done alors d'y recourir,

On peut ratlacher aussi, quoique d'une maniére beancoup
moins directe, & la Lhéorie des tangenles, la théorie toul en-
litre des divers poinls singuliers dont la délermination econ-
tribue éminemment & la connaissance de loule courbe qui en
présente, comme les poinls d'inflexion, les points mulliples,
les points de relraussement, ete. Relalivement aux points d'in-
flexion, par exemple, ¢’est-i dive & ceux ol une courbe de con-
cave devient convexe, ou de convexe concave, il faul d’abord
examiner le caraclére analylique immédiatement propre i la
concavilé ou 4 la convexilé, ce qui dépend de la maniére
dont varie la direction de la tangenle. Quand la courbe esl
concave vers l'axe des abscisses, elle [ail avee lui un
angle de plus en plus pelit & mesure qu'elle s'en éloigne ; au
contraire, lorsquelle esl convexe, l'angle qu'elle fail avec
I'nxe devient de plus en plus grand en s'en écarlanl davan-
tage. On peut done direclement reconnailre, d’aprés I'équa-
ion d’une courhe, le sens de sa courbure & chagque instant :

“il suffit d'examiner si le coelficient qui marque l'inclinaison
de la tangenle, c¢'esl-i-dire la fonclion dériviée de lordonnde,
prend des valeurs eroissanles ou des valeurs décroissantes i
mesure que lordonnée augmente ; dans le premier cas, la
courbe tourne sa convexité vers l'axe des abscisses: dans le
second, sa concavité. Cela posé, s'il y a inflezion en quelque

- point, ¢'est-a-dire si la courbure change de sens, il est clair

il qu'en ce point I'inclinaison de la langenle sera devenue un
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maximum o un minimum,suivant qu'il g'agira du passagc
la convexilé & la concavilé, ou du passage inverse. (|
trouvera done en quel point ce phénomeéne peul avoir lisy. i
I'aide de la Lhéorie ordinairve des maxima el minima, do!
l'application a cetle recherche apprendra évidemmentque
pour 'abseisse dn point d'inflexion, la seconde fonction dérive
de l'ordonnée proposée doil élre nuolle, ce qui suffirg pon
déterminer l'exislence eb la position de ce point, Coll
recherche peut ainsi ¢tre ratlachée & la théorie des tangeuls
quoiqu’elle soit ordinairement présentée d'aprés la théoric iy
cercle osculateur. Il en serait de méme avec plus ou mois
de difficulté, relativement & tous les aulres points singuliers.

Un second probléme fondamental que présenle 1'étudg g
nérale des courbes, el dont Ia solulion compléte exige un on
ploi plus éiendn rl(* I'analyse transcendante, est I’ lmpDI‘l il
question de la mesure de la courbure des courbes au moer
du cercle osculalenr en chaque point, doni la découyile
suffirail scule pour immortaliser le nom du grand Hue
ghens.

Le cercle ¢lanl la seule courbe qui présente en tons ses
points une courbure uniforme, d'autant plus grande dailleurs
que le rayon esl plus petit, quand les géomdétres se sonl pr-
posé de soumelire & une estimation préeise la courbure e
toute aulre courbe quelconque, ils ont da naturellemen! ki
comparer cn chaque poinl au cercle qui pourrail avoir aiv
elle le plus intime conlact possible, el qu'ils ont nommé, pour
cette raison, cercle osculateur, atin de le dislinguer
cereles simplemenl langends, qui soni en nombre infjoia
méme point de courbe, tandis que le cercle osculateur 1+l
évidemment unique., En considéranl celle queslion sous un
aulre aspecl, on congoil que la eourbure d'une courbe
(,hmque point pourrail aussi élre eslimée par I anu'Ic plus o
moins grand de deux ¢]éments conséeulils, qu'on appelle
angle de conlingence. Mais il est aisé de reconnaitre que ce:
deux mesures sonl nécessairement équivalentes, puisque
centre du cercle oseulateur sera d'aulant plus ¢loigné que
cel angle de eonlingence sera plus obtus: on voit méue
sous lo point de yue analylique, que 'expression du raygp e
ce cercle fournit immédiatement la valeur de ect angle
D'aprés celle conformilé ¢videnle des deux points de yue,
les géomdétres onl da préférer habiluellement la congilé-
ration du cercle osculateur, comme plus élendue el se pr-
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fapl mienx & la déduction des autres théories géométriques
qui se rattachenl & celle coneeplion fondamentale.

Cela posé, la manitre la plus simple el la plus divecle de
déterminer le cercle osculatenr consisle & I'envisager, d'aprés
la méthode infinilésimale proprement dile, comine passant
par trois points infiniment voisins de la courbe proposée, ou.
en dautres fermes, comme ayanl avee elle deux élémenls
conséeulifs commuus, ce qui le dislingue nellement de tous
les cercles simplement {angents, avee lesquels la courbe n'a
quun seul élémenl commun, Il résulle de cetle notion, cn
ayant égard A la construclion nécessaire pour décrire un
eercle passant par trois poinls donnés, que le centre du
eerele osculateur, ou ee qu'on appelle le cealre de courbure
de la courbure en chague poinl, peul élre regardé comme le
point d'interseetion de deux normales infiniment voisines, en
sorle que la question =e réduil & trouver ce dernier poinl. Or,
pile recherche est facile, en formant, d'aprés I'équalion
générale de la langente i une courbe quelcongue, celle de la
ormale qui lui est perpendiculaire, el [aisanl ensnile varier
f'une quantilé infiniment pelite, dans celle derniére équa-
lign, Tes coordonnées du poinl de conlaet, afin de passer a la
pormale infiniment voisine ; la détermination de la soluntion
gmmune 4 ces deux équations, ui sont du premier degré
far rapport aux deax coordonnées du poinl d'inlerseclion,
plfil pour faire trouver les deux formmles générales qui
gpriment les coordonnées du centre de courbure en un
pintquelconque. Ces formules une fois obtenues, larecherche
dprayon de courbure n'offre plos aveune diffienlté, puis-
qu'elle se réduil & caleuler la diglance de ce centre de cour-
bure au point correspondant de fa courbe. En appelant =, €,
lts coordonnées reetilignes du ceutre de courbure d'une
gurbe quelconque en un poinl donl les coordonnées sonlt
1,4, el nommenl r le rayon de eourbure, on lrouve par celte
néthade les formules connues :

dy dy dy\?
Cwey] ey
ey Ty
dJ:' ofa®
; dy 232
r'_[i Gl ("f-'f') JT

d*y
g
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On congoil de quelle importance est la déterminatio
rayon de courbure, ¢t combien lo discussion de la manir
géndrale donl 1l varie aux différents points d'une courbe o
contribuer 4 la connaissance approfondie de cetle courl:
Cel élément a surloul cect de lrés remarquable, entre o
les autres sujels ordinaires de vecherches dans la géomé:
analylique, qu'il se rapporte dircctemenl,par sa nafure, i
forme méme de la courbe, sans dépendre aucunement dv
position. On voil que, sous le vapporl analylique, il exig:
considération simullanée des deux premiéres fonctions d
vées de I'ordonnée.

La théorie des cenlres de courbure conduil naturellem
a limporlante notion des développées, qui sont mainlep
définies comme élanl les lieux géométriques de tous |
cenlres de courbure de chaqgue courbe en ses différents poin
quoique, au contraire, dans Ia conception primitive dec
branche de la g¢é ométrm Huyghens enl déduit 'idée ducen
osculaleur de celle de la dmmluppu-. direclement envisgy
comme engendranl par son développement la courbe pri
live, ou la développanie. 1l esl aisé de reconnuiire que
deux maniéres de voir rentrenl 'une dans lautre, Celtedd
loppée présente évidemment, par quelque mode quionl
tienne, deux propriélés générales el nécessaires relativen
a la courbe quelconque dont elle dérive : la premiére, daw
ponr tangenties les normales a celle-ci; el la seconde, que
anuuuu- de ses ares soil égale 4 celle des rayons de eo
bule correspondants de la (l(.\clﬂppdule. Quant au moy
d'oblenir I'équation de la développée d'uine courbe dony
il est clair quienlre les denx formules cilées ci-dessuspo
exprimer les coordonnées du centre de courbure, il sul
d'¢liminer, dans chaque cas, les coordonnées , g, du po
correspondant de la courbe proposée, & l'aide de I'équaiond
celte courbe : I'équation en «, & qui résullera de I'éliminalin
sera celle de la développée :lcmanflm* On pourrait éga]
cntreprendre de résondre la t[nu[lon inverse, ¢'esl-a-dirds
trouver la développante d'apres la développée. Maisil
remarquer quune ¢limination analogue i la précéde:‘_g
fournirail alors, pour la courbe cherchée, qu'une équalin
contenant, oulre & el y, les deux fonctions dérivées ﬂ',
en sorle quiapres celle analyse préparaloire, la solution git
pléte du probléme exigerail encore Dintégration de ¢l
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qualion différentielle du second ordre, ce qui, vu I'extréme
mperfection du caleul inlégral, serail le plus souvenl impos-
able, si, par la nalure propre d'une telle recherche, 1a courbe
demandée ne devait point, comme j'al eu V'occasion de indi-
quer dans la seplitme lecon, étre représentée par la solution
sunguliére, que Ia simple différentiation peal toujours faire
oblenir, Finlégrale géncrale ne désignant ici que le systéme
des cereles ()‘-Lll]ﬂl(‘tllk dont Ia connaissance n'est point
l'objet de la queslion propostée. IT en serail de méme loules
les fois qu'on aurail & déterminer une courbe d'aprés une
propriété queleconque de son rayou de courbure, Cel ordre de
questions est exaclemenl analogne aux problémes plus
dmples qui constituent ce que, dans l'origine de I'analyse
Iranscendanle, on appelait la Méthode inverse des langentes,
o l'on se proposait de délerminer une courbe par une pro=-
priélé donnée de sa langente en un point quelconque.
Par des considéralions géomélriques plus on moins com-
jliquées, analogues & celle qui fournit les développées, les
giomdlres onl déduil d'une méme courbe primilive quel-
tonque diverses aulres courbes secondaires, donl les équalions
jeuvent élre obtenues d'aprés des procédés semblables. Les
plis remarquables d'entre elles sonl les causliques par ré-
lexionou parréfraction, dont la premiére idée est duca Tschir-
uils, quoicque Jacques Bernouilli en ail seul élabli la vérilable
liéorie générale. Ce sonl, comme on sail, ces courbes for-
nées par l'intersection conlinuelle des rayons de lumiére
afiniment voising qu'on supposerail réfléchis on réfractés
wrla courbe primitive, En parlanl de la loi géoméivique de
1réflexion ou de la réfraction de la lumiére, consislant en ce
e I'angle de réflexion est égal a I'angle d'incidence, ou en
sque le sinus de Pangle de réfraction est un multiple cons-
ntel connu du sinus de 'angle d'incidence, il est évident
ielarecherche de cescausliques seréduil & une pure queslion
' géomélrie, parfailement semblable a celle des dévelop-
25, congues comme formées par Uinlerseelion conlinuelle
s normales infiniment voisines. Le probléme se résoudra
nc analyliquement en suivani unc marche analogue, au
Jet de laquelle toule autre indication serail ici superflue. Le
leul sera seulemenl plus laborieux, surtoul si les rayons
idents ne sonl pas supposés paralléles entre cux ou émanés
inméme point.
Les développées, les canstiques, et loutes les autres lignes

G- 1 18
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déduites d'une méme courbe priucipale & I"aide de consii
tions analogues, sont formées par les intersections conl
nuelles de droites infliniment voisines soumises & uneco
taine loi. Mais on peut aussi, en généralisant e plus possill
cette considéralion géomélrique, concevoir des courbes pr-
duites par linlerseclion continuelle de cerlaines courl
infiniment voisines, assujetlies & une méme loi quelconqu
Celte loi consisle ordinairement cn ce que toutes ces courle
sont représentées par une équalion commune, daillen:
quelconque, d'out elles dérivenl successivement en donny
diverses valeurs & une cerlaine conslanle arbitraire. On i
alors se proposer de trouver le lieu géomélrique des poinl-
d'interseclion de ces courbes conséculives, qui correspo
dent & des valeurs infiniment rapprochées de celle conslinl:
arbitraire concue comme variant {'une manicre contine
Leibnilz a imaginé le premier les recherches de cetle nalure
qui onl ensuile été forl élendues par Clairaul et surtout |u
Lagrange. Pour (railer le cas le plus simple, celui qu )
viens de caraclériser exactement, il suffit évidemmenl (
différentier I'équalion générale proposée par rapporl
constanle arbitraire que l'on considére, et d'éliminer énsuile
celte constante cenlre celle équation différenticlle et Iéu
tion primilive; on obliendra aiusi, entre les deux eoorlo
nées variables, une équalion indépendante de cette constanle
qui sera celle de Ia courbe cherchée, dont la forme differer
souvent beaucoup de celle des courbes généralrices. Li
grange a d¢tabli, au sujel de celle relalion géométrigue, w
important théoréme général, en montrant que, sous le por’
de vue analylique, la courbe ainsi oblenue el les courb
géniératrices onl nécessairement une méme équation (il
renlielle, dont I'intégrale compléle représente le systéne |-
courbes génératrices, landis que sa solulion singulére vir
respond & la courbe des inlerseclions.

Jai considéré jusqu'ici la Lhéorie de la eourbuse
courbes suivant Uespril de la méthode infinilésimale propre
ment dile, qui sadaple en effet bien plus simplement qua
cune autre & Loule recherche de ce genre. La conceplion de L
grange, relativemenl & P'analyse transcendante, présenfu!
surtout, par sa nalure, de grandes difficullés spéciales pout
la solution directe d'une Lelle question, comme je Il i)
remarqué dans la sixieme lecon., Mais ces diffienltés oul &
heureusement excité le génie de Lagrange qu’elles ot cor
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duit 4 la formation de la théorie générale des contacls, dont
lancienne théorie du cercle osculaleur se lrouve n'éire plus
quun cas parliculier fort simple. 1l importe au bul de cel ou-
vrage do considérer mainlenant cettec belle coneeplion, qui
esl peul-¢tre, sous le rapport philosophique, 'objet le plus
profondément intéressant que puisse oflrir jusqu'ici la géo-
métrie analylique.

Comparons une courbe quelconque donné y = f («) & une
aulre courbe variable z =o (z), el cherchons & nous former
une idée précise des divers degrés d'inlimilé qui pourront
exisler enlre ces deux courbes, en un poinl commun, suivant
les relalions qu'on supposera entre la fonclion ¢ el la fone-
tion /. 11 suffira pour cela de considérer la distance verticale
des deux courbes en un autre point de plus en plus rappro-
thé du premier, alin de la rendre successivement la moindre
possible, eu égard 4 la corrélation des deux fonclions. Si &
ltsigne I'accroissement qu'éprouve l'abscisse en passanl a
» nouveau poinl, celle dislance, qui est égale a la différence
Jes deux ordonnées correspondantes, pourra étre développée,
{'aprés la formule de Taylor, suivanl les puissances ascen-
lanles de h, et aura pour expression la série,

D=1 —v @)+ (1@ —¢ @) 2

1.2
o e ha
= 7 Z) =" () ) y gt ele

fn concevanl, ce qui est évidemment loujours possible,
flellement petit, que le premier lerme de celle série soit
dipérieur & la somme de lous les aulres, il esl clair que la
twirbe z aura avee la courbe y un rapprochement d’autant
plus intime, que la nature de la fonctlion variable ¢ permelira
l¢ supprimer un plus grand nombre de termes dans ce déve-
loppement, & partir du premier. Le degré d'intimité des deux
tourbes sera done exaclement apprécié, sous le point de vue
malytique, par le nombre plus ou moeins grand de fonclions
dirivées successives de leurs ordounées qui auronl la méme
valeur au poinl que lon considére. De la, 'importanle con-
ceplion générale des divers ordres de confacts plus on moins
parfails, dont la nolion du cercle osculaleur comparé aux
tereles simplemenl Langents n'avail présenlé jusqu’alors qu'un
il exsemple particulier. Ainsi, aprés la simple interseclion,
i premier degré de rapprochement entre deux courbes a licu
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quand les premiéres dérivées de leurs ordonnées sont égales
c'est le contact du premier ordre, ou ce qu'on appelle ondi
nairement le simple contact, parce qu'il a été longlemps I
seul connu. Le conlact du second ordre cxige de plus que I
secondes dérivées des fontions £ el p soienl égales: eny jo-
gnant encore 1'égalilé de leurs Lroisitmes dérivées, on cons
titue un conlac! du troisiéme ordre, el ainsi de suite 4 l'infinl
Au dela du premicr ordre, les conlacls portent souvenl
nom d'osculations du premier ordre, du second ordre, et

Les conlacts du premier el du second ordre peuvent i
caractérists géomélriquement par une observation forlsimpl
en ce quil résulte évidemment que les deux conrbes comp
rées ont au point commun, dans un cas, la méme langents
el, dans I'aulre, le méme cercle de courbure, puisque la lan
gente 4 chaque courbe dépend de la premiére dérivée de sw
ordonnée, el le cercle de courbure, des deux premidres dé
vées successives. Mais celle considération ne conviendr!
plus au deld du second ordre pour délerminer l'idée géome
trique du conlacl. Lagrange s'est borné, sous ce rapporld
assigner le caraclére général qui résulle immédialement &
I'analyse ci-dessus indiquée, et qui consisle cn ce que, lorsqie
la courbe z est délerminée de maniére A avoir avec la courhey
un contact de [ordre , produil analyliquement par I'égalilé
de toules les fonclions dérivées jusqu'a celle de Lordren
aucune autre courbe z, de méme nature que la précédents,
maig «qui ne salisferail qu'a un moindre nombre de condition
analyliques, et qui, par conséquent, n'aurail avec la courbey
qu'un conlact moins intime, ne pourrail passer entre les deur
courbes puisque l'inlervalle de celles-ci a regu la plus pelil
valeur dont il était susceptible d’aprés une telle relation des
deux ¢quations.

Lorsquon a particularisé la nature de la courbe 2 nq
comparée a une courbe quelconque donnée y, l'ordre du col
tact le plus inlime qu'elle peul avoir avec celle-ci dépen
évidemment du nombre plus ou moins grand de constanls
arbilraires que renferme son équalion la plus géndrale, i
conlactk de l'ordre n exigeant n 4 1 conditions analyliqués
qui ne sauraient ¢tre remplies qu'avec un pareil nombre &
conslanles disponibles. Par conséquent, une Iigne’drgi}!,
dont I'équalion la plus générale contient seulement deux ¢o
tantes arbilraires, ne peut avoir avec une courbe quelcongie
quun contact du premier ordre : d'oii découle la thé
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ordinaire des tangentes. L'équalion du cercle renfermant, en
général, trois constantes arbitraires, le cercle peut avoir avee
une courbe quelconque un contact du second ordre, et de la
résulte, comme cas parliculier, 'ancienne théorie du cercle
osculateur. En considérant une parabole, comme il y a qualre
constantes arbitraires dans son équation la plus compléte et
la plus simple, elle esl susceptible, comparée & loute aulre
courbe, d’une inlimilé plus profonde, qui peut aller jusqu’au
contact du troisiéme ordre : de méme, une cllipse comporterail
un contact du quatritme ordre, elc.

La considéralion précédente esl propre & suggérer une in-
terprétation géomélrique de celle théorie générale des con-
tacts, gui me semble destinée a compléler le travail de
Lagrange, en assignanl, pour définir directement les divers
ordres de conlacis, un caracitre concret plus simple et plus
clair que celui indiqué par Lagrange. En effet, ce nombre
plus ou moins grand de conslanles arbitraires conlenues dans
une équalion a pour signification géométrique, comme nous
lavons élabli en commengant celle lecon, le nombre des
poiuls nécessaires & lenliére délerminalion de la courbe
correspondante, lequel se trouve ainsi marquer le degré
d'inlimité dont celle courbe est susceptlible relativement &
toute aulre. Or, d'un auire colé, la loi analyligue qui exprime
ce contacl par I'égalilé d'un pareil nombre de dérivées suc-
cessives des deux ordonnées indique évidemment que les
deux courbes ont alors autant de points infiniment voisins
communs ; puisque, d'apres la nature des différenticlles, il est
clair que la différence de I'ordre n dépend de la comparaison

‘de n 4+ 1 ordonuées conséculives, On peul donc se faire

direclement, une idée nelle des divers ordres de contacls, en
disanl qu’ils consislent dans la communaulé d'un nombre
plus ou moins grand de poinlg infinimenl voisins enlre les
deux courbes. En lermes plus rigoureux, on définirait, par
exemple, I'ellipse osculairice au (roisieme ordre, en la regar-
danl comme la limile vers laguelle lendraient les ellipses
passanl par cing poinis de Ia courbe proposée, & mesure que
fuatre de ces points supposés mobiles se rapprocheraient in-
définiment du cinquitme supposé fixe.

Cetle théorie générale des contacls esl évidemmenl propre,
par sa nalure, a4 fournir unc connaissance de plus en plus
profonde de la courbure d'une courbe guelconque en lui com-
parant suscessivement diverses courbes connues, susceplibles
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d’un contact de plus en plus intime; ce qui permetirail i
rendre aussi exacte quon voudrail Ia mesure de la courbur
en changeant convenablemenl le lerme de comparaiso
Ainsi, 1l esl clair, d’aprés les considérations précédentes,qu
I'assimilalion detoul are de courbe infiniment petit & unan
de parabole en ferail connaitre la courbure avec plus de pu-
cision que par I'emploi du cercle osculateur: et la comparaj
son avec P'ellipse procurerail encore plus d'exaclitude, ele,
en sorle qu'en deslinant chaque Lype primitif a appi-
fondir I'élude du type suivant, on pourrail perfectionner
I'infini la Lhéorie des courbes. Mais la néeessilé d'avoir un
connaissance nette el familiére de la courbe ainsi adopli
comme unit¢ de courbure détermine les géometres & renai
cer a celte haute perfection spéculative, pour se contenter,en
réalité, de comparer toutes les courbes au cercle seulemen,
en verlu de l'uniformilé de courbure, propriéié caracléyis
tique du cercle. Aucune aulre courbe, en effel, ne peual én
regardée, sous ce rapporl, comme assez simple el asse
connue pour pouvoir étre ulilement employée, quoique l'on
n'ignore plus que le cercle n'est pas I'unilé de courbure laplus
convenable abslraitement. Lagrange s’esl donc borné définis
tivement & déduire de sa conc eptxon générale la théorie dy
cercle osculateur, ainsi présentée sous un point de vue pure:
ment analytique, Il est méme remarquable que de cette seule
considération il ait pu conclure avec facilité les deux pro-
priétés fondamentales ci-dessus indiquées pour les dévelop
pées, que la simple analyse paraissait d’abord si peu propre
a établir.

Jai eru devoir considérer la théorie des conlacts dis
courbes dans sa plus grande extension spéculative, afin d'en
faire saisir convenablement le véritable caractére. Quoiquion
doive la réduire finalement 4 la seule détermination effectivy
du cercle osculateur, il y a, sans doute, sous le rapport philo-
sophique, une profonde différence entre concevoir celle dep-
ni¢re considéralion, pour ainsi dire, comme le dernier {epme
des efforls de l'esprit humain dans T'étude des courbes, ains
qu’on le faisail avant Lagrange, eln’y voir, au contraire, quis
simple cas particulier d'une théerie générale trés étendug, ¢
I'examen duquel on doit habituellement se borner, en sachan!
néanmoins que d'aulres comparaisons pourraienl perfection-
ner dav‘mt‘lge la doclrine géomélrique.

Aprés avoir envisagé les principales questions de géomélris
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générale relatives aux propriétés des courbes, il me reste &
signaler celles qui se rapportent aux rectifications et aux
quadratures, dans lesquelles consisie proprement, suivant
Texplication donnée dans la dixiéme lecon, le but définitif de
la science géoméltrique. Mais ayant eu occasion précédem-
ment (voyez la 6° lecon) d'établir les formules générales qui
expriment, &4 l'aide de cerlaines inlégrales, la longueur et
Taire d'une courbe plane quelconque donl 'équation rectiligne
est donnée, el devanl, dailleurs, m'interdive ici toule appli-
calion & aucune courbe parliculiére, celle parlie imporlante du
sujet se trouve suffisammenl [raitée. Je me bornerai seule-
ment & indiguer les formules propres & déterminer I'gire et
le volume des corps produits par la révolution des courbes
planes anlour de leurs axes.

Supposons, comme on peul évidemment toujours le faire,
fque axe de rolalion soil pris pour axe des abseisses ; ot sui-
yanl l'espril de la méthode infinilésimale proprement dite, la
seule bien convenable jusqu'ici aux recherches de celle
nature, concevons que 'nbscisse angmente «fune quantilé m-
finiment pelile ; cel aceroissement délerminera dans 'are et

dans I'aire de Ja courbe des augmentalions différenticlles ana-
logues qui, par la révolulion aulour de P'axe, engendreront
les éléments de la surface el du volume cherchés. Il est aisé
e voir que, en négligeant seulement un infiniment pelit du
second ordre loul au plus, on pourra regarder ces éléments
comme égaux a la surface et au volume du Llrone de codne ou
dn cylindre correspondant, ayant pour hauleur la différentielle
de 'abscisse, et pour rayon de sa base I'ordonnée du point
gonsidéré. D'apres cela, en appelant S el V la surface el le
Jolume demandés, les plus simples proposilions de la géo-
métrie (lémentaire fourniront immdédintement les équalions
différentielles géndrales

A8 = d=yilr, dV = myidie,

Ainsi, Jorsque la relation en y et 2 sera donnée dans chaque
tas particulier, les valeurs de S et de 1 seront exprimées par
les deux intégrales

Sit= ‘1'7:‘/‘;;(1‘:‘, e :l/'_t;zrf.t'i

prisés entre les limites convenables. Telles sonl les formules
variables d'aprés lesquelles, depuis Leibnilz, les géometres
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ont résolu un grand nombre de questions de ce genre, quan
les progrés du caleul intégral I'onl permis.

On pourrail aussi comprendre au nombre des recherche
de géométrie générale & deux dimensions, I'importante dé
termination des centres de gravilé des ares ou des aires appar
tenant & des courbes quelconques, quoique cette considére
tion ail son origine dans la méeanique rationnelle. Car, o
définissant le centre de gravilé comme élant le cenfre de
moyennes distances, ¢’esl-d-dire un point dont la dislance du
plan ou 4 un axe quelconque est la moyenne arithmétiq
entre les distances de tous les points du corps & ce plan on
cet axe, il est clair que celte question devient purement gé
métrique el peut ¢éire traitée sans aucun recours & la mée
nique. Mais, malgré une telle considération, dont nous r
connaitrons plus lard I'importance pour généraliser suffio-
ment et avee facilité la nolion du centre de gravilé, il e
cerlain, d'un autre colé, que la destination essentielle de cel
recherche doil continuer a la faire classer plus convenabl
ment parmi les queslions de mécanique ; quoique, par ¢
nature propre, et aussi par le caraclére analylique de |
méthode correspondante, elle apparlienne réellement & |
géomélrie, ce quim'a engagé & l'indiquer ici par antieipatio

Telles sont les principales queslions fondamenlales dont s
compose le sysléme actuel de notre géométirie générale
deux dimensions. On voit que, sous 1L rapporl ﬂnalyuqu
elles peuvent élre netlement distinguées en trois classes:|
premiére, comprenant les recherches géométriques qui df
pendent sculement de 'analyse ordinaire; la seconde, cell
dont la solution exige I'emploi du calcul diflérentiel ; la ko
sitme, enfin, celles qui ne peuvenl étre résolues qu'h L
du caleul intégral.

1l nous reste mainlenant & considérer sous le méme aspe!
dans la le¢on suivante, 'ensemble de la géométrie général
lrois dimensions.
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De la géométrie générale a trois dimensions.

L'¢tude des surfaces se compose d'une suile de questions
glnérales exactement analogues 4 celles indiquées dans la
lecon précédente par 1‘:&;);301? aux lignes. 11 est inutile de con-
sidérer ici distinctement cclles qui ne dépendent que de I'ana-
lyse ordinaire, car elles se résolvenl par des méthodes essen-
ielement semblables; soit qu'il s'agisze de connailre le
tombre des points néeessaives i Pentitre délermination 'une
surface, soil qu'on s'oceupe de la vecherche des cenlres, soil
qu'on demande les condilions précises de Ia simililude enlre
deux surfaces du méme wenre, cte. 1 u'y a daulre différence
analylique que d’envisager des équations i trois varizbled au
lien d'équations & deux variables. Je passe donc immédia-
lement aux questions qui exigenl 'emploi de I'analyse trans-
cendante, en insislanl senlement sur les considérations nou-
velles qu'elles présentent relalivement aux surfaces,
~La premiére théorie générale est celle des plans langents.

En se servant de la méthode infinitésimale proprement dite,

on peub aisément trouver I'équation du plan qui touche une

surface quelcondue en un point donné, el qui est alors défini
- comme coincidant avee la surface dans une élenduce infiniment
pelite tout autour du point de contact, 11 suflil, en eflet, de
- tonsidérer que, afin de remplic une telle condilion, l'acerois-
sement infiniment pelit recu par l'ordonnée verlicale en ré-
sultat des accroissemenls infiniment petits des denx coor-
“données horizoutales doit éire le méme pour le plan que pour
a surface, el cela indépendamment d'aucune relalion déter-
‘minée entre ces deux derniers aceroiszements, sans quoi la
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coincidence n'aurait pas lieu en tous sens. D'aprés eelle 1
Panalyse donne immédiatemenl 'égualion générale :

r

g ey E dz .
Lo B S (. +(d—y.1y—y)
pour celle du plan langent, 2, 7, #', désignant les coordon-
nées, du point de eontacl. La détermination de ce plan, dans
chaque cas particulier, se tronve ainsi réduile & une simple
différentiation de P'équation de la surface proposée.

On peut aus=i oblenir celle équation générale du plan lan-
gent, en faisant dépendre sa recherche de la seule théorie
des tangentes aux courbes planes. I faut, pour cela, cons-
dérer ce plan, ainsi qu'on le fait habiluellement en géomélre
deseriptive, comme délerminé par les tangentes & deux set-
tions planes quelconques de la surface passanl au poinl
donné. En choisissant les plans de ces seclions pavalléles o
deux des plans coordonnés, on parvienl sur-le-champ &
I'équation précédente. Celle maniére de concevoir Je pla
tangenl donne licu d'é¢tablir facilement un important théo
réme de géométrie générale, que Monge a démonlré le pre-
mier, et qui consiste en ce que les tangenles & Loutes les
courbes qu’on peul lracer en nn méme poinl sur une surfaee
quelconque sont lonjours comprises dans un méme plan,

Enfin, il est encore possible de parvenir & I'équation génk
rale du plan tangenl en le considéranl comme perpendiculaire
4 la normale correspondante, et définissant celle-ei par s
propriélé géomdélrique direete d'étre le chemin maximum ol
minimum pour aller d’un poinl exlérieur a la surface. La
méthode ordinaive des maxima el minima suffit pour formey,
d’aprés celle nolion, les deux équations de la normale, enaje
pliquant celle méthode & Pexpression de la distance entre les
deux points, I'un situé sur la surface, 'autre extérieur, dont l¢
premicr, coneu comine variable, esl ensuite supposé fi
quand les condilions analyliques ont ¢1¢ exprimées, tandis
que le second, primilivemenl constant, est alors envisg
comme mobile, el déeril la droite eherchée. Les ¢qualions de
la normale une fois oblenues, on en déduil aisément celle dy
plan tangent. Cetle ingénicuse maniére de 1'élablir est égales
ment due & Monge,

La queslion fondamenlale que nous venons d examiper
devient, comme dans le cas des courbes, la base d'un gﬂmd
nombre de recherches relatives & la détermination du plae
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langent, lorsqu’on remplace le point de contact donné par
dautres conditions équivalentes. Le plan langent ne peul
poinl évidemmenl élre déterminé par un seul point donné
extéricur, comme I'est la tangente : il faut I'assujettir & con-
tenir une droite donnée ; & cela pres, 'analogie est parfaite,
el les deux questions se résolvent de la méme maniére. Il en
est de méme <i le plan langent doil élre paralléle & un plan
donné, ce qui fixe la valeur des deux constanles qui assignent
sa direction, el par suile détermine les coordonnées du point
de contact, dont ces constanles sont, pour chaque surface
désignée, des fonclions connues. Enfin on peut aussi trouver
comme dans les courbes, la relalion analylique qui exprime
généralement le simple phénoméne du conlact entre un plan
stune surface, sans spécifier le licu de ce conlact ; d'olx résulie
pareillement Ia solution de plusicurs queslions relalives aux
plans tangents, enlre aulres celle qui consiste 4 délerminer
unplan qui touche & lafois (roissurfacesquelconquesdonnées,
recherche analogue & celle de In tangenle commune a deux
tourbes. _

La théorie génirale des conlacls plus ou moins intimes
qui peuvenl exister enlre deux surfaces quelconques par
siite des relations plus ou moins nombreuses de leurs équa-
lions se forme d'aprés une méthode exactement semblable a
telle indiquée dans la lecon précédente relativemeni aux
tourbes, en exprimant, & 'aide de la série de Taylor pour lesg
fonctions de deux variables, la distance verlicale des deux
sirfaces en un second point voisin de leur poinl d'inlersec-
lion, et dont les coordonnées horizontales auraient recu deux
weroissements h et & entitrement indépendants 'un de
faulre. La considération de celte distance, développée selon
Isg pnissances croissantes de h et k, et dans 'expression de
laquelle on supprimera successivement les lermes du pre-
mier degré en /i el k, ensuite ceux du sccond, ele., déter-
fiinera les conditions analyliques des conlacls de différents
frdres que peuvent avoir les deux surfaces snivant le plus
simoins grand nomhre de conslanles arbitraires conlenues
tlm Féquation générale de celle qu'on regarde comme va-
fitble, Mais, malgré la conformité de méthode, cetle théorie
fésenlera avee celle des courbes une différence fondamen-
llerelativement au nombre de ces conditions, par suite de la
Beessité ol 'on se trouve dans ce cas de considérer deux
erissements indépendants au licud'un seul, Il enrésulte, en
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effet, que, afin que chaque contact ait lieu dans tous les su
possibles aulour du point commun, on doit annuler sép
rément tous les différents termes du méme degré correspor
dant, et donl le nombre augmentera autanl plus quec
degré ou I'ordre du conlacl sera plus ¢levé. Aiusi, aprish
condition de I'égalilé des deux ordonnées verticales z néees
saire pour la simple intersection, on lrouvera que le contad
du premier ordire exige, en oulre, deux relalions distingles
consistanl dans 'égalilé respective des deux fonctions dérivée
parlielles du premier ordre propres & chaque ordonnée ver
ticale. En passant au contact du second ovdre, il fauds
ajouler encore trois mnouvelles conditions, & cause d&
trois termes distincls du second degré /t el & dans expre
sion de la distance, ¢t dont la suppression compléte exigen
I'égalité respeclive des trois fouclions dérivées partielles i
second ordre relalives au = de chaque surface. On trouyer
de fa méme manic¢re que le conlact du troisiéme ordre dony
lieu en oulre & quatre autres relalions, el ainsi de suite,’
nombre des dérivées partielles de chaque ordre restanl ¢
tammenl égal au nombre de lermes en /i el & du degré o
vespondanl. 1l esi ais¢ d'en conclure, en général, que |
nombre folal des conditions dislincles nécessaires au conlit
(r4-1) (24 2)
2

les courbes il élail simplement égal & n - 1.

Par suite de celle seule différence cssenlielle, la théor
des surfaces esl loin d'ofivir & cel égard la méme facilité
de comporier la méme perfection que celle des courh:
Quand on se borne au contact du premier ordre, il y a parl
compléte, puisque ce conlact n'exige que trois condition
auxquelles on peul toujours =alisfaire & 'aide des lrois eo
lanles arbitraires que renferme I'équalion générale &
plan; de Ii résulte, comme cas particulier, la théorie ¢
plans langents, exaclement analogue 4 celle des tangeh
aux courbes, el présentanl Ja meéme utilité pour étudier
forme d’une surface quelconque. Maisil n'en esl plusd
lorsqu'on considére le conlact du second ordre, afin
mesurer la courbure des surfaces. 1l serait naturel alom
comparer toules les surfaces a la sphére, la seule qui;
senle une courbure uniforme, comme on compare toulé
courbes au cercle. Or, le contact du second ordre entred
surfaces exigeant six conditions, tandis que I'équation 8"

de lordre n, a pour valeur

, landis que du
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générale d'une sphére contient seulement qualre conslanies
arbitraires, il n'esl pas possible de trouver, en chague point
dune surface quelconque, une sphére qui soit complétement
osculatrice en lous sens, au lien que nous avons vu un are de
courbe infiniment petil pouvoir loujours élre assimilé 4 un
corlain are de cercle. D’aprés celle impossibililé de mesurer
a courbure d'une surface en chaque poinl & Paide d'une
wnle sphave, les géomelres ont déterminé les coordonnées
1 centre el le rayon d'une sphére qui, au licu d'¢éire oscula-
riee en lous sens indislinetement, le serail seulemenl dans
ne cerfaive diveetion particulicre, correspondante & un rap-
ol donné entre les deux acervoissements A el ko 11 suffil
lors, en eflet, pour ¢lablir ce contact du second ordrve relalif
ajonter, anx irois condilions ordinaires du coutact du pre-
ier ordre, la condilion unique qui résulle de la suppression
tale des termes du second degré en & el k envisagés collee-
wvemenl, sans qu'il soil nécessaire de les annuler chacun
parément ; le nombre des rveialions se {rouve par la seule-
ment égal & celui des constanles disponibles renfermdées dans
[équation générale de la sphére, qui esl ainsi déterminde.
Ce procédé se réduil proprement & éludier Iy courbure d'une
sirface en chagque poinl pae celle des dilférenles courbes que
Iracerail sur eclle surface nne snile de plans mends par la
moemale correspondante.

Dapres Ja formule générale qui exprime le rayon de cour-
bire de chacune de ses sections normales en fonclion de sa
direction, Buler, auquel est essenticllement due toute celle
héorie, a découverl plusieurs théorémes importanis relatifs
due surface quelconque. 11 a d'abord aisément élabli que,
parmi toules les seclions normales d'une surface en un méme
pint, on en pouvait distinguer deux principales, dont la
wurbure, comparée a celle de toutes les anlres, élait un mi-
umun pour la premitre, et un maximum pour la seconde, el
dont les plans présenlent eelle circonslance remarquable
ddlre constamment perpendiculaires entre eux. ILa fail voir
msuite que, quelle que pat ¢tre la surface proposée, el sans
Wil fol méme nécessaire de la définir, la courbure de ces
Jeux sections principales suffisait scule pour déterminer
somplétement celle d'une autre section normale quelconque,
‘laide d'une formule invariable el trés simple, daprés lin-
dingison du plan de celle section sur celui de la seclion de
Jos grande ou de plus petile courbure. En considérant cetle
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formule comme I'équation polaire d'une certaine cow

plane, il en a déduit une ingénieuse construction, émine
ment remarquable par sa généralité et par sa simplicilé. L/
consisle en ce que, si on conslruil une ellipse lelle que’
distances d'un de ses foyers aux deux extrémilés du grand:

soienl ¢gales aux deux rayons de courbures maximun el
nimum, le vrayon de courbure de toule aulre seclion norm:
sera égal & celui des rayons vecleurs de I'ellipse qui feraav
I'axe un angle double de l'inelinaison du plan de cette séth
sur celui d'une des sections principales. Celle ellipse -
change en une hyperbole consiruile de la méme maniin
quand les deux seclions principales ne Lourneni pas leurco
cavité dans le méme sens: enfin elle devienl une parabo
lorsque la surface esl du genre de celles qui peuvenl il
engendrées par une ligne droite, ou qu'elle présents 1
inflexion au point que l'on considére. De cetle belle pr
pri¢té fondamentale, on a conelu plus tard un grand nor
bre de Lhéorémes secondaires plus ou moins inléressan

que ce n'esl pas ici le lieu d'indiquer. Je dois seulem:
signaler le théoréme essentiel par legquel Mennier a compl!
le travail d’Euler, en rattachanl la courbure de toules!
courbes quelconques qui peuvent ¢lre bracdes sur une surl:
en un méme poinl, & celle des seclions normales, les sell
qu'Euler el considérés. Ce théoréme consisle en ce quo
centre de courbure de toute seclion oblique pent étre e
sagé comme la projection sur le plan de celle section,

centre de courhure correspondanl & la seclion normale

passerail par la méme langenle : d'oit Meunier a déduil v
construction forl simple, d aprés laquelle, par I'emploid

cercle analogue & I'ellipse d’Euler, on délermine la courb
des seclions obliques, connaissant celles des sections b
males; en sorle gue, par la combinaison des deux théorém

la seule courbure des deux sections normales principalessy

pour oblenir celle de Loules les aulres courbes qu'on p

lracer sur une surface d'une maniére quelconque en chag

poinl considéré.

La théorie précédenie permel d'étudier compléteme
point par poinl, la courbure d'une surface quelconque, A
de lier plus aisément entre elles les considérations relat
aux divers points d'une méme surface, les géomeélres 0
cherché a déterminer ce qu'ils appellent les lignes de colirbs
d'une surface, c’esl-d-dire, celles qui jouissent de la prope
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que les normales consécutives a la surface peuvent y étre
regardées comume comprises dans un méme plan. En chaque
poinl d’une surface quelconque, il existe deux de ces lignes,
jqui se lrouvent &lre constammmenl perpendiculairves entre
elles, et donl les directions coineident & leur origine avee
celle des deux scelions normales principales considérées ci-
dessus, ce qui peul dispenser d'envisager distinetement ces
ulfcrnlLres La délermination de ces Iwm s do courbure s'ef-
fectue trés simplemenl sur les surfaces les plus usuelles;
lelles que les surfaces eylindrigques, couiques, et de révolulion.
Cetle nouvelle considération fondamentale est d'ailleurs de-
venue le point de départ de plusicurs autres recherches gé-
nérales moins imporlantes, comme celles des surfaces de
courbure, qui sonl les licux gcéomdélriques des centres de
courbure des diverses seclions principales; celle des surlaces
léveloppables formées par les normales a la surface menées
sux différents points de ehague ligne de conrbure, ete.

Pour lerminer examen de la Lthéorie de la courbure, il me
reste a indiquer sommairement ce qui se rapporle aux courbes
t double courbure, ¢’est-d-dire, & celles (ui ne peuvent élre
tontenues dans un plan.

Quant & In délermination de leurs tangentes, elle n'offre
fidemment ancune difficulté. Sila cour [)t' esl donnde analy-
liquement par les équalions de ses projecitions sur deux des
plans coordonnés, les équations de sa langenle seront sim-
plement celles des tangenles & ces deux projeclions, ce qui
fail renlrer la uestion dans le cas des courbes planes. Si,
8us un poinl de vue plus géndéral, la définition analytique de
la courbe consiste, ainsi que Uindique la douzidme lecon,
lans le sytéme des équations des deux surfaces quelconques
lont elle serail l'inlerseclion, on regurdera la langenle

amme élant Pinlersection des pkm-, antrvnis a cos deux sur-
lices, et le probléme sera ramené a Ll'iUl du plan langenl, ré-
olu ci-dessus,

La courbure des courbes de ceile nalure donne lieu a I'éla-
Blissement d'une nolion nouvebe fort importanle. En cffet,
lans une courbe plane, la courbire se lrouve ébre sulfi-
amment appréciée en mesuranl Pinflexion plus ou moins
taide des élémenls conséeulifs les uns sur les aulres, qui
sl estimée indireclement par le rayon du cercle osculaleur.
Mals il n'en est nullement ainsi daus une courbe qui n’est

Wint plane. Les éléments conséeutifs n'étant plus alors con-
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tenus dans un méme plan, on ne peut avoir une idée exacle
de la courbure quen considérant distinclement les angles
qu'ils forment enlre eux el aussi les inclinaisons muluelles
des plans qui les comprenient. H faul done, avant tout, con-
mencer par fixer ee qu'on doii entendre & chaque instant par
le plan de la courbe, ¢'esl-a-dire, celui que déierminent trois
poinls infiniment voising, el qu'on appelle, pour cette raison,
le plan osculatenr, qui change conlinuellement d'un pointd
un aulre. La posilion de ce plan une fois abienue, la mesupe
de la courbure ordinairve, & aide du cercle osculaleur, ne
présente plug évidemment aucune difficulté nouvelle. Quant
a la seconde courbure, elle est estimée par angle plus ou
moins grand que forment entre enx deux plans osculaleurs
conséeulifs, el dont il est aisé de lrouver généralement l'ex
pression analylique. Pour élablir plus d'analogie entre la
théorie de celle courbure el celle de la premiére, on pourrail
également la regarder comme mesurée indireclemenl d'apri
le rayon de la sphére oscuiairice qui passerail par quale
poinls infiniment voisins de la courbe proposée, cf donl
Iéquation se formerail de la méme manicre que celle du
plan osculaleur. On l'apprécie ordinairement par la courbur
maximum que préseute, au poinl considéré, la surface déve-
loppable qui est le lieu géomdéivique de loutes les tangentes
a la courbe proposcée.

Nous devons passer mainlenanl a lindicalion des ques
tions de géomdélrie générale 4 trois dimensions qui dépen-
denl du caleul intégral ; elles comprennent Ia quadrature des
surfaces courbes, ct la cubature des volumes correspon
dants.

Relalivement & la quadrature des surfaces courbes, il faul;
pour ¢labliv I'équation différentielle générale, concevoir lo
surface parlagée en éléments plans infiniment petits dans
tous les sens, par quatre plans perpendiculaires deux a dens
aux axes des coordonnées = cl y. Chacun de ces élémenls
situé¢ dans le plan tangen! correspondant, aurait évidemmel
pour projeclion horizonlale, le rectangle formé par les difl
rentielles des deux coordonnées horizontales, el dont L'aire
serait dady. Cetle aire donnera celle de I'élément lui-méme
d’aprés un théoréme élémentaire fort simple, en la divisat
par le cosizus de 'angle que fait le plan tangent avec le plas
des «y. Ontrouvera ainsi que 'expression de cel élémented
généralement :
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rZQSzdrdy\/gis_f.@_;_i

da? = dx?

(est done par la double intégration de celie formule diffé-
rentielle & deux variables qu'on connaitra, dans chaque cas
parliculier, 'aire de la surlace proposée, aulant que pourra
le permettre l'imperfection acluelle du calcul intégral. Les
limites de chaque intégrale successive seront délerminées par
lanature des surfaces donl l'intersection avec celle que l'on
considére devra eirconserive I'élendue & mesurer, en sorte que,
dans I'applicalion de celte méthode générale, il faudra ap-
porter un soin parliculier 4 la maniére de fixer les cons-
lantes arbitraires ou les fonctions arbilraires inlroduites par
I'intégration.

Relativement & la eubature des volumes terminés par les
surfaces courbes, le systéme de plang & Tl'aide duquel nous
venons e différentier I'aire peul aussi servir immédialement
i décomposer le volume en éléments polyédres, Il est clair, en
effet, que I'espace infiniment petil du second ordre compris
entre ces quatre plans doil élre envisagé, suivant I'esprit de
la méthode infinitésimale, comme ¢gal au parallélipipéde
rectangle ayant pour hauteur I'ordonnée verticale z du point
ue l'on considére el pour base le reclangle dady, puiscque
lear différence est évidemment un infiniment petit du troi-
sitme ordre, moindre que dedydz. D'apres cela, un des plus
simples théorémes de la géomélrie élémentaire fournira
directement, pour l'expression différenticlle du volume cher-
thé, I'équation générale

£V ==zdedy;

{olt I'on déduira, par une double inlégration, dans chaque
cas particulier, la valeur effeclive de ce volume, en ayant le
méme égard que préeédemment & lIa délerminalion des limites
le chaque inlégrale, conlormément i la nature des surfaces
qui devronl circonserire latéralement le volume proposé.

_Sans entrer ici dans aucun délail relatif & la solution dé-
finilive de I'une ou de l'autre de ces deux questions fonda-
mentales, il peut &lre ulile de remarquer, d’aprés les équalions
différentielles préeédentes, une analogie géndérale et singu-
libre qui existe nécessairement entre elles, el qui permeltrail
le transformer loute recherche relative i la quadralure en
ine recherche correspondante relalive & la cubature. On voit,

o eflet, que les deux équations différentielles ne différent

A-C,— L 19
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que par le changement de z en \/d ”1—]

dzt ' dy?
la seconde & la premiére. Ainsi aire d'une surface coube
quelconque peut élre regardée comme numdériquement éile
au volume d'un corps lerminé par une surface dont 'ordonnd
verlicale aurait & chaque inslanl pour valeur la sécante de
l'angle que fail avee le plan horizoutal Ie plan langent cor-
respondant 4 la sarface primilive, les limites étant d'ailleurs
supposées respeclivement les mémes.

Pour terminer I'examen philosophique de lagéomélrieging.
rale & trois dimensions, il me reste a considérer sommaire-
ment la belle conception fondamentale ¢établie par Mong:
relalivement & la classification analylique des surfaces «
familles naturelles, qui doil étre regardée comme le perfo-
tionnement le plus imporlant qu'ail regu la seience géoin-
trique depuis Descarles el Leibnilz.

Quand on se propose d'éludier, sous un point de vue gén-
ral, les propriétés spéciales des diverses surfaces, la premicr
difficulté qui se présente consiste dans I'absence d'une bonne
classticalion, délerminée par les caractires géomeétriques
les plus essenlicls, el d'ailleurs suffisamment simple. Dés li
fondation de la géométric analytique, les géometres ont éIf
involonlairement conduils & classer les surfaces, comme les
courbes, par la forme et le degré de leurs équalions, seul:
considéralion qui s'offrit d'elle-méme & Pesprit pour servi
de base a une distinction dont 'importance n'avait d'abord I/
nullement senlic, Mais il esl ais¢ de voir que ce prineipe ¢
classificalion, convenablement applicable aux ¢qualions i
premier el du sccond degré. ne remplit aucune des conl
tions principales auxquelles doit satisfaire un tel travail, I
cffet, on sail que Newton, en discnlant I'équation généril
du treisiéme degré & deux variables, pour se borner ils
simple énumération des diverses courbes planes qu'elle po!
représenter, a reconnu que, bien qu’clles fussenl toutes né
cessairement indéfinies en loul sens, on devail en disting)
74 especes particulidres, aussi dilférenles les unes des auli
que le soul entre elles les trois courbes du second degrt
Quoique personne n'ait analys¢ sous le méme point devu
léquatlon giéntérale du gualricme degié & deux variables.
n'esl pas dautem qu'elle ne dal faire nailre un nombr
beaucoup plus considérable encore de courbes dislineles;:
ce nombre devrail évidemmeont augmenter avec une pro

—t—i en passaul
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gieuse rapidité d'aprés le degré de I'équation. Si maintenant
lon passe aux équations & trois variables, qui, vu leur plus
grande complicalion, présentent nécessairement bien plus de
variété, il est inconleslable que le nombre des surfaces vrai-
ment distinetes qu'elles penvent exprimer doil étre encore plus
mulliplié, el erolire beancoup plus rapidement d'apres le de-
gré. Cetle multiplicilé devient telle qu'on s'est toujours borné
hanalyser ainsi les ¢qualions des deux premiers degrés, ancun
géomélre m'ayant tenté pour les surfaces du Lroisiéme degré
ce qu'a exéeulé Newlon pour les courbes correspondantes.
Il suit donc de celle considération évidente que, quand
méme imperfection de I'algébre ne s'opposerail pas & I'em-
ploi indéfini d'un procédé semblable, la classificalion géné-
rale des surfaces par le degré et la forme de leurs équations
serail enlieremenl impraticable. Mais ce motif n'est pas le
seul qui doive faire rejeler une lelle classification ; il n'est
poinl méme le plus importanl. En effel, celle maniére de
disposer les surfaces, outre l'impossibiliié de la suivre, se
lrouve direclement conlraire 4 la principale destinalion de
loute bonne classification quelconque, consislant & rappro-
cher le plus les uns des autres les objets qui offrent les rela-
lions les plus imporiantes, el a ¢loigner ceux dont les analogies
ont peu de valeur. L'idenlil¢ du degré de leurs équalions
est, pour les surfaces, un caraclére d'une valeur géoméirique
frés médiocre, qui n'indique pas méme exaclemenl le nombre
des poinis nécessaives & 'enticre délerminalion de chacune.
la propriété commune la plus imporlanle & considérer enlre
des surfaces consiste évidemment dans leur mode de géné-
ration ; Loules celles qui sonl engendrées de la méme manicre
devant offrir nécessairemenl une grande analogie géomé-
lique, tandis quelles ne sauraient avoir que de trés faibles
rssemblances si elles sont engendrées d'aprés les modes
ssenliellement différents. Ainsi, par exemple, toules les sur-
laces cylindriques, quelle que soil la forme de leur base,
tonstituent une méme famille naturelle, dont les diverses
“Spéees présentent un grand nombre de propriélés communes
it premiére imporlance : il en esl de méme pour loules les
urfaces coniques, el aussi pour Loules les surfaces de révolu-
ion, ete, Or, cel ordre naturel se lrouve complélement détruit
jor la classificalion fondée sur le degré des équalions. Car
les surfaces assujellies & un méme mode de généraiion, les
wrfaces cylindriques, par exemple, peuvent fournir des équa-
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lions de tous les degrés imaginables, & raison de la seule difi-
rence secondaire de leurs bases ; landis que, d'un aulre cdlé,
des équations d'un méme degré quelconque expriment souvenl
des surfaces de nalure géométrique opposée, les unes
cylindriques, les autres coniques, ou de révolution, etc. Une
telle elassification analylique est donc radicalement vicieuse,
comme séparant ce qui doit étre réuni, el rapprochant ce
qui doit étre distingué. Cependanl, la géomélrie générale
étanl enliérement fondée sur 'emploi des considéralionsel
des mélhodes analyliques, il esl indispensable que la classi-
fication puisse prendre aussi un caraclére analylique.

Tel était donc I'étal précis de la difficulté fondamentale, si
heureusement vaincue par Monge : les [amilles nalurelles
entre les surfaces étant clairement ¢lablics sous le point de
vue géomélrique d'aprésle mode de géndéralion, il fallail
découvrir un genre de relalion analytique destiné & présenter
constamment une inlerprétation abstraile de ce caractére cor
crel. Cetle découverte capitale élait rigoureusement indis
pensable pour achever de constituer la théorie générale de
surfaces,

La considération, que Monge a employée pour y parvenir
consiste dans celle observalion générale, aussi simple qu
directe : les surfaces assujelties & un méme mode de gén
ration sont nécessairement caractérisées par une certaine pro
priété commune de leur plan langent cn un poinl quel
congue ; en sorle qu'en exprimant analytiquement cetle pre
priété d'aprés I'équalion générale du plan tangent &
surface quelconque, on formera une équalion différentiell
représenlant 4 la fois toules les surfaces de cetle famille.

Ainsi, par exemple, loule surface cylindrique présente &
caractére exclusif: que le plan langent en un point que!
conque de la surface est constamment parallele & la droil
fixe qui indique la direclion des généralvices. D'aprés cels
il est aisé de voir que les équations de celte droite étant sy
posées élre

r=aqaz y= bz
I'équation générale du plan langent élablic ci-dessus donne
pour I'équation diftérenticlle commune & toutes les sarfae
eylindriques :
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De méme, relativement aux surfaces coniques, elleg sont
toutes caraclérisées sous ce point de vue par la propriéié
nécessaire que Jeur plan langent en un point guelconque
passe constammenl par le sominet du cone. Si donc «, &, v,
désignent les coordonnées de ce sommet, on trouvera immé-
diatement

dz dz
(;I:—m‘}a +(g—J)RH::—T
pour I'équalion différventiclle représentant la famille entitre
des surfaces coniques.

Dans les surfaces de révolution, le plan tangent en un
point quelconque esl toujours perpendiculaire au plan méri-
dien, c’est-a-dire & celui qui passe par ce point et paraxe de
la surface. Afin d'exprimer analyliquement celle propriélé,
d'ime maniére plus simple, supposons que l'axe de révelution
soit pris pour celui des = : I'équalion dilférenliclle commune &
loute cette famille des surfaces sera

Yl = dz
JJ.E_ J."“(E: 0-

Il serait superflu de cifer jei wn plus grand nombre
d'exemples pour ¢labliv elairement, en général, que quel que
soit Ie mode de génération, toutes les surfaces d'une méme
famille naturelle sonl susceplibles d'¢lre représentées ana-
lytiquement par une méme équalion qux différences par-
lielles contenanl des conslantes arbilraires, daprés une pro-
priélé commune de leur plan tangent.

Afin de compléter celle correspondance fondamentale et
nécessaire entre le point de vue géomélrique et le point de
vue analylique, Monge a considéré en outre les équations
finies qui sont les inlégrales de ces équalions diflérentielles,
el quon peul d’ailleurs presque loujours facilement obtenir
aussi par des recherches direeles. Chacune de ces équations
finies doit, comme on le sail par la théorie générale de l'inté-
gration, conlenir une fonclion arbitraire, si 'équation difléren-
tielle est seulement du premier ordre; ce qui n'empéche pas
que de telles équations, quoique beancoup plus générales que
celles donl on s'occupe ordinairement, ne présentent un sens
nellement déterminé, soil sous le rapport géomélrique, soit
sous le simple rapport analylique. Celle fonclion arhilraire
correspond 4 ce qu'il y a d'indéterminé dans la généralion des
surfaces proposées, a la base, par exemple, si les surfaces

-
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sont eylindriques ou coniques, 4 la courbe méridienne, =i ¢l
sont de révolulion, ete. (1). Dans cerlains cas méme, [y
tion finie d'une famille de surfaces contient & la fois de
fonctions arbitrairves, affectées o des combinaisons disline
des coordonnées variables; c’est ce quia lieu lorsque I'éqs
lion différentielle correspondante doil élre du second vrd
sous le poinl de vue géomélrique, cetle indélerminalion
grande indique une famille plus générale, et néanmoins car
térisée. Telle est, par exemple, la famille des surfaces
veloppables, qui comprend, comme subdivisions, toules

surfaces cylindriques, loules les surfaces coniques, ¢l u
infinité d’'aulres familles analogues, et qui peul cepcnds
étrenetlement définie, dans sa plus grande généralité, conn
étanl U'enveloppe de I'espace parcouru par un plan quise i
en restanl loujours langenl & deux surfaces fixes quieled
ques, ou comme le lieu géométrique de loules les langenl
& une méme courbe quelconque A double courbure. Cegrou
nalurel de surfaces a, pour équation différentielle invasiall
celle équation (rés simple, découverte par Euler, enlre ]
trois dérivées parlielles du second ordre :

( diz N d¥z Az

daedy) duat dyt

L'équation finie conlient done néeessairement deux [on
tions arbitraires distinctes qui corvespondenl géomélriqu
ment aux deux surfaces indélerminées sur lesquelles o
glisser le plan généraleur, ou aux deux équations quelconigm
de la courbe directrice.

Quoiqu'il soit ulile de considérer les équalions finies o
familles naturelles de surfaces, on concoil néanmoins (i
I'indéterminalion des fonclions arbitraires qu'elles renfermen
inévilablement doil les rendre peu propres & des travi
analyliques soulenus pour lesquels il est bien préférabl
d’employer les équations différentielles, ol il n'entre que

(1) On trouve, par exemple, soil d'aprés les considérations direcles
de géométrie analylique, oil en résultal des méthodes d'intégralion,
que les surfaces cylindrigues cb les surfaces coniques onb o
¢quations finies

T—a y—5
w—az = (y — bz}, = — (J-—)

Y =7

¢ désignant une fonetion entiérement arbilraire.
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simples constantes arbitraires, malgré leur nature indirecte.
Cest par 1a que P'étude générale el régulitre des propriétés et
des diverses surfaces est réellement devenue possible, le point
de vue commun ayant pu ainsi élre saisi el séparé par I'ana-
Iyse. On concoil qu'uné telle coneeplion ait permis de décou-
veir des résultals d'nn degré de généralité et dintérél infini--
ment supéricurs A ceux quon pouvail oblenirauparavant. Pour

ne citer qu'un seul exemple trés simple, qui est fort loin d'étre

le plus remarquable, ¢'est par une semblable méthode de

géométrie analylique qu'on a pu reconnaitre celle singuliére

propriété de toute équalion hemogéne i trois variables, de

représenter nécessairement une surface conique dont le som-

mel est situé & Povigine des coordonnées; de méme parmi

les recherches plus difficiles, il a ¢1é possible de délerminer,

al'aide du caleul des varialions, le plus court chemin d'un

point & un autre sur une surface développable quelconque,

sans qu'il [t néeeszaire de la parlicularizer, ete.

J'ai cru devoir ici accorder queliue développement a l'expo-
sition philosophique de cette belle eonception de Monge, qui
constitue, sans contredit, son premier liire & la gloire, el
dont la haule importance ne me semble poinl avoir encore
¢ dignement sentie, excepté par Lagrange, si jusle appré=
clateur de Lous ses émules. Je regrelle méme d'élre réduit,
parles limites nalurelles de ceb ouvrage, d une indication aussi
mparfaile, ol je n'ai pu seulement signaler henreuse réac-
lion pécessaire de celle nouvelle géométrie sur le perlec-
lionnemenl de I'analyse, quant & la théorie générale des
tquations diflérenlielles A plusieurs vanables,

En médilant sur cetle classificalion philosophique des sur-
laces, essentiellement analogue aux méthodes naturelles que
les physiologistes ont lenté d'établir en zoologie el en bota-
nique, on est conduil & se demander si les courbes elles-
mémes ne comportent pas une opéralion semblable. Vu la
variété infiniment moindre qui exisle entre elles, un tel tra-
vail est & la fois moins imporiant et plus difficile, les carac-
tbres qui pourraienl servir de base n'étanl poinl alors &
beaucoup prés aussi tranchés, Il a donc élé nalurel que
lesprit humain s'occupat d'abord de classer les surfaces.
Mais on doil sans doule espérer que cel ordre de considéra-
lion s'élendra plus lard jusquaux courbes. On peul méme
apercevoir déja enlre clles quelques familles vraiment natu-
relles, comme celle des paraboles quelconques, et celle des
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hyperboles quelconques, etc. Néanmoins, il n'a été encom
produit aueune conceplion générale directement propre
déterminer une telle classification.

Ayanl ainsi exposé aussi nettement qu'il m'a 6té possible,
dans cetie lecon el dans I'ensemble des qualre précédentes,
le véritable caractére philosophique de la seclion la plus
générale et la plus simple de la mathématique concréte, jo
dois mainlenant entreprendre le méme travail relativemenl
& la science immense et plus compliquée de la mécanique
rationnelle. Ce sera I'objet des qualre lecons suivantes,



QUINZIEME LECON

Considérations philosophiques sur les principes fondamentaunx
de la mécanique rationnelle. '

Les phénoménes mécaniques sont, par leur nalure, comme
nous 'avons déja remarqué, & la fois plus particuliers, plus
compliqués et plus concrets que les phénomenes géomé-
triques. Aussi, conformément & l'ordre encyclopédique élabli
dans cel ouvrage, plagons-nous la mécanique rationnelle aprés
la géomélvie dang ecelle exposition philosophique de la
mathémalique conereéle, comme étant nécessairement d'une
tlude plus difficile, et, par suile, moins perfectionnée. Les
questions géomélriques sonl loujours complélemenlindépen-
danles de Loute considéralion méeanique, landis que les
qestions mécaniques se compliquent conslamment des con-
sidérations géométriques, la forme des corps devant influer
mévilablement sur les phénoménes du mouvement ou de
ltquilibre. Cette complication est sonvenl telle que le plus
simple changement dans la forme dun corps suffit seul pour
augmenter extrémement les difficultés du probléme de méca-
nique dont il est le sujet, comme on peul s'en faire nue idée
en considérant, par exemple, Vimportante détermination de
la gravitation mutuelle de deux corps en vésullat de celle de
loutes leurs molécules, question qui n'est encore compléle-
ment résolue qu’en supposant & ces corps une forme sphé-
tique, et ol, par conséquenl, le principal obstacle vienl évi-
demment des eirconslances géomélriques.

Puisque nous avons reconnu, dans les lecons précédentes,
que le caraclére philosophique de la science géomélrique
dait encore alléré & un certain degré par un resle d'influence
tés sensible de D'espril mélaphysique, on doil s‘allendre
uitarellernent, vu cetle plus grande complication nécessaire
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de la méecanique rationnelle, & 1'en Lrouver bien plus proio:
dément affectée. Clest ce qui n'est, en effel, que trop facile 2
constaler. Le caractére de science naturelle, encore plus éi-
demment inhérent & la mécanique qu'a la géométrie, ed
aujourd’hui complétement déguisé dans presque tous I
esprils par Pemploi des considérations ontologiques. (i
remarque, dans loules les notions fondamentales de cell
science, une confusion profonde et conlinuelle enlre le poitl
de vue abslrait el le point de vue conerel, qui empéche
distinguer nellement ce qui est réellement physique de
qui est purement logique, et de séparer avec exactitudel:
conceplions arlificielles uniquement destinées 4 facilil
I'établissement des lois générales de I'équilibre on du mou
vewenl, des fails nalurels fournis par I'observalion effecti:
du monde extéricur, qui constiluent les bases réelles de b
seience. On peul méme reconnailre que I'immense perfectio
nement de la mécanique rationnelle depuis un siécle, soil sois
le rapport de l'extension de ses lhéories, soit quant & lenr
coordination, a fail, en guelque sorle, rélrograder sous co
rapport la conception philosophique de la science, qui e
communément exposée anjourd’hui d'une maniére heaudouy
moins netle que Newton ne l'avait présenlée. Ce dévelop:
pement ayanl ¢lé, en effel, essentiellement obtenu pur
I'nsage de plus en pluw exclusif de 'analyse mathémalique
llml}Ol'l"'ll'lGO prépondérante de cel admirable inslrument s
fait graduellement contracler I'habilude de ne voir dans b
mécanique ralionnelle que de simples questions d’analyse:
et, par une extension abusive, quoique trés naturelle, dup
telle maniére de procéder, on a tenté d’élablir, a prion
d'aprés des considérations purement analyliques, jusquan:
principes fondamentaux de la science, que Newlon s'élal
sagement borné & présenler comme des résullats de la seul:
observation. C'est ainsi, par exemple, que Daniel Bernouilli
d’Alembert et, de nos jours, Laplace, onl essayé de prou\‘i
la régle élémentaire de la composition des [orces pard&
démonstrations uniquement analytiques, dont Lagrange sei
a bien apergu l'insuffisance radicale et nécessaire. Tel est
maintenanl encore, l(sput qui domine plus ou moins ches
lous les géometres, 11 est néanmoins évident, en thése génk
rale, comme nous I'avons plusieurs fois remarqué, que I
lyvse mallmmathue quelle que <oif son extréme importa
doulj ai taché de donner une jusle idée, ne saurait elm,
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1 nature, qu'un puissant moyen de déduction qui, lorsqu'il
sLapplicable, permel de perfectionner une science au degré
plus éminent, aprés que les fondements en onl éLé posés,
wis qui ne peut jamais suffive & établir ces bases elles-mémes.

vil élait possible de constituer entitrement la science de la

mécanique d’apres de simples conceplions analytiques, on ne

pourrail se représenter commenl une telle seience deviendrait
jamais vraiment applicable a I'élude effective de la nalure. Ce
qui élablit la réalité de la mécanique ralionnelle, ¢’esl préci-
sément, au contraire, d'¢tre fondée sur quelques faits géné-
muxX, immédiatement fournis par 'observation, el que tout
philosophe vraiment posilif doil envisager, ee me semble,
comme n'étant susceptibles d'aucune explication quelconque.
lest done cerlain qu'on a abusé en mécanique de l'esprit
malylique, beaneoup plus encore quen géomélirie. Lobjet
picial de celte legon est dindiquer comment, dans 1'élal
wtuel de In science, on peul établic nellement son vérilable
aractére philosophigue, el la dégoger définitivement de toute
nfluenee métaphysique, en distinguant constammentle point
le vue abstrail du point de vue concrel, et en effectnant une

“paration exacle enlre la parlie simplement e,xp(,rim{-ntale
lslascience et la partie purement rationnelle. D'aprés le but
lecet ouvrage, un lel lravail doit nécessairement précéder les

tonsidérations générales cur la composition effeclive de celte
wience, qui seronk successivement exposées dans les trois
lcons suivantes.

Commengons par indiquer avec précision 'objel général de
lscience,
Ona I'habitude de remarquer dabord, et avee beauconp

It raison, que la méeanique ne cousidére poinl, non seule-
nenl les causes premiéres des mouvemenls, qui sont en
ithors de toute philosophie posilive, mais méme les circons-
ices de leur production, lesquelles, quoique constituant
‘ellement un sujet intéressant de recherches positives dans
s diverses parties de la Phystque, ne sont nullement du res-
ot de la m(,camquo qui se horne & envisager le mouvement
wli-méme, sans s'enquérir de quelle maniére il a é1¢ déter-
mné, Ainsi ](—}b forees ne sonl anlre chose, en méeanique, que
% mouvements produils ou lendanl & se produire; et deux
rees qui impriment & un méme corps la méme vilesse dans
ambme direclion sont regardées comme identiques, quelque
terse que puisse élre leur origine, soil que le mouvement
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provienne des contractions musculaires d'un animal, ou del
pesanleur vers un cenbre allraclif, on du choe d'un cop
quelconque, ou de la dilatation d'un fluide élastique, elt
Mais, quoique celle maniére de voir soit heureusement dev
nue aujourd’hui tout & fail familiéve, il reste encore aux gl
melres & opérer, sinon dans la conceplion méme, du moin
dans le langage habituel, une réforme essenlielle pour éear
ler entiérement I'ancienne notion mélaphysigue des fores
et indiquer plus netlement qu'on ne le fail encore le véritable
point de vue de la méeanique (1).

Cela posé, on peut caractériser d'une maniére trés préis
le probléme général de la mécanique rationnelle. II consist
A délerminer I'effel que produiront sur un corps donné difft
renles forces quelconques agissant simultanément, lorsqu
connatl le mouvemenl simple qui résulterail de 1'action 1%
lée de chacune d'elles; ou, en prenant la question en s
inverse, & délerminer les mouvements simples dont la con
binaison donnerail lien & un mouvemenl composé connu, (¢
énoncé monlre exactemenl quelles sonl nécessairement It
données et les inconnues de loute question mécanique, ()
voit que I'étude de 'aclion d'une force unique n'est jamais
proprement parler, du domaine de la mécanique rationnell
ol elle est loujours supposée connue, ear le cecond problén
général n'est susceplible d'eétre résolu que comme é
I'inverse du premier. Toule la mécanique porte donc esse
tiellement sur la combinaison des forces, soit que de len
concours il résulte un mouvement dont il faul étudier It
diverses circonslances, soil que par lenr neulralisafic
mutuelle le eorps se trouve dans un élat d'équilibre dont
s'agil de fixer les condilions caraclérisliques.

Les deux problémes généraux, I'un direct, Uaulre invers
dans la solution desquels consiste la science de la mécanigi
ont, sous le rapport des applications, une importance égak
car, taniot les mouvemenls simples peuvent étre immédl

(1) Il importe de remarquer aussi que le nom méme de la seier
est extrémement vicicux, en ce qu'il rappellc seulement unéde#
applications les plus secondairves, ce qui devient habituellement
source de confusion, gqui oblige & ajouter fréquemment Uadjectifpall
nelle, dont la répélition, quoique indispensable, est fastidieuse, Les)"
losophes allemands, pour éviter cet inconvénient, onl eréé la dénor
nation beaucoup plus philosophique de phoronomie, employbe di
traité d'Hermann, et dont Padoption générale serail Irds disint
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lement éludiés par I'observation, tandis que la connaissance
du mouvement qui résultera de leur combinaison ne saurait
ttre oblenue que par la théorie; et tanldl, au conlraire, le
mouvement composé peul seul dtre effeclivement observe,
tandis que les mouvements simples, donl on le regardera
comme le produil, ne sont susceplibles d'élre déterminés que
rationnellement. Ainsi, par exemple, dans le cas de la chute
oblique des corps pesants 4 la surface de la lerre, on connail
les deux mouvements simples que prendrail le corps par
l'action isolée de chacune des forces donlil est animé, savoir,
la direction et la vitesse du mouvement uniforme que produi-
rait la seule impulsion, el la lot d’accélération du mouvement
vertical varié, qui résullerail de la seule pesanteur; dés lors,
on se propose de découvrir les diverses circonslances du
mouvement composé produil par I'action combinée de ces
deux forees, c'est-d-dire de déterminer la trajecloire que
(décrira le mobile, sa direclion el sa vilesse acquise 4 chaque
Jnstanl, le temps qu'il emploiera & parvenir & une cerlaine
posilion, ele.; on pourra, pour plus de généralilé, joindre
L.'aux deux forces données la résistance du milieu ambiant,
pourvu que la loi en soil ¢galement connue. La méecanique
téleste présente un exemple capilal de la question inverse,
dans la délermination des forces qui produisent le mouve-
ment des planéles aulour du soleil, ou des salelliles aulour
des planttes. On ne peut alors connailre immédialement que
e mouvement composé, et cest d’apres les circonslances
eractéristiques de ce mouvement, telles que les lois de
Keépler les ont résumées, qu'il faut remonler aux forces ¢lé-
mentaires donl les aslres doivenl élre congus animés pour
torrespondre aux mounvements effeclifs; ces forces une fols
connues, les géomeélres peuvent utilement reprendre la ques-
lion sous le point de vue opposé, qu'il edl été impossible de
suivre primitivement.

- La véritable destination générale de la mécanique ration-
‘nelle étant ainsi netlemenl concue, considérons maintenant
es principes fondamentaux sur lesquels clle repose, et d'abord
examinons un arlifice philosophique de la plus haule impor-
lance relativement # Ja maniére dont les corps doivenl élre
tvisagés en mécanique, Celle conceplion mérile d'antant
plus notre atlention qu’elle est encore habituellement entou-
ée d'un épais nuage métaphysique, qui en fait méconnaitre
 Yraie nature.
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11 serait entiérement impossible d'établir aucune propos:
tion générale sur les lois abstrailes de Péquilibre ou du mow
vement, si on ne commengail par regarder les corps comim
absolumenl inerfes, ¢’esl-i-dire comme toul & fail incapable
de modifier sponlanémenl l'aclion des forces qui leur sol
appliquées. Mais la maniére dont celle conceplion fondamen
tale est ordinairement présentée me semble radicalemen
vicicuse. D'abord celle nolion abslraile, gui n'est quu
simple arlifice logique imaginé par 'esprit humain pour fad
liter la formation de la mécanique rationnelle, ou pluldt pour
la rendre possible, esl souvent confondue avee ce qu
appelle forl improprement la loi d'inerlie, qui doil én
regardée, ainsi que nous le verrons plus bas, comme m
résultat général de l'observation. En second licu, le caractin
de celle 1dée est d'ordinaire tellement indécis qu'on ne sl
peint exaclement si cel élal passil des corps est puremen
hypothétique, ou s'il représenle la réalilé des phénoménes
nalurels. Enfin, il résulle fréquemment de cette indétermi:
nation, que I'espril esl involontairement porté A regarder e
lois générales de la méeanique rationnelle comme élant pir
clles-mémes exclusivement applicables & ce que nous appe:
lons les corps bruals, landis qu'elles se vérifienl nécessaire
ment, au contraire, Loul aussi bien dans les corps organisés
quoique leur application précise y rencontre de bien plv
grandes difficullés. Il importe beaucoup de rectifier sous ¢
divers rapporls les nolions habituclles.

Nous devons nellemenl reconnailre avant tout gue cet é
passif des corps esl une pure abstraclion, directement eon
traice & leur vérilable constilulion.

Dans la maniére de philosopher primilivement employé
par l'esprit humain, on concevait, en effel, la matiére comm
élant réellement par sa naluve essenliellement inerte ou pas
sive, toute aclivilé lui venanl néeessairement du dehors, s
I'influence de certains éires surnaturels ou de certaines entil!
métaphysiques. Mais depuis que la philosophie posilive
commenecé & prévaloir, et que esprit humain s'esl borné
¢ludier le vérilable état des choses, sans s'enquérir des equse
premiéres el génératrices, il esl devenu évident pour lou
observaleur que les divers corps naturels nous manifesten!
lous une aclivilé¢ sponlanée plus ou moins élendue, Il n'ya,
sous ce rapporl, entre les corps bruts el ceux que nous nog:
mons par excellence animds, que de simples différences d¢
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degrés. D'abord, les progrés de la philosophie naturelle ont
pleinement démonlré, comme nous le conslalerons spécia-
lement plus tard, qu’il n’existe point de mali¢re vivanle pro-
prement dite sui generds, puisqu'on retrouve dans les corps
animés des éléments exaclement idenliques 4 ceux que pré-
sentent les corps inanimés. De plus, il est aisé de reconnaifre
dans ces derniers unc activité spontanée exaclement analogue
& celle des corps vivanls, mais seulemenl moins variée. N'y
eit-il dans toutes les molécules malérielles d’autre propriété
que la pesanteur, cela suffirait pour inlerdire & loul physicien’
de les regarder comme essentiellement passives. Ce scrait
winement qu'on voudrail présenter les corps sous un point
de yue enlicrement inerle dans l'acte de la pesanteur, en
disant qu'ils ne font alors qu'obéir a l'altraction du globe ter-
restre. Celle considéralion fat-clle exacte, on n'aurail fait évi-
demment que déplacer la difficulté, en transporlant & la masse
fotale de la terre l'activilé refusée aux molécules isolées, Mais,
de plus, on voil clairement que, dans sa chute vers le centre
de nolre globe, un corps pesant est toul aussi aclif que la
lerre elle-méme, puisqu'il esl prouvé que chaque moléecule
le ce corps allire une parlic équivaleute de la terre tout
atanl qu'elle en est altirée, quoique cette dernitre atlraclion
produise seule un effet sensible, & raison de I'immense inéga-
Ulé des deux masses. Enfin, dans une foule d'aulres phéno-
nénes également universels, thermologiques, électriques, ou
himiques, Ja matiere nous présenle évidemment une activité
Pontanée trés variée, donl nous ne saurions plus la coneevoir
tlierement privée. Les corps vivanls, ne nous olfvent réel-
lemenl & cel égard d’aulre caractére parliculier que de mani-
fsler, oulre ces divers genres d’aclivilé, quelques-uns qui
tur sont propres, el que les physiologistes tendent dailleurs
Jeplus en plus & envisager comme unc simple modification
ds précédents. Quoi quiil en soit, il est incoulestable que
léal purement passif, dans lequel les corps sonl considérés
@ mécanique rationnelle, présente, sous le point de vue
physique, une véritable absurdilé.

Examinons maintenanl comment il est possible qu'une telle
dpposilion soit employée sans aucun inconvénient dans
Hablissement des lois abstraites de I'équilibre el du mou-
ment, qui n'en seront pas moins susceplibles ensuite d'étre
snvenablement appliquées aux corps réels. Il suffil, pour
da, d'avoir égard a limportante remarque préliminaire
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rappelée ci-dessus, que les mouvements soni simplemen
considérés en eux-mémes dans la mécanique rationnelle, sans
ancun égard au mode quelconque de leur production. Deld
résulte évidemmenl, pour me conformer au langage adoplé,
la faculté de remplacer & volonlé toule force par une aule
d'une nature quelcongue, pourvu qu’elle soil capable dim:
primer au corps exaclemenl le méme mouvement. D'apn
cetle considéralion évidente, on congoil qu'il est possibleds
faire abstraction des diverses forces qui soni réellement
inhérentes aux corps el de regarder ceux-ci comme seule-
ment sollicilés par des forees exLumeurea, puisqu'on pourr
subsliluer & ces forces intérieures des forces exlérieuns
mécaniquement ¢quivalentes, Ainsi, par exemple, quoiqu
tout corps soil nécessairement pesant el que nous ne puis
sions méme concevoir réellement un corps qui ne le seral
pas, les géomélres considerenl, dans la mécanique abstraily
les corps comme élant d'abord entiérement dépouillés de celle
propriété, qui est implicilement comprise au nombre de
forees exlérieures, si 'on a envisagé, comme il convient, ul
systéme de forces tout a fail quelconque. Que le corps, dar
sa chute, soil md par une allraction interne ou qu'il obéis
& une simple impulsion exléricure, cela est indifférent po
la méecanique rationnelle, si le mouvement effectif se trow
élre exaclement idenlique, et I'on pourra, par conséque
adopter de préférence la derniére coneeption. 11 en esl néee
sairement ainsi relativement a toute autre propriété naturel:
qu'il sera loujours possible de remplacer par la suppositi
d'une aclion exlerne, construite de manic¢re a produire !
méme mouvement, ce qui permellra de se représenter |
corps comme puremenl passil; seulemenl, & mesure g
J'observalion ou l'expérience feront connailre avec plus &
précision les lois de ces forces intérieures, il faudra toujour
modifier en conséquence le sysléme des forces extérieun
qu'on leur subslilue hypolhéliquement, ce qui condui
souvenl & une trés grande complicalion. Ainsi, par exemph
’observalion ayanl appris que le mouvement verlical dw
corps, en vertu de sa pesanteur, n'est point uniforme, me
continuellement accéléré, on ne pourra point lassimiler’
celui quimprimerail au corps une impulsion umquedﬂn'
laction ne se renouvellerail plus, puisquil en résull
évidemment une vilesse conslante ; on sera done oblig
concevoir le corps comme ayant re¢u successivement, i
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infervalles de temps infiniment petits, une série infinie de
chocs infiniment pelits, telle que la vitesse produile par
chacun s'ajoutant d'une maniére conlinue a celle qui résulle
de l'ensemble des précédents, le mouvemenl efleclil soil indé.
finiment varié ; et sil'expéricnce prouve que l'accélération du
mouvement est uniforme, on supposera tous ces choes sue-
cessifs constamment égaux enlre eux; dans tout aulre cas,
il faudra leur supposer, soil pour la direction, soil pour
lintensité, une relalion exaclement conforme & la loi réelle
de la variation du mouvement ; mais, a4 ces conditions, il est
clair que la substilution sera loujours possible.
II serail inulile d'insisler beaucoup pour faire senlir I'in-
lispensable nécessilé de supposer les corps dans cet étal
omplétement passif, oit I'on n’a plus i considérer que les
lorces extérieures qui leur sonl appliquées, alin d'établir les
ois abstrailes de '¢quilibre el du mouvement. On concoil
jue s'il fallait d'abord tenir comple dela modification quel-
onque que le corps peul imprimer, en verlu de ses forces
lurelles, 4 I'action de chacune de cespuissances extérieures,
n ne pourrail élablir, en mécanique rationnelle, la moindre
sroposition générale, d'autanl plus que celle modification est
bin, dans la plupart des cas, d'¢lre exaclemenl connue. Ce
v'est done quen commencant par en faire lolalemen! abstrac-
llon, pour ne penser qu'a la réaction des [orces les unes sur
#3 aulres, qu'il devient possible de fonder une mécanique
ibsiraite, de laquelle on passera ensuile 4 la mécanique con-
ible, en restituant aux corps leurs propriélés actives natu-
telles, primitivement écartées, Cette restitution conslitue, en
dlel, la principale difficulté qu'on éprouve pour opérer la
mnsition de 'abstrail au concrel en mécanique, difficulté
jui limite singuli¢rement dans la réalité les applications
mportantes de cette science, dont le domaine théorique est,
@ lui-méme, nécessairement indéfini. Alin de donner une
dée de la portée de cel obslacle fondamental, on peul dire
{ue, dans I'état actuel de la science mathémalique, il n’y a
miment quune seule propriété naturelle et générale des corps
‘ot nous sachions tenir comple d'une maniére convenable,
‘estla pesanlenr, soil lerrestre, soit universelle ; el encore
Aull supposer, dans ce dernier cas, que la forme des corps
“suffisamment simple. Mais si celte propriélé se complique
‘*quelques autres circonstances physiques, comme la résis-
nee des milieux, les frottements, etc., si méme les corps

A-"C- — l. 20
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gsont seulement supposés a I'état fluide, ce n’est encore gu
fort imparfailemenl qu'on est parvenu jusqu'ici 4 en apprt
cier l'influence dans les phénoménes mécaniques, A plis
forte raison nous esl-il impossible de¢ prendre en considérs:
tion les propriétés électriques ou chimigues el, hien moins
encore, les propriélés physiologiques., Aunssi les grandes
applicalions de la mécanique rationnelle sont-clles réellement
bornées jusqu'ici aux sculs phénomenes célesles, et mémed
ceux de notre systdme solaire, o il sulfit d’avoir uniquement
égard & une gravilation générale, dont la loi est simple d
bien délerminée, et qui présenle néanmoins des difficalté
qu'on ne sait point encore surmonter compiétement. lors
qu'on veut tenir un comple exacl de toutes les actions secom
daires susceplibles d’eflels appréciables. On concoil par ik
quel degré les questions doivent se compliquer quand ol
pdwu a la mécanique Llerrestre, donl Ja pluparl des phéne-
ménes, méme les plus simples, ne comporteront probable
ment jamais, vu la faiblesse de nos moyens réels, une élude
purement rationnelle el pourtant exacle d'aprés les lois géné
rales de la mécanique abstraile, quoique la connaissance (t
ces lois, d'ailleurs évidemment indispensable, puisse souven
conduire & des indicalions imporlantes,

Aprés avoir expliqué la vérilable nature de la conceplio:
fondamenlale relalive & I'élal dans lequel les corps doiver
&tre supposés en mécanique rationnelle, il nous reste & eon
sidérer les fails généraux ou les lois physiques du mouvems:
qui peuvenl fournir une base rvéelle aux (héories donll
science se compose. Cetle importanle exposition est d'aulas
plus indispensable que, comme je I'ai indiqué ci-dessus, o
puis (u'on s'est écarlé de la roule suivie par Newton, b
complélemnent méconnu le vrai caractére de ces lois, dont!
notion ordinaire est encore essentiellement mélaphysique.

Les lois fondamentales du mouvement me semblent pos
voir élre réduiles & Lrois, qui doivent étre envisagées comim
de simples résullats de l'observalion, dont il est absutd
de vouloir élablir & priori la réalité, l}lt,n qu'on ['ail lﬁﬁ
trés fréquemment. &

La premiére loi est eclle qu'on désigne fort mal a
sous le nom de fof d'inerice. Elle a ¢lé l]l'{ ouverte parK
Elle consiste proprement en ce que Loul mouvement estn
rellement rectiligne et uniforme, c'est-a-dire que loul
soumis & I'aclion d’une force unique quelconque, qulagqll
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lui instantanément, se meut, conqiammnnf en ligne droile et
avee nne vilesse invariable. L'influence de I’ (‘kpul mél: \ph\—
sique se¢ manifeste p‘u’w ulicrement dans In aneere dond

celte Joi est commundment présentee. A fieii o 4. AT
la regarder comme un fail observeé, on o peclew i b dieon
trer abstraitement par vue appliealion du perecipe e Lo

raison suffisante, qui n'a pas ln moindre solidile, kn eftel,
pour expliquer, par exemple, la nécessité du mouvement
recliligne, on dil que le corps devail suivre la ligue droile
parce qu'il n'y a pas de raison pour qu'il s'écarle d'un colé
pluldt que d'un aulre de sa direclion primilive. Il est aisé de
conslaler 'invalidité radicale et méme Vinsignifiance com-
pléte d'une telle argumentation. D'abord, comment pourrions-
nous élre assurés qu'il 'y a pas de raison pour que le corps
se dévie ? Que pouvons-nous savoir i cet v,f.{.nd autrement
qud-fa I'expérience ? Les considérations ¢ priord fondées sur
In nature des choses ne nous sont-elles pas complélement et
néeessairement interdiles en philosophie positive ? D'ailleurs
m lel principe, meme quand on ladmeltrail, ne comporle
ar lui-méme go'une d})pl]r‘dtl()ll vague el arbilraire. Car, &t
origine du mouvement, c¢'est-a- l_]ll‘(‘ 4 linstant méme ol
largument devrait éire employé, il est elair quela Lrajecloire
lu corps n'a point encore de caraclére géométriquedéterminé,
tlque c'esl seulement aprés que le corps a parcourt un cer-
ain espace qu'on peul constaler quelle ligne il décrit. I est
ivident. par la géomélrie, que le mouvenient inilial. au licu
Télre regardé comme rectiligne, pourrail élre indifféremment
supposé eirculaire, parabolique, ou suivant lonle aulre ligne
langenle & la lrajecloive effeclive, en sorte que fa méme ar-
fumenlalion répélée pour L'Imcune de ces lignes, ce qui
serail Lout aussi legilime, conduirait & une cone 1|1-\wn also-
lument indélerminée. Pour peu qu'on réfléchisse sur un lel
risonnemenlt, on ne tardera pas & reconnailre que, commeo
loutes les pmlomlum explications métaphysiques, il se réduit
tbellement & répéler en levies abslraits le fail luiméme et
ddire que les corps onl une lendance naturelle & se mouvoir
e ligne droile, ce qui élail préeisément la proposilion &
Habliv. L'insignifiance de ces considérations vagues el arbi-
Iraives finira par deveniv palpablesi Von remarque que, par
siite de semblables arguinenis, les plillosophes de Pantiquilé
o particulicrement Arislote, avaient, au conlraive, regardd®
It mouvement ecivculaire comme natlurel aux asires, en ce
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qu'il est le plus parfait de lous, conception qui n'est égale-
ment gue P'énoncialion abstraite d'un phénomeéne mal analysé,
Je me suis borné & indiguer Ia erilique des raisonnements
ordinaires relalivement & la premidre parlie de la loi d'inerlie,
On peul faire des remarques parfailement analogues au sujel
de la seconde partie, qui concerne U'invarviabilité de la vilesse,
et qu'on prétend aussi pouvoir démontrer abstrailement, en
se bornant a dire qu'il n'y a pas de raison pour que le corps
ge meuve jamais plus lenlement ou plus rapidement qud
l'origine du mouvement. |
Ce n'esl done point sur de lelles considérations qu'on peut
solidement élablir une loi aussi importante, qui est un des
fondemenis nécessaires de Loute la mécanique ralionnelle.
Elle ne saurail avoir de réalité qu’aulant qgu'on la congoit
comine basée sur I'observalion. Mais, sous ce point de vue,
I'exaclitude en esl évidente d'apresles fails les plus communs,
Nous avons conlinuellement occasion de reconnaitre qu'un
corps animé d'une force unique se meut constamment en
ligne droile; el s'il se dévie, nous pouvons aisément constater
que celte modificalion tient & I'action simullanée de quelque
force, aclive ou passive: enfin les mouvements curvilignes:
enx-meémes nous montrent clairement, par les phénoménes:
variés dus & ce qu'on appelle la foree cenirifuge, que les corps
conservent constamment leur tendance nalurelle & se mou-
voir en ligne droile. Il n’y a pour ainsi dire auncun phénoméne
dans la nature qui ne puisse nous fournir une vérificati
sensible de celle loi, sur laquelle est en parlie fondée loule
I'économie de I'univers. 11 en est de méme relalivement &
Puniformité du mouvement. Tous les faits nous prouvent
que, si le mouvement primitivement imprimé se ralentit tou
jours graduellement et finit par s'¢teindre enlié¢rement, cela
provient des résislaneces que les corps rencontrent sans ces
el sans lesquelles I'expérience nous porte a penser que la v
tesse demcurerait indéfiniment consiante, puisque nous voyon
augmenler sensiblement la durée de ce mouvement 4 mesn
que nous diminuons l'intensilé de ces obslacles. On sail g
le simple mouvemen! d'un pendule écarlé de la verli
qui, dans les circonstances ordinaires, se maintienl & peine
pendant quelques minutes, a pn se prolonger jusqu'a pl
de Lrente heures, en diminuant aulant que possible e
temenl au point de la suspension, et faisant osciller le
dans un vide trés approché, lors des expériences de Bo
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I'Observatvire de Paris pour délerminer la longueur du pen-
dule & sccondes par rapporl aun métre. Les géométres citent
aussi avec beaucoup de raison, comme une preuve manifeste
de la tendance naturelle des corps a conserver indéfiniment
leur vitesse acquise, 'invariabilité rigoureuse qu'on remarque
si clairement dans les mouvements célestes, qui, s'exécutant
dans un milicu d'une rarelé extréme, se lrouvent dans les cir-
conslances les plus favorables & une parfaite observation de
laloi d'inertie, et qui, en effel, depnis vingt si¢cles qu'on les
éludie avec quelque exaclitude, ne nous présentent point
encore la moindre altéralion cerlaine, quant & la durde des
rotations, ou & celle des révolulions, quoique la suile des
lemps el le perfeclionnement de nos moyens d’appréciation
doivent probablement nous dévoiler un jour quelques varia-
lions encore inconnues.

Nous devons done regarder comme une grande loi de la
nature cetle tendance spontanée de tous les corps & se mou-
voir en ligne droile el avec une vilesse constante. Vu la con-
fusion extréme des idées communes relativement & ce premier
principe fondamental, il peut &ire utile de remarquer expres-
sément ici que celle loi naturelle est Lout aussi applicable aux
corps vivanls qu’aux corps inertes pour lesquels on la croit
souvent éxclusivement établie. Quelle que soit P'origine de
limpulsion qu'il a recue, un corps vivant lend & persister,
comme un corps inerle, dans la direction de son mouvement,
el & conserver sa vilesse acquise : seulement il peul se déve-
lopper en lui des forces susceptibles de modifier ou de sup-
primer ce mouvement, tandis que, pour les autres corps, ces
modifications sont exclusivement dues & des agenls exlérieurs,
Mais, dans ce cas méme, nous pouvons acquérir nne preuve
direcle et personnelle de TI'universalité de la loi d'inerlie, en
considérant l'effort trés sensible que nous sommes obligés de
faire pour changer la direction ou la vitesse de notre mouve-
ment effectif, & lel point que, lorsque ce mouvement est brés
tapide, il nous esl impossible de le modifier ou de le sus-
pendre & 'instant préeis on nous le désirerions.

La seconde loi fondamentale du mouvement esl due &
Newlon. Elle consiste dans le principe de I'égalilé constante
el nécessaire enlre l'action et la réaction; c'esl-d-dire, que
loutes les fois qu'un corps esl m0 par un autre d’'une maniére
fuelconque, il exerce sur lui, en sens inverse, une réaclion
lelle, que le second perd, en raison des masses, une quantité
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de mouvement exactement égale 2 eelle que le premier a
recue. On a essayé quelquelois délabliv aussi @ priord ce
théoréme général de philosophie naturelle, qui n'en est pas
plus susceptible que le préeédent. Mais il a été beaucoup
moing le sujel de considérations sophisliques, el presque
tous les géoméelres s’accordenl maintenant & le vegarder
d'aprés Newlon comme un simple résultal de 1'observalion,
ce qui me dispense ici de loule discussion analogue & celle
de la loi d'inertie. Cette égalité dans action réciproque des
corps se manifeste dans tous les phénoménes nafurels, soil
que les corps agissenl les uns sur les autres par impuolsion,
soit qu'ils agissent par allraclion; il serail superflu d'en
citer ici des exemples. Nous avons méme tellemont occa-
sion de conslaler celte mutualité dans nos observations les
plus communes, (ue nous ne saurions plus CONCEVOIr un
corps agissanl sur un antre, sans que celui-ci réagisse sur
lui.

Je erois devoir seulement indiquer, dés ce momenl, au
sujet de celle seconde loi du mouvemenl, une remarque qui
me semble importanle, et qui d'ailleurs sera eonvenablement
développée dans la dix-sepli¢me legon. Elle consiste en ce
que le célébre principe de d'Alembert, d'aprés lequel on
parvienl & transformer si heurcusement toules les questions
de dynamigne en simples questions de slalique, n'est vraiment
autre chose que la généralisalion complete de la loi de Newlon,
élendue & un systéme guelcongne de forees, Ce prineipe en
effel comeide évidemmenl avee celui de I'égalité entre l'action
el la réaction, lorsqu'on ne considére que deux forces, Une
telle corrélation permet de concevoir désormais la proposi-
tion générale de d’Alembert comme ayant une base expéri
menlale, tandis qu'elle n'est communément établie jusqu'icl
que sur des considéralions abslrailes peu salisfaisantes,

La troisiéme loi fondamentale du mouvemenl me paral
consister dans ce que je propose d'appeler le principe de lin:
dépendance ou de la coexistence des mouvements, qui con
duoil immeédialemenl & ce qu'on appelle valgairement la coms
posilion des forces, Galilée est, & proprement parler, le véri-
table inventeur de cetle loi, quoiqu'il ne I'ait poinl congue
précisément sous la forme que je crois devoir préférer il
Congidérée sous le poinl de vue le plus simple, elle se réduil
a ce fail général, que toul mouvemenl exaclement commun
& tous les corps d'un sysléme quelconque n'allére point e
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mouvements particuliers de ees différents corps les uns a
I'tgard des auntres, mouvemenis qui continuent & s'exéeuler
comme si l'ensemble du sysléme dtait immobile. Pour énon-
cer cet imporlanl principe avee une précision rigoureuse, qui
n'exige plus aucune restriction, il faul concevoir que lous les
points dn systéme décrivent & la fois des droiles paralléles
et égales, et considérer que ce mouvement général, avec
quelque vitesse et dans quelque direetion qu'il puisse avoir
lien, n'alfectera nullement les mouvements relalifs.

Ce serail vainemenl qu'on lenterail d'élablir par aucune
idée & priori cetle grande loi fondamentale, qui n'en est pas
plus susceptible que les deux précédenles. On pourrait, tout
i plus, concevoir que, si les corps du systéme sont entre
tux & I'élat de repos, ce déplacement commun, (quine change
tvidemment ni leurs distanees ni leurs situalions respeclives,
e saurait altérer cetle immobilité relative : c¢ncore méme,
lignorance absolue oi nous sommes nécessairement de la
talure intime des corps et des phénoménes ne nous permet
point d'alfirmer rationnellement, avec une séeurité parfaite,
que U'introduction de celte circonslance nouvelle ne modifiera
pas d'une maniére inconnue les condilions primilives du
ystéme. Mais l'insnffisance d'une telle argumenlalion devienl
sictonl gensible quind on essaie de lappliquer au cas le plus
dendu el le plus imporianl, & celui ol les diflérents corps du
gsléme sonl en mouvemenl Jes uns & Pégard des autres.
in s'attachant & faire abslraclion, aussi complétement que
possible, des observalions si connues el si variées qui nous
it reconnaitre alors I'exaclilude physique de ce prineipe,

sera facile de constaler qu'aucune considéralion rationnelle

snous donne le droit de conclure & priori que lemouvement
néral ne fera nailre auncun changement dans les mouve-
cnls particuliers, Cela esl tellement vrai que, lorsque Gali-
v a exposé pour la premiére fois celle grande loi de la
ture, il s’est éleve de loules parts une foule d'objections
prior tendant & prouver I'impossibilité rationnelle d'une
le proposition, qui n'a é1¢ unanimement admise, que
msqu'on a abandonné le point de vue logique pour se placer

{point de vue physique.

Cest done seulement comme un simple résultat général
¢ Tobservation el de I'expérience que celle loi peut élre en
lel solidemenl ¢tablie. Mais, ainsi considérée, il est évident

‘aucune proposition de philosophie naturelle n’est fondée
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sur des observations aussi simples, aussi diverses, aussi m
tiplies, aussi faciles & vérifier. Il ne s'opére point dans v
monde réel un seul phénomene dynamique qui n'en puise
offrir une preuve sensible; el Loule 'économie de 'univers
serail évidemment bouleversée de fond en comble, si onsup-
posait que cette loi n'existal plus. (Vest ainsi, par exempl.
que dansle mouvement général d'un vaisseau, quelque rapi
de qu'il puisse élre et suivant quelqu{- direction qu'il ait liev.
les mouvements relalifs continuent i s’exéeuter, sauf lesallt
rations provenant du roulis el du tangage exaclement comi
si le vaisseau élail immobile, en se vompocant avec le me
vement tolal pour un observateur qui n'y participerait pr
De méme, nous voyons conlinuellement le déplacement
néral d'un foyer chimique, ou d’un corps vivant, n'affeeler
aucune maniére les mouvements internes qui sy exéeuler
(Yest ainsi surlout, pour ecitler I'exemple le plus imporlan
que le mouvement du globe terrestre ne (rouble nullem:
les phénoménes mécaniques qui s'opirenl & sa surface
dans son intéricur. On sail que I'ignorance de celte troisién
loi du mouvement a éLé précisément le principal obsta
scientifique qui s'est opposé pendant si longtemps b I'établ
sement de la théorie de Copernic, contre laquelle une fe
considéralion présenlail alors, en ellel, des objections ins
montables, dont les coperniciens n'avaient essayé de se
gager que par de vaines sublilités mélaphysiques avanl
découverte de Galilée. Mais, depuis que le mouvementde
terre a élé universellement reconnu, les géométres 'ontp
senlé, avec raison, comme offranl lul-méme une confirmal
essenlielle de la réalité de cetle loi. Laplace a proposé &
sujet une considération indirecle fort ingénieuse, que
crois utile d'indiquer ici, parce qu'elle nous montre le pr
cipe de l'indépendance des mouvements sous la vérificali
d'une expérience continuelle el trés sensible. Elle consisk
remarquer que, si le mouvement général de Ja terre pour
altérer en aucune maniére les mouvements parliculierss
s'exéenlent & sa surface, celle allération ne saurail éﬁd@l
ment &tre la méme pour lous ces mouvements quelle quél
leur direclion, ¢l qu'ils en seraient nécessairement dives
ment affectés suivant 'angle plus ou moins grand que
celle direction avee celle du mouvement du globe. Ain
exemple, le mouvemenloseillaloive d'un pendule devra
nous présenter les différences trés considérables selon
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muth du plan vertical dans lequel il s’exécute, et qui lui
donne une direction lanlol conlorme, tanldl contraire, el fort
inégalement contraire, 4 celle du mouvemenl de la terre ;
landis que I'expérience ne nous manifesle jamais, & cel égard,
la moindre variation, méme en mesurant le phénoméne avee
Iextréme précision que comporte, sous ce rapport, ’état
acluel de nos moyens d'observation.

Afin de prévenir toute interprétation inexacle el Lloule
applicalion vieieuse de la troisitme loi du mouvement, il
imperle de remardquer que, par sa nature, elle n'est relative
quaux mouvemenls de translation, el qu'on ne doil jamais
I'étendre & ancun mouvement de rolation. Les mouvements
de translation sonl évidemment, en effet, les seuls qui puis-
senl &tre rigourcusement communs, pour le degré aussi
bien que pour la direclion, & Loules les diverses partics d'un
systtme quelconque. Cetle exacle parilé ne saurail jamais
avoir licu quand il s'agit d'un mouvement de rolation, qui
présenie toujonrs nécessairement des inégalités entre les
diverses parlies du systéme, suivant qu’'elles sont plus ou
moins ¢loignées du cenlre de la rotation. (Tesl pourquoi
toul mouvement de ce genre fend conslamment A allérer
I'état du sysleme, et 'altére en effet si les conditions de liaison
entre les diverses parlies ne consliluent pas une résjstance
suffisante. Ainsi, par exemple, dans le cas d'un vaisseau, ce
n'est pas le mouvemenl général de progression qui peut
troubler les mouvemenls pacliculiers; le dérangement n'est
dit qu'aux effels secondaires du roulis el du tangage, qui
sont des mouvemenls de rotalion. Qu'une monlre soil sim-
plement transporlée dans une direction quelconque avec
autant de rapidité qu'on voudra, mais sans tourner nullement,
elle n'en sera jamais affectée; tandis qu'un médioere mouve-
ment de rolalion suffira seul pour déranger promptement
sa marche. La dillérence enlre ces deux effets deviendrait
surlout sensible, en répétant expérience sur un corps vivant.
Enfin, ¢'esl par suite d'nne felle dislinclion, que nous ne
saurions avoir aucun moyen de conslaler, par des phéno-
ménes purement lerresires, la véalilé du mouvement de
translation de la terre qui n’a pu élre déecouvert que par des
observalions célestes; landis que, relativement & son mouve-
ment de rotation, il délermine nécessairement & la surface de
la terre, vu I'inégalilé de force cenlrifuge entre les différents
- points du globe, des phénomenes trés snnmble , quoique peu



344 PHILOSOPHIE POSITIVE

considérables, dont Panalyse pourrait suffire pour démontret,
indépendamment de loule considération astronomique, I'exis
tence de celte rolalion. _
Lo principe de I'indépendance on de la coexislence de
mouvemenls ¢lant une lois ¢labli, il est facile de concevolr
qu'il conduil immédiatement 4 la régle élémentaire ordinai-
rement usitée pour ce qu'on appelle la composition des forces,
qui n'esl vraimenl aulre chose qu'une nouvelle maniére do
considérer el d'énoncer la Lroisicme loi du mouvement, Ep
effet, la proposilion du parallélogramme des forces, envisagés
sous le poinl de vue le plus positif, consiste proprementep
ce que, lorsqu’un corps est animé 4 la fois de deux mouves
ments uniformes dans des dircelions quelconques, il déeril,
en verlu de leur combinaison, In diagonale du parallélo
gramme donl il ey, dans le meéme temps, déerit séparément
les colés en verlu de chague mouvement isolé, Or, n'esl-ce pas
Ia évidemmenl une simple application direcle du principe
de I'indépendunce des mouvements, d'aprés lequel le mou
vement particalier du corps le Jong d'une cerlaine droile
n'est nullemenl troublé par le mouvement général qui en-
traine parallclement a elle-méme la totalité de celte droilele
long d'une aulre droile quelcongue? Cette considération cons
duil sur-le-champ a la construclion géomélrique énoncée par
la regle du parailtlogramme «des forces. Cesl ainsi quece
théoreme fondamental de la mécanique raliounelle me parail
devoir ¢lre présenté direclemenl comme une loi naturelld,
ou du moeins comme une applicalion immédiate d'une des
plus grandes lois de la nature. Telle esl, & mon gré, la seule
maniére vraimenl philosophigque d'élablir solidement cetle
importanle proposition, pour écarter définitivement Lous les
nuages métaphysiques donl elle est encore environnée etla
mettre complélement a Pabri de toute objection réelle. Toules
les prélendues démonstrations analyliques qu'on a successis
vement essayé d'en donner dapriés des considéralions pus
rement absirailes, oulre gu'elles reposenl ordinairement s
une inlerprélation vicieuse el sur une fansse application di
principe analylique de I'homogénéilé, supposent d'ailleurs
que la proposilion esl dvidenle par elle-méme dans cerlains
cas particuliers, quand les deux forees, par exemple, agis
senl suivanl une méme droile, évidenee qui ne peut résuller
alors que de Uobservation cffective de la loi nalurelle delins
dépendance des mounvements, dont I'indispensabilité s
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frouve ainsi irrécnsablemenl manifestée. Il serait étrange,
weffel, pour quiconque envisage direclement la question
«ous un poinl de vue philosophique, que, par de simples
ombinaisons logiques, Pespril humain pdt ainsi découyrir
me loi réelle de la nalure, sans consuller aucunement le
monde extéricur.

Celle nolion élant de la plus haute imporlance quanl i la
naniére de concevoir la mécanique ralionnelle, et s'éeartant
beancoup de la marche habilucllement adoptée anjourd’hui,
¢ erois devoir la présenler encore sous un dernier point de
ue qui achievera de Uéelaicir, en montrant que, malgré Lous
4 efforls des géomelres pour éluder o cel égard 'emploi
rs considérations expérimenlales, la ot physique de 'indé-
endance des mouvements resle implicilement, méme de
airaven unanime, une des bases essenlielles de la méea-
ique, quoique présenlée sous une forme différente el & une
utre époque de 'exposilion.

[l suffit, pour cela, de reconnailre que celle loi, au lieu
lttre exposée directement dans I'élude des prolégomenes de
iscience, se trouve plus tard admise par tous les géoméires,
omme élablissanl le principe de la proportionnalité des vi-
esses anx forces, base nécessaire de la dynamique ordi-
a1re.

Afin de saisir convenablement le vrai caraclére de cetle
mestion, il faul remarvquer que les rapporls ddes lorces
sevent élre déterminés de deux maniéres différenles, soil par
¢ procédé stalique, soil par le procédé dynamique. En eflet,
ous ne jugeons pas lonjours du rapport de deux forces
laprés l'intensilé plus ou moins grande des mouvements
elles peuvent imprimer & un méme corps. Nous Iappré-
tons fréquemment aussi d'aprés de simples considéralions
Péquilibre mutuel, en regardant comme égales les forces qui,
ippliquées en sens conlraire, suivant une méme droile, se dé-
Iruisent réciproquement, el ensnite comme double, Iviple, ete.
fune autre, la foree qui ferail équilibre & deux, Lrois, etc.,
lorees égales A celle-ci, et loules dircclement opposées a
la seconde. Ce nouvenu moyen de mesure esl, en réalilé,
ut aussi usilé que le précédent. Cela posé, la queslion
consiste essentiellement 4 savoir si les deux moyens sont
loujours el nécessairement équivalents, ¢'est-i-dirve si, les rap-
porls des forces étanl d'ubord seulement définis par la con-
‘dération slatique, il s'ensuivra, sous le point de vue dyna-
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mique, qu’'elles imprimeront & une méme masse des vilesse
qui leur soient exaclement proportionnelles. Cette corrélation
n'est nullement évidente par elle-méme ; loul an plus peutar
concevoir ¢ priori que les plus grandes (orces doivent néees
sairement donner les plus grandes vilesses. Mais I'observatio
seule peut décider si ¢’esl & la premicre puissance de lafore
ou 4 toule aulre fonclion croissante que la vitesse esl pro-
portionnelle.

Cest pour délerminer quelle est, & cet égard, Ia véritabl
loi de la nature, que, de I'aveu de tous les géomelres et par
liculibrement de Laplace, il faul considérer le fail générald
Findépendance ou de la coexistence des mouvements. e
facile de voir, d'aprés le raizonnement de Laplace, quel
théorie de la proporfionnalilé des vitesses aux forces estun
conséquence néeessaire el immédiate de ce {ail général,
appliqué & deux forces qui agissenl dans la méme direction,
Car, si un corps, en vertu d'une certaine force, a parcount
un espace déterminé suivanl une certaine droite, et qu'ar
vienne & ajouler, selon la méme direction, une seconde foret
égale a la premiére ; d'aprés la loi de lmdépendance des
mouvements, cette nouvelle force ne fera que déplacer b
totalité de la droite d'application d'une égale quantité dans
le méme temps, sans altérer le mouvement du corps le long
de cetle droite, en sorte que, par la composilion des deux
mouvements, ee corps anra effeclivement parcourn un espag
double de celui qui correspondail 4 la force primitive. Telle
esl la seule maniére donl on puisse réellement constater
proportionnalilé générale des vilesses aux forces, que je dols
ainsi me dispenser de regarder comme une quatriéme lo
fondamentale du wmouvement, puisqu’clle rentre dans It
troisitme.

Il est done évident que, quand on a cru pouvoir se dis
penser en mécanique du fait général de 'indépendance des
mouvements pour élablir la loi fondamentale de la compo
silion des forces, la nécessilé de regarder cette proposilion
de philncophic naturelle comme une des bases indispensables
de la science s'est reproduile inévitablement pour démontrer
la loi non moins II!'I[IO!'J]'I[P des forces proporlionnelles aus
vitesses, ce qui mel celle néeessilé hors de foute cﬂnles!.auqn.
Ainsi quel a é1¢ le résultat réel de tous les efforts jntelle
tuels qui onl ¢éLé tenlés pour éviler d'introduire directemet
dans les prolégoménes de la mécanique, celte ohseﬁah’dn
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londamentale? seulement de parailre s'en dispenser en
dalique, el de ne la prendre évidemment en considéralion
(uaussitol qu'on passe a la dynamique. Tout se réduit donc
elfeclivement & une simple transposilion. Il est clair gqu'un
risullal aussi peu imporlant n'est nullemenl proportionné a
licomplication des procédés indirects qui ont é1é employés
jour y parvenir, quand méme ces procédés seraient logi-
pementirréprochables, et nous avons expressémenl reconnu
ke contraire. Il est done, sous tous les rapporls, beaucoup
plus satisfaisanl de se conformer [ranchement el directerent
I la nécessité philosophique de la science, el, puisqu'elle ne
aurail se passer d'une bhase expérimentale, de reconnaitre
iellement celle base dés lorigine. Aucune aulre marche ne
peut rendre completement posilive une science qui, sans de
els fondements, conserverail encore un cerlain caraclére
uttaphysique.

Telles sont done les trois lois physiques du mouvement
ui fournissent & la inéeanique rationnelle une base expéri-
sentale suffisante, sur laguelle Tegprit humain, par de
mples opéralions logiques, el sans consuller davanlage le
sonde extérieur, peut solidement élablir I'édifice systéma-
ijue de la science. Quoigue ces brois lois me semblent pou-
oir suffire, je ne vois ¢ priori aucune raison de n'en point
uwgmenler le nombre, si on parvenait effeclivement & cons-
filer qu'elles ne sont pas slriclement complétes. Cette ang-
mentalion me parailrait un fort léger inconvénienl pour la
jerfection rationnelle de la science, puisque ces lois ne sau-
aient jamais évidemmenl élre trés mullipliées; je regarde-
nis comme préférable, en thése générale, d'en élablir une ou
Iruxde plus, si, pour l'éviter, il fallail recourir & des consi-
Urations Lrop délournées, qui fussenl de natlure 4 altérer le
ardactére positif de la science. Mais 'ensemble des Lrois lois
t-dessus exposées remplit convenablemenl, & mes yeux,
loutes les conditions essenliclles réellement imposées par la
nlure des théories de la mécanique rationnelle. En effet, la
pemicre, celle de Kdépler, délermine complétement 'effet
sroduit par une force unique agissanl instantanément; la
weonde, celle de Newlon, établit la régle fondamentale pour
4 eommunication du mouvement par I'action des corps les
s sur les aulres; enfin la troisicme, celle de Galilée, conduit
mmédiatement au théoréme général relalif & la composition
“smouvements. On congoil, d"apres cela, que toute la méea-
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nique des mouvements uniformes ou des formes instantanées
peul élre enlidrement traitée comme une comu;n‘.eluadlrealqj
de la combinaison de ces Lrois lois, qui, “lant de leuar nalure
exirémement précises, sonl évidemmenl susceplibles d'éfm
aussilot exprimées p.n des Gquations aualytiques faciles i
oblenir. Guanl i la partie la plm ¢tendue et la plus impor
tante de la mLcunu[lw, celle :;un en conslitue essentiellement
la difficulté, ¢'est-a-dire la mécanique des monvements varlﬁ
ou des forces continues, on peul concevoir d'une maniée
générale la possibilité de la ramener & la mécanique élémen
taire dont nous venons d'indiquer le caraclére, par I'applice:
tion de la méthode infinitésimale, qui permetira de Suh‘:ll’l.llﬂ'(u
pour chaque inslant infinimenl petit, un mouvement un-
forme au mouvement vari¢, d'oir résulleront immédiatement
les Gqualions dilfér enticlles relatives & celle derniére o3
de mouvements. Il sera sans doule fort imporlant d'étab
diveclement el avee précision, duns les lecons suivantes,
maniére générale d'employer une telle méthode pour résu&!
dre les deux problémes essentiels de Ia mécamque rationnelléy
ct de considérer soigneusement les principaux résultats que:
les géomelres onl ainsi obtenus relalivement aux lois abl:q
traites de Péquilibre el du mouvement. Mais il est, déso
momenl, évident que la science se trouve réellement fondée
parl’ C]]bCll]I)IL destrois lois physiquesdétablies ci-dessus, et qu
toul le travail devient désormais puremenl rationnel, devant
consisler seulementl dans Nusage 4 faire de ces lois pour i
solution des dilférentes queslions géncérales. En un mol,
séparalion entre la parlic nécessairemenl physique el
partie blmph menl logique de la science me semble pouv
élre ainsi nellemenl effectuée d'une manitre exacte el défi
nitive,

Pour lerminer cet aper¢u général du caraclére philosos
phique de la mécanique ralionnelle, il ne nous reste plus ma
tenant qu'a considérer sommairement les divisions prif
pale-; de celte science, les divisions secondaires devanl
envisagées dans les lecons suivanles. K

La premiére ct la plus importanle division nalurelle de I
mécanique consiste & dislinguer deux ordres de questio
suivant qu'on se propose la recherche des conditions o
I'équilibre, ou I'¢lude des lois du mouvement, d'ou la skl
el la dynamique. 11 suffit d'indiquer une telle division, p
en faive comprendre direclement la nécessité générale,
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la différence effective qui existe évidemment entre ces deux
classes fondamentales de problémes, il esl aisé de concevoir
@ priori que les queslions de statique doivent étre, en géné-
ral, par leur nature, bien plus faciles & traiter que les questions
de dynamique. Cela résulle essenticllement de ce que, dans les
premiéres, on fait, comme on 'a dil avee raison, abstraclion
du lemps; c'est-d-dire que, le phénoméne & ¢ludier élant
nécessairement inslantané, on n’a pas besoin d'aveir égard
aux variations que les forces du sysltéme peuvenl éprouver
dans les divers instants successifs. Celle considération qu'il
faut, au contraire, inlroduire dans toule question de dyna-
mique, y constitue un élément fondamental de plus, qui en
fait la principale difficulté. I suil, en thése générale, de cetle
lifférence radicale, gue la statique Lout enliére, quand on la
lraite commie un cas particulier de la dynamique, correspond
seulement & la partie de béancoup la plus simple de la dyna-
mique, & celle qui concerne la théorie des mouvemenls uni-
formes, comme nous I’établirons spécialement dans la lecon
suivante.

Limportance de cctte division esl bien clairement vérifiée
par I'histoire générale du développement ellectif de l'esprit
humain. Nous voyons, en elfet, que les anciens avaienl acquis
quelques connaissances fondamentales tres essentielles rela-
livement & I'équilibre, soil des solides, soit des fluides, comme
onle voil surtoul par les belles recherches d'Archiméde,
moiqu'ils fussent encore lorl ¢loignés de posséder une sta-
fique rationnelle veaiment compléle. Au contraive, ils igno-
taient enlitremenl la dynamique, meéme la plus dlémenlaire;
s premiére créalion de eeile scienee toute moderne esl due
i Galilée.

Aprés celle division fondamenlale, la distinelion la plus
importante & élablir en méeanique consisle & séparer, soil
dans la statique, soit dang la dynamique, I'étude des solides
eheelle des fluides. Quelque essenlielle (que soit celte divi-
sion, je ne la place (u'en scconde ligne, el subordonnée A la
précédente, suivant la méthode dlablie par Lagrange, car
test, ce me semble, s’exagérer son influence que de la cons-
litver division principale, comme on le fail encore dans les
lraités ordinaires de la mécanique. Les principes essenliels de
salique ou de dynamique sonl, en effel, nécessairement les
mémes pour les fluides gque pour les solides ; seulement
s fluides exigent d'ajouter aux conditions caractéristiques
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du systéme une considération de plus, celle relative & ls
rariabilité de forme, qui définit. généralement leur constite-
tion mécanique propre. Mais, tout en plagant celte distine
tion au rang convenable, il est facile de concevoir & prion
son extréme imporlance, et de senlir, en général, combien ellé
doil augmenler la difficulté fondamentale des questions, soil
dans la slalique, soil surtoul dans la dynamique. Car celle
parfaite indépendance réciprogue des molécules, qui carae-
lérise les fluides, oblige de considérer séparémenl chaque
molécule, el, par conséquent, d’envisager Lloujours, méme
dans le cas le plus simple, un systéme composé d'une infinité
de forces distinctes. Il en résulte, pour la slatique, l'introdue-
tion d'un nouvel ordre de recherches, relativement 4 la figure
du systéme dans U'élal d'équilibre, queslion lees difficile par
sa nature, el dontla solution générale esl encore peuavancée,
méme pour le seul cas de ]d pesanteur universelle. Mais la
difficulté est encore plus sensible dans la dynamique. En
ellet, lobligation ot 'on se trouve alors slriclemenl de con-
sidérer a parl le mouvemenl propre de chaque moléeule,
pour faire une étude vraimenl compléte duphénoméne, intro-
duit dans la cuestion, envisagée sous le point de vue analy-
tique, une complicalion jusqu'a présent inextricable en gé
néral, el qu'on n'est encore parvenu a surmonler, méme
dans le cas lrés simple d'un fluide uniquement ma par st
pesanteur terresire, qu’a l'aide d'hypothéses forl précaires
comme celle de Danwl Bernouilli sur le parallélisme des
tranches, qui altérent d'une manitre nolable la réalité des
phénomenes. On congoil donc, cn thése générale, la plus
grande difficulté nécessaire de lhydrosldhque et surtoul d¢
Ihydrodynamique, par rapporta la stalique el 4 la dvmm1quf
propremenl diles, qui sont en effei bien plus avancées.

Il faul ajouter a4 ce qui précéde, pour se faire une jusle
idée générale de cetle différence fondamentale, que la défi-
nition caractérisque par laquelle les géomélres distinguent
les solides el les fluides en mécanique rationnelle n'est vér:
tablement, & l'égard des uns comme & l'égard des autres
(u'une représentation exagérde, el, par conséquent, stricte
menl infidele de la réalité. En effel, guant aux fluides prin:
cipalemenl, il esl clair que leurs molécules ne sont poinl
réellement dans cel élal rigoureux d'indépendance mutuelle
ol nous sommes obligés de les supposer en mécanique, oi
les assujettissant sculement & conserver entre elles un volume
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mstant s'il s'agit d'un liquide, ou, s'il s'agit d'un gaz, un
olume variable suivanl une fonclion donnée de la pression,
par exemple, en raison inverse de cetle pression, d'aprés la
loi-de Mariotle. Un grand nombre de phénoménes naturels
sont, au contrairve, essentiellerment dus a l'adhérence mutuelle
des molécules d'un fluide, liaison qui est seulement beaucoup
moindre que dans les solides. Cetle adhésion, dont on fait
abstraclion pour les fluides mathémaliques, et qu'il semble,
en eflel, presque impossible de prendre convenablement en
considération, détermine, comme on sail, des différences
irés sensibles cutre les phénoménes effectifs et ceux qui ré-
sultent de la théorie, soit pour la stalique, soit surtoul, pour
la dynamique, par exemple relativement & I'écoulement d'un
liquide pesanl par un orifice déterminé, ol l'observalion
sécarte nolablement de la théorie quant & la dépense de
liquide en un temps donné,

Quoique la définilion mathémalique des solides se trouve
représenler beaucoup plus exactement leur élat réel, ona ce-
pendant plusieurs occasions de reconnailre la nécessilé de
fenir compte en cerlains cas de la possibilité de séparation
mutuelle qui existe loujours entre les molécules d'un solide,
si les forces qui leur sont appliquées, acquitrenl une inten-
sité suffisante, et dont on fail complétement abstraclion en
mécanique rationnelle. C'est ce qu'on peut aisément constater
surlout dans la théorie de la ruplure des solides, qui, a peine
fhauchée par Galilée, par Huyghens, el par Leibnilz, se
irouve aujourd'hui dans un élal forl imparfail el méme rés
précaive, malgré les travaux de plusieurs autres géomeélires,
et qui néanmoins serail imporlante pour éclairer plusieurs
questions de mcécanique Lerrestre, principalemenl de méca-
nique industrielle. On doit pourlant remarquer, & ce sujet,
que cette imperfection est & la fois beaucoup moins sensible
¢t bien moins importante que celle ci-dessus nolée, relati-
vement & la mécanique des fluides. Car elle se trouve ne
pouvoir nullement influer sur les questions de méeanique
tlesle, qui consliluent réellemenl, comme nous avons eu
plusieurs occasions de le reconnailre, la principale applica-
lion, el probablement la seule qui puisse élre jamais vraiment
ompléte, de la méeanique rationnelle.

Enfin nous devons encore signaler, en thése générale, dans

1+ mécanique actuelle, une lacune, secondaire il est vrai,

iis qui n’est pas sans imporlance, relalivement a la théorie
AG—T1 21
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d'une classe de corps qui sonl dans un état intermédiair
enfre la solidilé et la fluidité rigourcuses, et qu’'on pourni
appeler semi-fluides, on demi-solides : Lels sonk, par exemple
d'une parl, les sables, cl, d'une aulre parl, les fluides a I'éte
gélatineux. Il a é1é présenté quelques considérations ratior-
nelles an sujet de ecs corps, sous le nom de fluides impar-
[ails, surlout relalivement o leurs surfaces d’équilibre. Mai:
leur théorie propre n'a jamais éLé réellement établie du
manitre générale et directe.

Tels sont les principaux apercus généraux que j'ai cru dr-
voir indiquer sommairement pour faire appréeier le caractér
phllmophuluo qui dislingne la méc’mlquc rationnelle, env-
sagée dans son enqe"nble. Il s’agit mainlenant, en consid"
mnt sous le méme point de vue philosophique la compositic
effective de la science, d'apprécier commenl, par les impor
tanls travaux suceessifs des plus grands géométres, cell
seconde seetion générale si élendue, si essenlielle, et sidi
ficile de la malhématlique coneréle, a pu élre élevée & o
¢minent degré de perlection théorique qu'elle a atleint «
no: jours dans 'admirable trailé de Lagrange, et qui no
présente loutes les questions absir ailes qucllo esl susce
tible d'offrir, ramendes, d’aprés un principe unique, & ne ph
dépendre que de recherches puremenl analyliques, comn
nous P'avons déja reconnu pour les problémes géométrique
Ce sera 'objet des lrois lecons suivanles:la premiére co
sacrée & la sfalique, la seconde 4 la dynamique, et la
sitme, & I'examen des théorémes généraux de la mécanin

ralionnelle,



SEIZIEME LECON
Vue générale de la statique,

L'ensemble de la mécanique ralionnelle peut &tre trailé
d'apres deux méthodes générales essentiellement dislinctes et
mégalement parfaites, suivant que la stalique est congued'uno
manitre directe, ou qu'elle est considérée comme un cas par-
lieulier de la dynamique. Par la premitre méthode, on s'oc-
eope immédiatement de découvrir un principe d'équilibre
sulfisamment général, qu'on applique ensuite & la détermi-
nation des condilions d'équilibre de tous les systémes de
lorces possibles. Par la seconde, au conlraire, on cherche
d'abord quel serail le mouvement résultant de I'action simul-
lanée des diverses forces quelconques proposées, el on en
déduit les relations qui doivent exister cntre ces forces pour
que ce mouvement soit nul.

La statique élant nécessairement d'une nature plus simple
que la dynamique, la premitre méthode a pu seule étre
employée & l'origine de la mécanique ralionnelle. C'esl, en
tfiet, la seule qui fal connue des anciens, enliérement
irangers 4 Loule idée de dynamique, méme la plus élémen-
laire. Archiméde, vrai fondateur de la statique, el auquel
sonl dues Loules les nolions essentielles que 'anliquité pos-
sédait & cct égard, commence & élablir la condition d’équi-
ibre de deux poids suspendus aux deux extrémités d'un
lvier droil, e’est-i-dire la nécessilé que ces poids solent en
mison inverse de [eurs distances au point d’appui du levier;
dil s'efforce ensuite de ramener aulant que possible & ce
srincipe unique la recherche des relations d’¢quilibre propres
i dautres systémes de forces. Pareillement, quant a la sta-

ijue des fluides, il pose d'abord son célébre principe, con-
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sistant en ce que tout corps plongé dans un fluide perd une
partic de son poids égale an poids du fluide déplacé;et
ensuile il en déduit, dans un grand nombre de cas, la
théorie de la stabililé des corps flottanls. Mais le prineipe du
levier n’avail poinl par lui-méme une assez grande généralité
pour qu'il fal possible de 'appliquer réellement & la déler
mination des conditions d'équilibre de tous les sysiemes de
forces. Par quelques ingénicux artifices gquon ait succes:
sivement essayé d'en élendre I'usage, on n'a pu effeclivement
y ramener que les systémes composés de forces paralléles.
Quant aux forces donl les direclions concourent, on a
d'abord essayé de suivre une marche analoguc, cn imagh
nant de nouveaux principes direets d'équilibre spécialement
propres & ce cas plus géndral, et parmi lesquels il faul sur-
toul remarquer I'heureuse idée de Stévin, relative & }'équi-
libre du systéme de deux poids posés sur deax plans inclinés
adossés. Celle nouvelle idée-mére el peul-élre suffi stric
tement pour combler la lacune que laissail dans la statique
le principe d’Archiméde, puisque Stévin élail parvenn & e
déduire les rapports d'équilibre cnlre trois forces appliquées
en un méme poinl, dans le cas du moins ot deux de ot
forces sonl 4 angles droits ; et il avail méme remarqué que
les trois forces sont alors entre elles comme les irois colis
d’un tr lan5lc dont les angleﬁ seralent égaux a ceux lormés par
ces trois forces. Mais, la dynamique ayanl été fondée dansh
méme lemps par Galilée, les géomélres cessérent de suive
I'ancienne marche sialique diructc, préférant procéder 4l
recherche des conditions d’équilibre d'aprés les lois dés Jor
connues de la composition des forces. C'esl par cetle der
niére méthode gue Varignon découvrit la véritable théor:
générale de I'équilibre d'un systéme de forces appliquées e
un méme point, et que plus tard d’Alembert établil enfis
pour la premiére fois, les équalions d'équilibre d'un systém:
quelconque de forces appliquées aux différents points de
corps solide de forme invariable. Celle mélhode est encon
aujourd’hui la plus universellement employée.
Au premier abord, elle semble peu ralionnelle, puisqit
la dynamique étant plus compliquée que la slaliquey il
parait nullement convenable de faire dépendre a,alleui‘. d
I'autre. 1l serail, en effet, plus philosophique de ramener
contraire, s'il est possible, la dynamique 4 la statique, comi
on y est parvenu depuis. Mais on doil néanmoins reconnall’
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que, pour trailer complétement la statique comme un cas
particulier de la dynamique, il suffit d’avoir formé seule-
ment la partie la plus élémentaire de celle-ei, la théorie des
mouvements uniformes, sans avoir aucun besoin de la ihéorie
des mouvements variés. Il importe d'expliquer avee précision
cetle distinetion fondamenlale.

A cel effel, observons d'abord qu'il existe, en général,
deux sortes de forces: 1° les forces que j'appelle instantanées,
comme les impulsions, qui n'agissenl sur un corps qu'a l'ori-
gine du mouvement, en I'nbandonnant & lui-méme aussitot
qu'il est en marche; 2° les forces qu'on appelle assez impro-
prement accélératrices, el que je préfeére noramer conlinues,
comme les attractions, qui agissent sans cesse sur le mobile
pendant toute la durée du mouvement. Cette distinclion
tquivaut évidemment & celle des mouvements uniformes ct
des mouvements variés; car il est clair, en vertu de la pre-
miére des trois lois fondamenlales du mouvement exposdes
dans la legon précédente, que loute foree inslantanée doit
nécessairement produire un mouvement uniforme, tandis que
toute foree conlinue doil, au contraire, par sa nalure, impri-
mer au mobile un mouvement indéfiniment varié. Cela posé,
on concoit fort aisément, « priort comme je 'ai déji indiqué
plusieurs fois, que la partie de la dynamique relalive aux
forces inslantandées ou aux mouvemenls uniformes doil étre,
sans ancune comparaison, infiniment plus simple que celle
qui concerne les forees conlinues ou les mouvements variés.
¢t dans laquelle consiste essentiellement loule la difficulté
dela dynamique. La premiére partie présenle une lelle faci-
litt qu'elle peut étre trailée dans son ensemble comme une
tonséquence immédiate des trois lois fondamenlales du mou-
vement, ainsi que je I'ai expressément remarqué & la fin de
lilegon précédente. Or, il esl mainlenant aisé de concevoir
en thése générale, que ¢’esl seulement de celle premidre par-
ie de la dynamique qu’on a besoin pour conslituer la stalique
omme un eas parliculier de la dynamique.

En effet, le phénomeéne d’éqnilibre, dont il s’agil alors de
lcouvrir les lois, est évidemment, par sa nalure, un phéno-
méne instantané qui doit étre étudié sans ancun égard au
lemps. La considération du temps ne s'inlroduit que dans
les recherches relatives & ce qu'on appelle la stabilité de
léquilibre ; mais ces recherches ne font plus, 4 proprement
purler, partie de la statique et renlrenl essentiellement dans



396 PHILOSOPHIE POSITIVE

la dynamique. En un mol, suivanl I'npherisme ordinaire déj
cilé, on fait toujours, en slalique, abstraction du temps. 1l
en résulie qu’on y peul regarder comme inslanlancées toutes
les forces que l'on considere sans que les théories cessenl
pour cela d'avoir toute la généralilé nécessaive. Car, i chaque
époque de son aclion, une force conlinue peul loujours évi-
demmenl étre remplacée par une force instanianée mécani-
quement équivalenle, c'est-a-dire susceplible d’imprimer au
mobile une vilesse égale a celle que lui donne effeclivemen!
en cel inslanl la force proposée. A la vérité, il {audra, dans
le momenl infiniment pelil suivanl, substiluer a celte forer
instantanée une nouvelle force de méme nalure pour repré-
senler le changemenl eflectif de la vitesse,de telle sorte que,
en dynamique, ol 'on doit considérer I'élat du mobile dans
les divers instanls successifs, on relrouvera nécessairemen!
par la variation de ces forces instanlanées la difficullé fonds-
mentale inhérenle & la nalure des forces conlinues, et qui
n'aura fait que changer de forme. Mais, en slatique, ott il b
s'agit d'envisager les forees que dans un instant unique, on
n'aura poinl & tenir compte de ces vavialions, el les lois géné-
rales de I'équilibre, ainsi élablies en considérant toules les
forces comme inslanlandées, n'en seronl pas moins applicable
& des forces conlinues, pourva quon ait soin, dans celle
application, de substituer & chaque force conlinue la foree
instanlanée qui lui correspond en ce moment.

On congoil donc nellement par ld comment la statique
abstraile peut étre traitée avec [lacilité comme une simplr
application de la partie la plus élémenlaire de la dynamique,
celle qui se rapporle aux mouvements uniformes. La manié
la plus convenable d'effecluer celie application eonsiste |
remarquer que, lorsque des forces quelconques sont en équi
libre, chacune d'entre elles, considérée i-olément, peut &
regardée comme détruisant effel de I'ensemble de tonlesle
aulres. Ainsi la recherche des condilions de I'équilibre &
réduil, en général, & exprimer que I'une quelconque de&
forces du systéme, esl égale el direclement opposde i Ja néstt
tanle de Loutes les aulves. La dilficullé ne consiste done, dan
cette méthode, qu'a déterminer cetle résullante, 'est-
a composer entre elles les forces proposées. Celte composi
s'effectue immédiatement pour le cas de deux forces dap
la troisiéme loi fondamentale du mouvement, el 'on "ﬁ'
duit ensuite la composition d'un nombre queleonqn?
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forces. La question élémentaire présenle, comme on sait,
deux cas essentiellement distinets, suivant que les deux forces
& composer agissenl dans des direclions convergenles ou
dans des directions paralleles. Chacun de ces deux cas peut
&ire traité comme dérivant de I'autre, d'oli résulle parmi les
géometres une certaine divergence dans la maniére d'élablir
les lois élémentaires de la composition des forces, suivanl le
cas que I'on choisil pour poinl de déparl. Mais, sans conles-
ler la possibilité rigoureuse de procéder autrement, il me
semble plus rationnel, plus philosophique et plus striclement
conforme a l'esprit de celte maniére de traiter la slalique, de
commencer par la composilion des forces qui concourent,
d'ott I'on déduil naturellement celles des forces paralléles
tomme cas particulier, tandis que la déduclion inverse ne
peut se faire qu’a 'aide de considéralions indirecles, qui, quel-
que ingénicuses qu'clles puissent étre, présentent néeessaive-
ment quelque chose de foreé.

Aprés avoir élabli les lois élémentaires de la composition
des forces, les géoméetres, avant de les appliquer a la re-
cherche des conditions de I'équilibre, leur font éprouver or-
dinairement une importante transformation, qui, sans délre
complélement indispensable, présenle néanmoins, sous le
rapporl analytique, la plus haule ulilité, par 'extréme sim-
plification qu'elle inlroduil dans l'expression algébrique des
conditions d'équilibre. Cette transformalion consiste dans ce
quon appelle la théorie des moments, dont la propriété essen-
lielle est de réduire analytiquement toutes les lois de la com-
position des forces a de simples additions el soustractions.
La dénomination de moments, enliérement détournée aujour-
dhui de sa signification premitre, ne désigne plus mainle-
mnt que la considération absiraile du produil d'une force
par une distance. Il faul dislinguer, comme on sail, deux
sorles de moments, les momenls par rapport & un poini, qui
mdiquenl le produit d'une force par la perpendiculaire
abaissée de ce point sur sa direction, el les momenls par
rapport & un plan, qui désignent le produit de la force par la
dislance de son point d'applicalion & ce plan. Les premiers
ne dépendent évidemmenl que de la direction de la force, el
nullement de son point d’application ; ils sont spécialement
appropriés par leur nature 4 la théorie des lorces non paral-

s : les seconds, au contraire, ne dépendent que du poini
fapplication de la force et nullement de sa direclion ; ils sont
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donc essenliellemenl destinés a la Lhéorie des forces paru
leles. Nous aurons occasion d'indiquer, plus bas, par quelle
heureuse idée fondamentale M. Poinsot esl parvenu a atir:
buer généralement, el de la maniére la plus naturelle, une
mgmhcatmn concrite directe & 'un el & I'autre genre de mo-
ments, qui n'avaient réellement avant lui qu'une valeur
abstraite.

L.a nolion de moments une fois élablie, leur théorie élé
mentaire consiste essentiellement dans ces deux propriélés
générales trés remarquables qu'on déduil aisément de la
composition des forces : 12 si 'on considére un systéme de
forces Loultes situées dans un méme plan et disposées, dail-
Ieurs, d'une maniére quelconque, le moment de leur résul
tante, par vapport & un poinl quelconque de ce plan, est égal
A la somme algébrique des moments de toutes les compo-
santes par rapport & ce méme point, en attribuant & ces
divers moments le signe convenable. d'aprés le sens suivant
lequel chaque force lendrail A faire Lourner son bras de levier
autour de l'origine des moments suppasée fixe; 2° en consi
déranl un systéme de forces paralléles disposées d'une
maniére quelconque dans I'espace le momenl (e leur résul
tante par rapport & un plan quelconque est égal & la somme
algébrique des moments de toutes les composanles par
rapport & ce méme plan, le signe de chaque moment éanl
alors naturellement délerminé, conformément aux régles
ordinaires d'aprés le signe propre & chacun des facteurs
donl il se compose. Le premier de ces deux théorémes fons
damentaux a été découverl par un géomélre auquel la méea
nique rationnelle doit beaucoup et dont la mémoire a &6
dignemenl relevée par Lagrange Jd'un injuste oubli, Varignons
La maniére dont Varignon élablit ce Lhéoréme dans le cas
de deux composantes, d’oit résulte immédiatement le cas
général, esl méme spécialement remarquable. En effet, re ,
g{ndant le moment de chaque foree par rapport 4 un pomk
comme évidemment proportionnel a I'aire du iriangle
aurail ce poinl pour sommel et pour base la droite qui repnés
senle la force, Varignon, d'aprés la loi du parallélogramm
des [orces, présente d'abord le Lhéoréme des moments
une forme géomélrique trés simple, en démontrant qu
dans le plan d'un parallélogramme, on prend un point |
conque, el que l'on considére les trois triangles ayan
point pour sommet commun, el pour bases des deuxe
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contigus du parallélogramme et la diagonale correspondante,
le triangle construit sur la diagonale sera constammen! équi-
valent & la somme ou 4 la différence des Iriangles construils
surles deux cotés; ce qui est en soi, comme Pobserve avec rai-
son Lagrange, un beau théoréme de géométrie indépendam-
ment de son utililé en mécanique.

A T'aide de cette Lthéorie des momentls, on parvient & expri-
mer aisémenl les relalions analyliques qui doivent exister
entre les forces dans I'élat d’équilibre, en considérant d’abord
pour plus de facilité, les deux cas particuliers d'un systéme
le forces toutes siluées d'une maniére quelconque dans un
méme plan, el d'un systéme quelconque de forces paralleles.
Chacun de ces deux syslémes exige, en général, lrois équalions
Téquilibre, qui consistent : 1° pour le premier, en ce que la
somme algébrique des produits de chaque force, soit par le
twsinus, soil par le sinus de l'angle qu'elle fait avec une
droite fixe prise arbilrairement dans le plan, soit séparément
nulle, ainsi que la somme algébrique des moments de toutes
ks forces par rapporlt & un poink quelconque de ce plan;
¥ pour le second, en ce que lasomme algébrique de toutes les
orces proposées soit nulle, ainsi que la somme algébrique
I leurs moments pris séparément par rapport i deux plans

(férents paralléles & la direclion commune de ces forees.

pres avoir Lrailé ces deux cas préliminaires, il esl facile

en déduire celui d'un sysléme de forces lout & fait quelcon-

e, 1l suffit, pour cela, de concevoir chaque force du sys-
ime décomposée en deux, 'une située dans un plan fixe
fuelconque, I'autre perpendiculaire & ce plan. Le systéme
itoposé se trouvera dés lors remplacé par I'ensemble de
leux systémes secondaires plus simples, ['un composé de
orces dirigées Loules dans un méme plan, l'aulre de forces
mites perpendiculaires & ce plan et conséquemmenl paral-
tes entre elles. Comme ces deux systemes partiels ne sau-
aient évidemment se faire équilibre I'un a Pautre, il faudra
ione, pour que I'équilibre puisse avoir lieu dans le systéme

‘néral primilif, qu'il exisle dans chacun d'eux en particu-

erce qui ramene la question aux denx queslions prélimi-

aires déja traitées. Telle est du moins la maniére la plus
mple de concevoir, en trailant la slalique par la méthode
imamique, la recherche générale des conditions analyliques
‘e léquilibre pour un systéme quelconque de forces; quoi-
Wil fat, d'ailleurs, possible évidemment, en compliquant la
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solution, de résoudre directement le probléme dans o
entiére généralité, de fagon & y faire renlrer au contraire
comme une simple application, les deux cas préliminaires
Quelque marche qu'on juge & propos d'adopter, on trouw
pour I'équilibre d’un sysléme quelconque de forces, les si
équalions suivantes :

SPcosaea—=—o0, SPcost=o0,8P cosy—=o,
SP(y cosa—wxcos b =0, S (z¢os a — x ¢osy) =0,
Sy cost — 2 cos B) =0,

en désignant par P I'intensilé de 'une quelconque des foree
du systéme, par «, 6, v, les angles que forme sa direction
avec rois axes fixes rectangulaires choisis arbitrairement, ¢l
par x, y, z, les coordonnées de son peinl d'application rels-
tivement & ces trois axes. Jemploie ici la caraclérislique ¥
pour désigner la somme des produils semblables, propres!
toutes les forces du systeme P, ', P, ele.

Telle est, en substance, la maniére de procéder i la déter
mination des condilions géntrales de I'équilibre, en concevan
la slalique comme un cas parliculier de la dynamique é
menlaire. Mais, quelque simple que soil en effel celte m
thode, il serait évidemment plus rationnel el plus salisfais:
de revenir, s'il est possible, a la méthode des anciens, en
gageant la slalique de loule considération (Iynanuque, pous
procéder direclement & la recherche des lois de I'équilibre
envisagé en lui-méme, & I'aide d’un principe d’équilibre su
fisammenl général, élabli immédialement, Cest effeclivement
ce que les géomelres ont lenté, quand une fois les équations
générales de I'équilibre ont ¢1é découverles par la méthods
dynamique. Mais ils ont surtoul é1é délerminés & établir e
méthode stalique directe, par un molif philosophique du
ordre plus élevé el en méme temps plus pressant que le besoi:
de présenler la stalique sous un poinl de vue logique phe
parfail. C’esl mainlenant ce qu'il nous imporle ¢minemmen’
detpllquer puisque lelle esl la marche qm a conduil Lt
grange A imprimer 4 I'ensemble de la méeanique rationnelt
cetle haute perfection philosophique qui la caractérise ¢
sormais.

Ce motif fondamental résulte de la nécessité ot I
trouve ponr lrailer, en général, les questions les pr#—'
ficiles el les plus 1mp0rlan!eq de la dynamique, de l%’
rentrer dans de simples questions de statique, Nous
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nerons spécialement, dans lalegon suivante, le célébre principe
général de dynamique découverl par d'Alemberl, el a l'aide
duquel toute recherche relative au mouvement d'un corps ou
d'un systéme quelconque peut élre convertie immédialement,
tn un probléme d'équilibre. Ce principe, qui, sous le point
de wvue philosophbique, n'est yraimenl, comme je I'ai déja
indiqué dans la lecon précédente, que la plus grande généra-
lisalion possible de la seconde loi fondamenlale du mou-
vement, serl depuis prés d'un sitcle de base permanente a la
solution de lous les grands problémes de dynamique, el doit
évidemmenl désormais recevoir de plus en plus une telle des-
tination, vu l'admirable simplificalion qu’il apporle dans les
recherches les plus difficiles. Or, il esl clair qu'une semblable
maniére de procéder oblige nécessairemenl a Lraiter & son
lour la stalique par une mélhode directe, sans la déduire de
la dynamique, qui ainsi est, au conlraire, enlicrement fondée
sr elle, Ce n'est pas qu'il y esl, & proprement parler, aucun
irilable cevcle vicieux a persister encore dans la marche or-
linaire exposée ci-dessus, puisque la pariie élémentaire de
la dynamique, sur laquelle seule on a [ail reposer la slalique,
# lrouve, en réalilé, élre complélemenl dislinete de celle
ju'on ne peul (raiter qu'en la réduisanl & la stalique. Mais il
ven est pas moins évident que 'ensemble de la mécanique
tationnelle ne présenle alors, en procédant ainsi, qu'un ca-
riciére philosophique peu salisfaisant, i cause de 'allerna-
five fréquente entre le point de vue siatique et le point de
me dynamicque. En un mol, la science, mal coordonnée, se
rouve, par la, manquer essentiellement d'unité,
L'adoplion définitive et I'usage universel du principe de
Alembert rendaient donc indispensable aux progrés fulurs
I l'esprit humain une refonle radicale du systéme enlier de
I mécanique ralionnelle, ofi, la slalique élant traitée direc-
sment d'aprés une loi primilive d'équilibre suffisamment gé-
frale, et la dynamique rappelée a la stalique, 'ensemble de
'seience pal acquérir un caractére d'unilé désormais irrévo-
ble. Telle est la révolution éminemment philosophique exé-
itée par Lagrange dans son admirable Lrailé de Mécanique
ualylique, donl la conception fondamentale servira loujours
tbase & tous les travaux ullérieurs des géometres sur les
45 de I'¢quilibre et du mouvement, comme nous avons vu la
‘tande idée-mére de Descarles devoir diriger indéfiniment
outes les spéculalions géométriques.
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En examinant les recherches des géomeétres antérieurs sus
les propriétés de I'équilibre, pour y puiser un prineipe dive
de slatique qui pal offrir toule la géuéralilé nécessaire,
Lagrange g'esl arrélé 2 choisiv le prineipe des vitesses vir
tuelles, devenu désormais si célébre par usage immense el
capital qu'il en fait. Ce principe. découverl primitivement par
Galilée dans le cas de deux forces, comme une propriélé
générale que manifestait I'équilibre de Loules les machines.
avait été, plus lard, étendu par Jean Bernouilli & un nombr
quelconque de forces, constiluanl un systéme quelconque
el Varignon avail ensuile remarqué expressément I'emplel
universel qu'il était possible d'en faire en stalique. La combi
naison de ce principe avee celui de d'Alembert a condull
Lagrange & conecevoir cb & trailer la mécanique rationnel
toul entiére comme déduile d'un seul théoréme fondaments!
et a lui donner ainsi le plus haut degré de perfeclion qu'ue
science puisse acquérir sous le rapporl philosophique, un
rigoureuse unilé.

Pour concevoir nettement avee plus de facililé le princip
général des vilesses virtuelles, il esl encore utile de le cons
dérer dabord dans le simple cas de deux forces, comme l'ave
fait Galilée. Il consisle alors en ce que, deux forces se faisan
équilibre & T'aide d'une machine quelconque, elles sonl ente
elles en raison inverse des espaces que parcourraienl dans!
sens de leurs direclions leurs poinls d’applicalion, si on sup
posait que le systéme vinl & prendre un mouvement infin:
menl petil : ces espaces porlent le nom de vitesses virluell
afin de les distinguer des vilesses réelles qui auraient effec
Livement lieu si I'équilibre n'existail pas. Dans celélal primili
ce principe, quon peul lrés aisément vérifier relativement !
toutes les machines connues, présente déja une grande alilil
pralique, vu T'extréme facililé avee laquelle il permel d'oble
nir effeclivement la condition mathématique d'équilibre d'u:
machine quelconque, donl la conslitulion serail méme enlit
rement inconnue. En appelant moment virtuel, ou simplemé
moment, suivant I'aceeption primilive de ce lerme parw
géomelres, le produil de chaque force par sa vilesse virluel
produil qui, en eflet, mesurealors I'effort de la force pourmgl-
voir la machine, on peul «implifier beaucoup I'énoncé du prie
cipe en se bornanl a dire que, dans ce cas, les momenﬁiﬂl'
deux forces doivent élre égaux el de signe contraire po
qu'il y ait équilibre ; le signe positif ou négatif do ehaqe
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momenf est déterminé d'aprés celui de la vitesse virtuelle,
qu'on eslimera, conformément a l'espril ordinaire de la théorie
mathémalique des signes, posilive ou négalive selon que,
par le mouvement fictif que l'on imagine, la projection du
point d'applicalion se trouverait lomber sur la direction méme
de laforce ou sur son prolongement. Celle expression abrégée
du principe des vilesses virtuelles esl surtoul ulile pour
énoncer ce principe d'une maniére générale, relativement A
un systéme de forces Loul & fail quelcongue. 11 consiste alors
en ce que la somme algébrique des momenls virtuels de loules
les forces, estimés suivant la régle précédente, doit ¢tre nulle
pour qu'il y ail équilibre ; el cetle condilion doil avoir lieu
distinclement par rapporl atous lesmouvemenls élémentaires
que le sysléme pourrail prendre en verlu des forces dont il
est animé. En appelant P, P', P cle., les forees proposées,
el, suivant la notalion ordinaire de Lagrange, 3g, 8¢, 35', ele.,
les vilesses virtuelles correspondanles, ce principe se Lrouve
immédiatement exprimé par I'¢équalion

P3p + P3¢ 4 P's” + ete. =o.
ou plus bri¢vemenl
[' Pio=o,

dans laquelle, par les (ravaux de Lagrange, la mécanique
rationnelle Loul enliére pmzl ¢tre regardée comme implicite-
ment renfermée, Quant & la H{.&LI([UL la difticullé fondamen-
lale de développe convenablemenl celle équalion générale
s véduira essentiellement, lorsque loutes les forces dont il
laut lenir comple seront bien connues, & une difficulté pure-
ment analylique, qui consistera & rapporter, dans chaque
tas, d'apres les condilions de liaison caraclérisliques du
systéme considéré, loules les varialions infiniment pelites 8 p,
iy ete,, au plus pelit nombre possible de variations réelle-
ment indépendanles, afin d’annuler séparément les divers
groupesde Lermes relalifs i chacunede cesderniéres varialions
ce qui fournil, pour 'équilibre, aulanl d'é¢qualions distineles
qu'il pourrait exister de mouvements élémentaires vraiment
liflérents par la nalure du systéme proposé. En supposant
fue les forces soienl enliérement quelconques, et qu’elles
soient appliquées aux divers poiuls d'un corps solide, qui ne
Wil d'ailleurs assujelti & ancune condition particuliére, on
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parvient aussi immédiatement el de la maniére la plus simpl
aux sixéquations générales de I'équilibre rapportées ci-dessus
d’aprés la mélhode dynamique. Si le solide, au lieu d'élre
complélement libre, doit étre plus ou moins géné, il sulfil
d’introduire au nombre des forces du sysléme les résistances
qui en résultent aprés les avoir convenablemenl définies, ¢
qui ne fera qu'ajouter quelques nouveaux termes i I'équation
fondamentale. Il en est de méme quand la forme du solide
n'est poinl supposée rigoureusement invariable, el quiol
vient, par exemple, & considérer son élasticité. De semblables
modifications n’ont d'autre effet, sous le point de vue logique,
que de compliquer plus ou moins I'équation des vitesses
virluelles, qui ne cesse point pour cela de conserver nécek
sairement son entitre généralité, queique ces conditions
secondaires puissent quelquefois rendre presque inextricables
les difficultés purement analyliques que présente la solution
effective de la question proposée.

Tanl que le théoréme des vitesses virtuelles navail i
concu que eomme une propri¢té générale de I'équilibre, on
avail pu se borner & le vérifier par sa conformilé constanle
avec leslois ordinaires de I'équilibre déja oblenues autremesl,
et dont il présenlait ainsi un résumé Lrés ulile par sa simpl
cité el son uniformité. Mais, pour faire de ce théoréme fon-
damental la hase effective de toute la méeanique rationnelle
en un mot, pour la convertir en un vérilable principe, il dail
indispensable de I'établir directement sans le déduire d'ai
cun aufre, ou du moins en ne supposanl que des proposilion:
préliminaires susceplibles par leur extréme simplicilé d'éle
présentées comme immédiates. C'esl ce qu'a si heureusemen!
exéeuté Lagrange par son ingénieuse démonstration fondé
sur le principe des moufles el dans laquelle il parvientd
prouver généralemenl le théoréme des vitesses virtuelles avee
une extréme facilité, en imaginant un poids unique, quié
I'aide de moufles convenabiuncnt construits, se trouve rem:
placer sinultanément toutes les forces du systéme. On o
successivement proposé depuis quelques autres démonsir
tions directes el générales du principe des vitesses virtuelleh
mais qui, beaucoup plus compliquées que celle de Lagmgt
ne lui sont, en réalilé, nullement supéricures quant &
rigueur logique. Pour nous, sous le poinl de vue phi
phique, nous devons regarder ce Lthéoréme général comme
conséquence nécessaire des lois fondamentales du monve:
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ment, d'oi elle peul étre déduite de diverses maniéres, et
qui devienl ensuite le point de départ effectif de la méeanique
rationnelle toul enliére.

L'emploi d'un tel principe ramenanl I'ensemble de la
science & une parfaite unité, il devient évidemment fort pen
intéressant désormais de connaitre d’aulres principes. plus
généraux encore, en supposant qu'on puisse en obtenir. On
peul donc regarder comme essentiellement oizeuses par leur
nature les tentatives qui pourraient élre projetées pour subs-
lituer quelque nouvean principe  celui des vitesses virtuelles.
Un tel travail ne saurait plus perfectionner nullement le
caractére philosophique fondamental de la mécanique ration-
nelle, qui, dans le traité de Lagrange, est aussi forlement
coordonnée qu'elle puisse jamais I'étre. On n'y pourrail
réellement avoir en vue d’aulre utilité effective que de sim-
pliier considérablement les recherches analyliques anx-
quelles la science est maintenant réduite, ce gui doil parailre
presque impossible quand on envisage avec quelle admirable
facihité le principe des vilesses virtuelles a été adaplé par
Lagrange & Papplication uniforme de I'analyse mathémalique.

Telle esl donc la maniére incomparablemenl la plus par-
laite de concevoir et de (railer la statique, et par suite l'en-
semble de la méeanique rationnelle. Dans un ouvrage tel que
celui-ci surtoul, nous ne pouvions hésiter un seul moment &
accorder 4 cette mélhode une préférence éclatanle sur loute
tulre, puisque son principal avanlage caractérislique esl de
perfectionner au plus haut degré la philosophie de celte
science. Cetle considéralion doil avoir & nos yeux bien plus
{importance que nous ne pouvons en atiribuer en sens in-
verse aux difficultés propres qu'elle présente encore fréquem-
ment dans les applications, et qui consistenl essenticllement
dans Pextréme contenlion intellectuelle quelle exige souvent,
te qui peut &lre regardé comme ¢tant jusqu'a un cerlain
point inhérent & toute méthode trés générale ol les questions
fuelconques sont conslammenl ramenées & un principe
unique. Néanmoins ces difficultés sonl assez grandes jus-
{u'ici pour qu'on ne puisse point encore r(,g'udm la méthode
de Lagrange comme vraiment élémentaire, de maniére &
pouvoir dispenser entiéremenl d'en considérer aucune autre

s un enseignement dogmatique. Clest ce qui m’a défer-
miné & caractériser d'abord avec quelques développements la
Aéthode dynamique proprement dite, la seule encore géné-
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ralement usilée. Mais ces, considéralions ne peuvenl cu

¢videmment que provisoires ; les principaux embarras qu'oe:
casionne l'emploi de la conceplion de Lagrange n'ayant
réellement d'aulre cause essentielle que sa nouveauoté, Une
telle méthode n'est point indéfiniment deslinée sans douled
I'usage exelusif d'un Lrés petit nombre de géométres, quien
onl seuls encore une connaissance assez familiére pour uliliser
convenablement les admirables propriélés qui la caractés
risent : elle doil certainement devenir plus tard aussi popu-
laire dansg le monde mathématique que la grande conception
géomélrique de Descarles, el ce progrés général serait vrak
semblablement déja presque eflfectué si les notions fonds
menlales de I'analyse lranscendante ¢laient plus universelle-
ment répandues.

Je ne croirais pas avoir convenablemenl caraclérisé toutes
les nolions philosophiques essenlielles relatives A lu slalique
rationnelle, si je ne faisais mainlenanl une mention dislinele
d'une nouvelle conceplion forl importante, introduite dansla
science par M. Poinsot, el que je ;vgarde comme le phs
grand perfeclionnement qu'ail éprouvé, sous le point de v
philosophique, le sysléme général de la mécanique, depuislh
régénéralion opérée par Lagrange, quoiqu’elle ne soit pas
exaclement dans la méme direction. [l s'agit, comme o0
voil, de I'ingénieuse et lumineuse Lhéoric des couples, que
M. Poinsot a si heureusemenl créée pour perfectionner diree
tement dans ses conceplions fondamentales la mécaniqu

ralionnelle, et dont la pori¢e ne me parait point avoir éf
encore sullisamment appréciée par la pluparl des géométres
On sail que ces couples, ou syslémes de forces paralléle
¢gales el contraires, avaienl & peine éLé remarqués aval
M. Poinsot comme une sorle de paradoxe en slatique, e
qu’il s’est emparé de celle notion isolée pour en faire immé
diatement le sujel d'une théorie fort élendue et enliérement
originale relalive 4 la transformation, & la compositioneld
l'usage de ces groupes singuliers, quil a montirés doukﬁ#
propriélés si 1emdrqudb]m par leur généralilé el leur §
plicité. Ces propri¢tés fondamentales consislent essentit
menl: 1° sous le rapport de la direction, en ce f:[ual;fl
d'un couple dépend seulement de la direclion de son plant
de son axe, el nullement de la poailum de ce plan, ni de

du couple dans le plan; 2° quant al’ ml(-n‘-m- en ce quel’
d'un couplene dépend proprement ni de Ia valenr de chaei
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des forces égales qui le composent, ni du bras de levier sur
lequel elles agissent, mais uniquement du produil de celte
force par celte distance, auquel M. Poinsol a donné avec
raison le nom de momen! du couple.

En adoplant la méthode dynamique proprement dite pour

procéder 4 la recherche des condilions générales de I'équi-
libre, M. Poinsol I'a présentée sous un poinl de vue compl-
lement neuf & I'aide de sa conceplion des couples, qui I'a
considérablement simplifice el éclaircie. Pour caractériser iei
sommairement celte variélé de la méthode dynamique, il suf-
fira de concevoir que, en ajoutant en un point quelconque
du systéme deux forees égales & chacune de celles que I'on
considére et qui agissenl, en sens contraire I'une de I'autre,
suivant une droile parvalléle @ sa dirvection, on pourra ainsi,
sans jamais allérer évidemment Pélat du systéme proposé, le
regarder comme remplacé: 1° par un sysleme de forces
fgales aux forces primilives Lrangportées Loules parallélement
ilears directions au poinl unique que I'on aura choisi, el qui,
o0 conséquence, seront généralement réductibles en une
seule; 2° par un sysléme de couples ayanl pour mesure de
leur inlensilé les moments des forces proposées relalivement
tee méme poinl, el donl les plans, passanl lous en ce mée
poinl, les rendront aussi réduclibles généralement a un
ouple unique. On voil, d'aprés eela, avee quelle facililé on
pourra procéder ainsi 4 la délermination des relations d'équi-
ibre, puisqu'il suffira de trouver, par les lois connues de la
womposilicn des forces convergenles, celle résullante unique,
ifin d’exprimer qu'elle est nulle: et ensuite, par les lois que
\l. Poinsot a établies pour la composition des couples, obte-
ur également ce couple résullanl, el 'annuler aussi sépa-
‘ment; car il est clair que, la focce et le couple ne ‘pouvant
‘¢ détruire muluellement, I'équilibre ne saurait exister qu'en
‘s supposanl individuellement nuls.

[ faut, sans doute, reconnailre que celle nouvelle ma-
iére de procéder n'est point indispensable pour appliquer
 méthode dynamique & la délerminalion des condilions
“nérales de 'équilibre. Mais, oulre Vextréme simplification
[Welle introduil dans une lelle recherche, nous devons sur-
ol apprécier, quant aux progres généranx de la science, la
Jarté inattendue qu'elle y apporte, c¢'est-a-dire I'aspecl émi-
‘mment lucide sous lequel elle présente une parlie essentielle
“ees condilions d'éqguilibre, loutes celles qui sonl relalives

A Co— 1. 92
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aux moments des forces proposées, et qui constituent la plus
importante moilié des équalions staliqies. Ces moments, qui
n'indiquaient jusqu'alors qu'une considéralion purement abs-
traile, artificiellement introduite dansla statique pour faci
liter l'expression algébrique des lois de I'équilibre, onl pris
désormais une significalion concréle parfailement distincte,
el sont entrés aussi nalurellemenl que les forces elles-mémes
dans les spéculations staliques, comme é&tant la mesure
directe des couples auxquels ces forces donnent immédia-
tement naissance. On congoil aisément & priori quelle fack
lité cetle inferprétation générale et élémentaire doil nécessai-
remen{ procurer pour la combinaison de toules les idées
relatives 4 la théorie des moments, comme on en voit déj
d'ailleurs la preuve effective dans 'extension et le perfection-
nement de cetle importante théorie, par les iravaux dé
M. Poinsot lui-méme.

Quelles que soient, en réalité, les qualilés fondamentales
de la coneeption de M. Poinsol par vapporl a la statique, on
doil néanmoins reconnailre, ce me semble, que c'est surtont
au perfectionnemenl de la dynamique qu'elle se trouve, pat
sa nalure, essenticllemenl deslinée el je erois pouvoir assurer,
4 cel égard, que celle conceplion n'a point encore exercé
Jjusqu'ici son influence la plus capitale, Il faut la regarder, e
effet, comme directement propre & perfectionner sous un
rapport trés important les ¢léments memes de la dynamique
générale, en rendant la nolion des mouvements de rotalion
aussi naturelle, aussi familiére, el presque aussi simple que
celle des mouvements de Lranslation. Car le couple peut éle
envisagé comme I'élément nalurel du mouvement de rotation,
aussi bien que la force l'est du mouvement de translation, Ge
n'est pas ici le lieu d'indiquer plus dislinclement cette consi:
dération, qui sera convenablement reproduite dans les legons
suivantes. Nous devons sculement concevoir, en thése géné
rale, qu'un usage bien entendu de la héoric des couples
élablit la possibilité de rendre I'élude des mouvements e
rotalion, qui constitue jusqu'iei la parlie la plus compliqué®
el la plus obscure de la dynamique, aussi élémenlaire 8
aussi netle que I'ébude des mouvements de translalion. Nous
aurons occasion de conslater effectivement plus Lard & quel
degré de simplicité el de clarlé M. Poinsol est parvenud
réduire ainsi diverses proposilions essentielles, relatives aux
mouvements de rolation, el qui n'étaient élablies avanl
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que de la maniére la plus pénible et la plus indirecte, princi-
palement en ce qui concerne les propriélés des aires, donl il
a méme sensiblement augmenté élendue el régularisé
lapplicalion sous divers rapporls imporlanls, surtoul, en
dernier lieu, quant & la déterminalion de ce qu'on appelle le
plan (nvariable,

Pour compléter ces considérations philosophiques sur
'ensemble de la stalique, je crois devoir ajouler ici 'indi-
calion sommaire d'une derniére nolion générale, qu'il me
parail utile d'introduire dans la théorie de 1'¢quilibre, de
quelque mani¢re qu'on ait d'ailleurs jugé convenable de
I'établir.

Quand on veul se faire ume jusle wdée de la nalure des
diverses ¢quations quiexpriment les condilions de l'équilibre
d'un systéme quelconque de forces, il esl, ce me semble,
insuffisant de se borner & counslaler que 'ensemble de ces
équalions eslindispensable pour I'équilibre, el I'élablil inévi-
lablement. 11 faul, de plus, pouvoir assigner nellement la
signification slalique distinclement propre & chacune de ces
équations envisagée isolémenl, ¢’esl-i-dire délerminer avec
précision en quoi chacune contribue séparément & la produc-
tion de l'équilibre, analyse & laquelle on ne s'atlache point
ordinairement, quoiqu’elle soit, sans doule, importante. Par
quelque méthode qu'on procéde & 'élablissement des ¢qua-
lions statiques, il esl clair & priori que Péquilibre ne peul
résuller que de la destruction de Lous les mouvements ¢lémen-
taires que le corps pourrail prendre en vertn des [orces donb
il esl animé, si ces forces n'avaienl poinl entre elles les
relalions nécessaires pour se conlrebalancer exaclement.
Ainsi chaque équalion prise a part doil nécessairement
anéanlir un de ces mouvements, en sorte que Fensemble de
ces équations produise I'équilibre, par I'impossibilité ol se
lrouve dés lors le corps de se mouvoir d'ancune manibre,
Examinons mainlenant sommairement le principe général
d'apres lequel une telle analyse me semble pouvoir s'opérer
dans un cas quelconque.

En considérant le mouvemenl sous le poinl de vue le plus
posilif, comme le simple transporl d'un corps d'un lieu dans
unautre, indépendamment dumode quelconque suivantlequel
il peut élre produil, il est évident que loul mouvement doit
flre envisagé, dans le cas le plus général, comme néces-
sairement composé A la fois de lransiation et de rolalion. Ce
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n'est pas, sans doule, qu'il ne puisse réellement exister de
translation sans rotation, ou de rolalion sans translation;
mais on doit regarder I'un et I'anlve cas comme élant d'es-
ceplion, le cas normal consistant en effel dans la coexistence
de ces deux sortes de mouvements, qui s'accompagnent
constamment, & moins de condilions parliculiéres lrés pré-
cises, et par suile forl rares, rclativement aux circonstances
du phénoméene. Cela est tellement vrai que la seule vénfi-
calion de l'un de ces mouvements est habiluellement regar-
dée avec raison par les géomelres, qui connaissent loule la
portée de celle observalion ¢lémentaire, comme un puissant
molif, non d'affirmer, mais de présumer trés vraisemblable-
ment lexistence de l'autre. Aipsi, par exemple, la seule
connaissance du mouvemenl de rolalion du soleil sur son
axe, parfailemenl conslalé depuis Galilée, serail & priori
pour un géomdlre une preuve presque cerlaine d'un mou-
vemenl de translation de cel astre accompagné de loutes ses
planétes, quand méme les aslronomes n’auraient point com-
mencé déja a reconnailre effectivement, par des observalions
directes, la réalité de ce transport, dans un sens encore peu
délerminé, Pareillement, c'est d’aprés une semblable consi-
dération qu'on admel communémenl, avec raison, oulre lé
molif d'analogie, lexistence d'un mouvement de rolation
dans les planttes meéme & I'égard desquelles on n'a point
encore pu le conslater directemenl, par cela seul qu'elles ont
un mouvement de Lranslalion bien connu autour du soleil.

Il résulle de cetle premiére analyse que les équations qui
exprimenl les condilions d'équilibre d'un corps, sollicité par
des forces quelconques, doivent avoir pour objet, les unes de:
détruire tout mouvement de translation, les autres d’anéantir
lout mouvement de rotation. Voyons mainlenant, d'aprésle
méme point de vue, afin de compléier cetapergu général, quel
doil élre a priori le nombre des équations de chaque espéce.

Quant & la lranslation, il sulfil de considérer que, pour
empdécher un corps de marcher dans un sens quelconque, il
faut évidemment l'en empécher selon trois axes principa
silués dans des plans différents, el qu'on suppose d’ordinai
perpendiculaives entre eux. En effel, quelle progressions
serait possible, par exemple, dans un corps qui ne pourrs
avancer ni de I'est 4 l'ouest ou de 'ouest & l'est, ni du n
au sud ou du sud au nord, ni cnfin du haut en bas ou dubg
en baut ? Toule progression dans un aulre sens quelcongque
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pouvant évidemment se concevoir comme composée de pro-
gressions parlielles correspondantes dans ces (rois sens
principaux, serail dés lors devenue nécessairement impos-
sible. D'un autre coté, il esl clair qu'on ne doil pas consi-
dérer moins de lrois mouvements élémentaires indépendanis,
car le corps pourrait se mouvoir dans le sens d'un des axes,
sans avoir aucune translation dans le sens d’aucun des autres.
On congoil ainsi que, en général, trois équations de condi-
lion seront nécessaires et suffisantes pour élablir, dans un
systéme quelconque, V'équilibre de lranslation; el chacune
d’clles sera spécialemenl destinée & délruire un des lrois
mouvemenls de translation élémentaires que le corps pour-
rait prendre.

On peut présenter une considéralion exactement analogue
relativement & la rotation; il n'y a de nouvelle difficulté que
celle d'apercevoir distinctement une image mécanique plus
compliquée. La rotalion d'un corps dans un plan ou autour
d'un axe queleonque, pouvant loujours se conecevoir décom-
posée en trois rotations élémentaires dans les trois plans coor=-
donnés ou aulour des trois axes, il est clair que, pour
smpécher toule rotalion daps un corps, il fautl anssi l'em-
pécher de tourner séparément par rapport a4 chacun de ces
lrois plans ou de ces frois axes. Trois égualions soni done,
pareillement, nécessaires el suffisanies pour établir I'équi-
libre de rotation ; et I'on apergoil, avec la méme facilité que
dansle cas précédent, la destination mécanique propre i cha-
cune d'elles,

En appliquant I'analyse précédente a4 I'ensemble des six
fqualions générales rapporlées au commencement de ceile
legon, pour I'équilibre d'un corps solide animé de forces
quelconques, il est aisé de reconnaitre que les Lrois premiéres
sont relalives &4 I'équilibre de translation, el les Lrois aulves
4 Téquilibre de rolation. Dans le premier groupe, la pre-
mitre ¢qualion empéche la lranslalion suivant l'axe des
z, la seconde suivanl I'axe des gy, et la lroisiéme suivant
laxe des z. Dans le second groupe, la premiére équation
empéche le corps de lourner suivani le plan des xy, la
@eonde suivant le plan des @z, el la lroisiéme suivant le plan
des yz. On concoit nettement par Ja comment la coexisience
de foutes ces équations établit nécessairement V'équilibre.

Celle décomposition serail encore utile pour réduire, dans
chaque cas, les ¢quations d'équilibre au nombre strictement



342 PHILOSOPHIE POSITIVE

nécessaire, quand on vienl & parliculariser plus ou moins le
systtme de forces considéré, au lieu de le supposer cntiére-
menl quelconque. Sans entrer ici dans aucun détail spéeiald
ce sujel, il suffiva de dire conformément au point de yue pré-
cédent, yue, la particularisalion du systéme proposé res-
treignanl plus ou moins les mouvements possibles, soit
quant & la rolation, aprds avoir d’abord exactement déter-
miné¢ dans chaque cas, ce qui sera loujours facile, en quoi
consisle celte restriction, il faudra snpprimer, comme super-
flues, les équations d’équilibre relatives aux translations ou
aux rotations qui ne peuvenl avoir lieu, et conserver seule-
menl eelles qui se rapporienl aux mouvements restés pos-
sibles. C'est ainsi que, suivant la limitation plus ou moins
grande du systéme de forces particulier que P'on considere,
il peut, au licu de six équations nécessaires en général pour
Véquilibre, n'en plus subsister que frois, ou deux, ou méme
une seule, qu'il sera par i facile d'oblenir dans chaque cas:

On doit faire des remarques parfaitement analogues quant
aux restrictions de mouvements qui résulteraient, non dela
constitulion spéciale du svstéme des forces, mais des génes
plus ou moins élroiles auxquelles le corps pourrait étre assi-
jetli dans certains cas, et qui produiraient des eflets sembla-
bles. 11 suffirait également alors de voir netlement qiels
mouvements sonl rendus impossibles par la nature des con-
ditions imposées, el de supprimer les équations d’équilibte
qui 'y rapporient, en conservant celles relatives aux mou-
vements restés libres. C'est ainsi, par exemple, que, dans le
cas d'un systéme quelconque de forees, on trouverait que les
trois derniéres équations suffisent pour 1'équilibre, sile corps
est relenu par un point fixe autour duquel il peut lourner
libremenl en tous sens, lout mouvement de translation étant
alors devenu impossible ; de méme on verrait les équation$
d'équilibre éire au nombre de deux, ou méme se réduire i
une seule, s'il y avail 4 la fois denx points fixes, suivanl qué
le corps pourrail on non glisser lelong de I'axe qui les joinky
el enfin on arriverail & reconnailre que I'équilibre exisle
néeessairement sans ancune condition, quelles que soicatle
forces du systéme, si le corps solide présente trois poinks fixés
non en ligne droile. Enfin on pourrail encore employer:
méme ordre de considérations lorsque les points, au lieu déls
rigoureusement fixes, seraient sculement astreints 4 dements
sur des courbes ou des surfaces données.
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L'esprit de l'analyse que je viens d'esquisser est, comme
on le voit, entitrement indépendant de la méthode quelcon-
que d'aprés laquelle auront été oblenues les équations de
I'équilibre. Mais les diverses méthodes générales sont loin
tependant de se préler avee la méme facilité & 'application
de cetle régle. Celle qui 8’y adapte le mieux, c'est incontes-
tablement la méthode statique proprementdite, fondée, comme
nous l'avons wvu, sur le principe des vilesses virtuelles. On
doit metlre, en eflel, au nombre des propriétés caractéristi-
ques de ce principe, la nellelé parfaite avee laquelle il analyse
naturellement le phénoméne de I'équilibre, en considérant
distinctement chacun des mouvements élémentaires que per-
mellenl les forces du systéme, el fournissant aussilél une
¢équation d'équilibre spéeialement relakive & ce mouvement.
La méthode dynamique ne présenie poinl cel avantage
important. Il faul reconnaitre toulefois que, dans la maniére
donl M. Poinsot I'a concue, elle se lrouve, & cel égard, con-
sidérablement améliorée, puisque la seule dislinction des
conditions d'équilibre relutive aux forces el de celles qui
concernent les couples, dislinction qui s'établit alors néces-
suirement, réalise, par elle-méme, la délermination séparée
entre I'équilibre de translation et 'équilibre de rotalion. Mais
la méthode dynamique ordinaire. exclusivement usitée en
statique avanl la réforme de M. Poinsot, el que j'ai caracté-
risée dans son cnsemble au commencement de cette le¢on ne
remplit nullement celte condition essenlielle, sans laquelle
néanmoins, il me parait impossible de concevoir nettement
lexpression analytique des lois générales de 'équilibre.

Aprés avoir considéré les diverses manieres principales de
parvenir aux lois exactes de 1'équilibre abstrait pour un sys-
leme quelconque de forces, en supposant les corps dans cet
élat complétement passif que nous avions reconnu, quoique
purement hypothélique, @étre strictement indispensable &
[ftablissernent des principes fondamentaux de la mécanique
rationnelle; nous devons maintenanl examiner comment les
géomatres onl pu tenir comple des propriélés générales natu-
telles aux corps réels, el auxquelles il [aul néeessairement
avoir égard dans Loute application effective de la mécanique
abstraite. La seule que I'on sache jusqu’ici prendre en consi-
dération d'une maniére vraiment complite, c'est la pesanteur
lirtestre. Voyons comment on a pu lintroduire, en effel, dans
s Equations statiques. Cet imporlant examen constitue sans
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doute, dans l'ordre strictement, logique de nos étudea philo-
sophiques, une anticipation vicieuse sur la partie de ce cours
relalive & la physique propremenl dite, oil nous envisagerons
spécialement la science de la pesanteur. Mais la théorie
des cenlres de gravilé, & laquelle se réduil essentiellement
celle élude statique de la pesanteur lerrestre, joue un role
frop étendu et trop important dans toutes les parlies dela
mécanique ralionnelle, pour que nous puissions nous dispen-
ser de lindiquer ici, & l'exemple de tous les géoméires,
quoique ce ne soit pas strictement régulier. Du reste, je dois
faire observer & ce sujel qu'on éviterait presque enti¢remen
tout ee qu'il y a vraiment d'irrationnel dans celle disposition
scienlifique, sans se priver néanmoins des avantages capitaux
que présenle la résolution préalable d'une telle question, s
on contractait I'habitude de classer la théorie des centres ds
gravilé parmi les recherches de pure géométrie, comme j¢
I'ai proposé & la fin de la treiziéme lecon.

Pour tenir compte de la pesanleur Lerrestre, dans les ques-
lions statiques, il suffit, comme on sail, de se représenter,
sous ce rapporl, chagque corps homogéne comme un sysieme
de forces paralléles et égales, appliquées & toutes les molé:
cules du corps, el donl il faut délerminer complétement Ja
résultante, qu'on introduira dés lors sans aueune difficullé
parmi les forces extérieures primilives. En réalité, ce paral
lélisme et celte égalité des pesanteurs moléculaires ne sonl
elfeclivement que des approximalions, puisque, de fait, loules
ces forces concourraient au centre dela terre si cetle planéte
étail rigoureusemenl sphérique, et que leur intensité absolue
indépendamment des inégalités qui liennent i la force centri
fuge produite par le mouvement de rolation de la lerre
varie en raison inverse des carrés des distances des moléeules
correspondantes au centre de notre globe. Mais, quand il n¢
s'agit que des masses lerresires a notredisposition, auxquelles
sont ordinairement destinées ces applicalions de la slalique,
les dimensions n'en sont jamais assez grandes pour quel
défaul de parallélisme el d'égalilé enlre les pesanleurs di
diverses molécules de chaque masse doive étre réellement
pris en considération. On suppose done alors, avec raison,
toutes ees forces rigoureusemenl paralléles et égales, coqul
simplifie extrémement la queslion de leur composition, B
effet, leur résultante esl, dés ce moment, égale & leur somme,
et agil suivanl une droite paralléle & leur direction commune
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en sorte que son intensité el sa dircetion sont immédialement
connues. Toute la difficuilé se réduoil done a trouver son point
d'application, ¢’esl-i-dire ce qu'on appelle le cenlre de gravilé
du corps. D'apres les propriélés générales du point d'appli-
cation dela résullante dans un sysléme quelconque de forces
paralléles, la distance de ce point &4 un plan quelconque est
égale a4 la somme des moments de loutes les forees du sys-
teme par rapporl & ce méme plan, divisée par la somme de
ces forces elles-mémes. En appliquanl celte formule au centre
de gravité, ct ayant égard & la simplification que produil alors
légalité de toutes les forces proposées, on trouve que la dis-
tance du centre de graviié & un plan quelconque est tgale &
la somme des distances de tons les points du eorps considéré,
divisée par le nombre de ces points; c’esl-i-dire que cette
distance esl ce qu'on appelle proprement la moyenne arith-
métique enlre les dislances de lous les points proposés.
Cette considération fondamenlale réduit évidemment la notion
du centre de gravité & étre puremenl géomélrique, puisqu’en
le cherchant ainsi comme centre des moyennes distances,
suivant la dénomination ralionnelle des anciens géométres,
la question ne conserve plus aucune trace de son origine
mécanique, el consiste sculement dans ce probléme de géo-
mélrie générale : Elanl donné un sysléme quelconque de
points disposés enlre eux d'une maniére délerminée, lrou-
ver un point dont la distance 4 un plan quelconque soil
moyenne entre les distances de tous les plans donnés & ce
méme plan. Il y aurait, comme je I'ai déja indiqué, des avan-
lages importanls & concevoir habituellement ainsi la notion
générale du centre de gravilé, en faisant complétement
abslraction de Loule considéralion de pesanteur, car cette idée
simple et purement géométrique est précisément celle qu'on
doit 8'en former dans la plupart des théories principales de la
mécanique ralionnelle, surloul quand on envisage les grandes
propri¢lés dynamiques du cenlre des moyennes distances, ol
lidée hétérogene et surabondante de la gravité introduit ordi-
nairement une complication el une obscurité vicieuses. Celle
maniére de concevoir la question conduit naturellement, il
esl vrai, 4 I'exclure de la mdécanique pour la faire renlrer
dans la géomélrie, comme je V'ai proposé. Si je ne T'ai pas
mnsi classée effeclivement, ¢’esl uniquement afin de ne
w'écarter que le moins possible des habiludes universellement
recues, quoi que je fusse Lrés convaincu qu’une telle transpo-
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sition serait la seule disposition vraiment rationnelle. Quoi
qu'il en soil de celle discussion d’ordre, ce qui imporie essen-
ticllement, c¢’esl de ne point se méprendre sur la vérilable
nature de la question A quelque époque et sous quelque déno-
mination qu’on juge convenable de la traiter.

La seule définition géomélrique du centre de gravilé
donnerail immédialement le moyen de le déterminer, silé
sysleme des points que Pon considére n'était composé que
d’un nombre fini de points isolés, car il en résulterait direc-
tement alors des formules lrés simples et qui n’auraienl
nullement besoin d'étre transformées pour exprimer les coor
données du point cherché, relalivemenl A lrois axes rectdn:
gulaires fixés arbitrairement. Mais ces formules fondamentales
ne peuvent plus dtre employées sans transformation, aussitdt
qu’il s'agit d'un sysléme composé d'une infinilé de poinks
formant un véritable corps conlinu, ce qui est le eas ordinaite.
Car le numéraleur et le dénominateur de chaque formule
devenanl dés lors simultanément inflinis, ces formules n'offtént
plus aucune,significalion distincle, et ne sauraient éire appli-
quées qu'aprés avoir 6lé convenablement transformées,
C'est dans celte (ransformation générale que consisle, sous
le rappor( analylique, toule la difficulté¢ fondamentale de la
queslion du centre de gravité envisagée sous le point de vue
le plus étendu, Or, il est clair que le calcul intégral donné
immédiatement les moyens de la surmonter, puisque ces
deux sommes infinies qui constituent les deux lermes de
chaque formule sont évidemment par clles-mémes de véri-
lables inlégrales, donl celle qui exprime le dénominatéit
tommun des trois formules se rapporte aux élénients géomé-
triques infiniment petits de la masse considérée, el celle qUi
représente le numéraleur propre & chaque formule sé raf
porle aux produils de ces élémenls par leurs coordbhnt
correspondantes. Tl suil de 14, pour ne considérer ici que It
cas le plus général, quen décomposant le corps seulemenl
en ¢léments infiniment. petils dans deux sens par deux séries
de plans infiniment rapprochés paralléles les uns au plan des
zz, les autres au plan des yz, on lrouvera aussilot les forfmules
fondamentales :

. f]m dr dy . :ffﬂ: i diy . f/ -*dzdy
b Jj u{rc.{‘; o f Sda:dy‘ L= jf’drd!f
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qui feront connaitre les trois coordonnées du centre de gravité
du volume d’un corps homogene de forme quelconque, limité
par une surface dont 'équalion en a, y el z esl supposée
donnée. On obliendra de la méme manicre, pour le cenlre de
gravité de la surface senle de ce corps, les formules :
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La détermination des centres de gravité sera done réduite
insi, dans chaque cas particulier, & des recherches purement
nalyliques, toul & fait analogues a celles qu'exigent, comme
ous I'avons vu, les quadratures el les cubatures. Seulement,
s intégrations étant, en général, plus compliquées, I'état
extréme imperfection dans lequel se trouve jusquiici le
alenl intégral permettra bien plus rarement encore de par-
enir & une solution définitive. Mais ces [ormules générales
ren ont pas moins, par elles-mémes, une importance capi-
ile, pour inlroduire la considération du cenlre de gravité
uns les théories générales de la mécanique analylique, ainsi
e nous aurons spécialement oceagion de le reconnaitre
dientot. 11 faut d'ailleurs considérer, quanl 4 la question
néme, que ces formules éprouvent de trés grandes simplifi-
ations, quand on vienl & supposer que la surface qui termine
it corps proposé est uune surface de révolution, ce qui heu-
rusement a lieu dans la plupart des 'lpphc.itlons vraiment
importantes.

Telle est donce essentiellement la maniére de fenir compte
l¢ la pesanteur terrestre dans les applications de la statique
ibsiraite. Quant & la pesanteur universelle, on peut dire que

h=

<=
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jusqu'ici elle n’a é1é prise en considération d’une manidi
vraiment compléete que relalivement aux corps sphériques
Ce n'est pas que, lorsque la loi de la gravilation est supposé
connue, el surtoul en la concevant inversement proportior
nelle au carré de la distance. comme dans la véritable pesar
teur universelle, on ne puisse aisément construire, & l'aid
d'intégrales convenables, des formules qui expriment attrac
tion d'un corps de figure et de constitulions quelconquessu
un point donné, et méme sur un autre corps. Mais ces expres
sions symboliques généralessont demeurées jusqu'ici le plu
souvenl inapplicables, faute de pouvoir effectuer les inlégre
tions qu’elles indiquent, méme ¢quand on suppose, pou
simplifier la question, que chaque corps est homogéne. C:
n'est encore que par approximation fort imparfaite qu'ona pr
parvenir 4 la détermination définitive dans le cas Lrés simpl
de Paltraction de deux ellipsoides trés peu différents de ks
sphére, ce qui a lieu heureusement pour Loutes nos planéte:
Ii fant d'ailleurs considérer que, dans la réalité, ces formules
supposent la connaissance préalable de la loi de la densilés
I'intérieur de chaque corps proposé, ce que nous ignoron-
Jjusqu'ici complétement.

Dans I'état présent de celle imporlante et difficile théori,
on peut dire que les théorémes primilils de Newlon sur
I'altraction des corps sphériques conslituent effectivemes!
encore la parlie la plus ulile de cel ordre de notions, G
propriétés si remarquables, et que Newlon a si simplemer
¢lablies, consislent, comme on sait, en ce que : 1° latiraclio
d'une sphére dont toules les molécules allirent en raisen
inverse du carré de la dislance, esl la méme sur un pﬂiﬂ’
extérieur quelconque, que si la masse entiére de celte sphér:
élait condensée & son cenlre ; 2° quand un point est plag
dans I'intérieur d’une spheére dontles molécules agissenl 8
lui suivant celte méme loi, il n'éprouve absolument aucut
allraction de la part de loulela porlion du globe qui se trow
& une plus grande dislance que lui du centre, du moins,
supposanl, si leglobe n'est pas homogéne, que chacune dess
couches sphériques concenlriques présente en tous sespoit
la méme densilé.

La pesanteur est la seule force naturelle dont nous sachion
réellement lenir comple en statique rationnelle ; encore %ol
on combien celle ¢tude est peu avancée par rapport 4 lage
vité universelle. Quant aux circonslances extérienras @0
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rales, dont on a di également faire d'abord complétement
abstraclion pour établirles lois rationnelles de la mécanique,
comme le frottement, la résistance des milieux, etle., on peut
dire que nous ne connaissons encore nullement la maniére de
les introduire dans les relalions fondamenlales données par
lamécanigue analylique, car onn'y esl parvenu jusqu’ici qu'a
laide d'hypolhéses forl précaires, el méme évidemment
inexacles, qui ne peuvent élre réellement considérées, dans le
plus grand nombre des cas, que comme propres a fournir
des exercices de caleul. Du resle, nous devrons revenir sur
te sujel dans la partie de ce cours relative a la physique pro-
prement dite.

Pour compléter I'examen philosophique de I'ensemble de la
slalique, il nous reste enflin & considérer sommairement la
maniére générale d'établir la théorie de 1'équilibre, lorsque
le corps auquel les forces sont appliquées est supposé se
bouver & I'état fluide, soil liquide, soit gazeux.

L'hydrostatique peut étre compléiement Lraitée d’aprésdenx
Béthodes générales parfailement distincles, suivaul qu’on
therche directementl les lois de I'équilibre des fluides d’aprés
fes considéralions slaliques exclusivement propres & celle
fhsse de corps, ou qu'on se borne i les déduire simplement
les principes fondamentaux qui ont déja fourniles équalions
flatiques des corps solides, en ayant seulement égard, comme
leonvient, aux nouvelles condilions caracléristiques qui ré-
tltent de la fluidité.

La premiére méthode a di naturellement commencer par

lre la seule employée, comme élant primitivement la plus

icile, sinon la plus rationnelle. Tel a été effeclivement le ca-
elére des travaux des géomelres du dix-seplitme et du
i-huitiéme sidcles sur celle importante section de la méca-
iue générale. Divers principes staliques particuliers aunx
lides, et plus ou moins satisfaisants, ont é1é successivement
posés, principalement & I'oceasion de la célébre question

s laquelle les géomélres se proposaienl de déterminer

priori la véritable figure de la lerre, supposée originaire-

it toute fluide, question capilale qui, envisagée dans son

Bemble, se rattache en elfel, direetement ou indircelement,

Woules les théories essenlielles de Ihydrostalique. On sail

i Huyghens avait d’abord essay¢ de la résoudre, en prenant

lir principe d'équilibre la perpendicularité évidemment né-

“aire de la pesanleur 4 la surface libre du fluide. Newton,
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de son cbté, avait, 2 la méme époque, choisi pour considér
tion fondamentale la nécessité non moins évidente de 'égalilé
de poids entre les deux colonnes fluides allant du centre,
I'une au pole, N'aulre & un poinl guelconque de 'équateur
Bouguer, en discutant plus tard celte importante question,
monlra clairemen( que ces deux maniéres de procéder élaient
également vicieuses, en ce que le principe d'Huyghens ¢l
celui de Newlon, bien quetous deux incontestables, ne s'accor-
daient point, dans un grand nombre de cas, 4 donner la mémé
force & la masse fluide en équilibre, ce qui metiait pleinemenl
en évidence leur insuffisance commune, Mais Bouguer s
trompa gravement & son tour, en croyant gue la réunion do
ces deux principes, lorsqu'ils s'accordaient a indiquer uw
méme figure, élait enticrement suffisante pour 1'équilibr.
Clairaul, dans son immortel traité de la figure de la lerre,dé:
couvrit, le premier, les véritables lois générales de I'équilibre
d'une masse fluide, ¢n partant de la considéralion éyidenl
de I'équilibre isolé d'un canal queleonque infiniment pell

el, d'aprés ce eriderium infaillible, il montra qu'il pouval
exister une infinilé de cas dans lesquels la combinaison exigl
par Bouguer se trouvait obhservée sans que cependant I'équi
libre eat lieu. Depuis que l'ouvrage de Clairaut eut fond!
dans son ensemble I'hydrostatique rationnelle, plusieur
grands géometres, continuant & adopter la méme maniéreg

nérale de procéder, s'occupérent d'élablir la théorie mathéme

lique de I'équilibre des fluides sur des considérations plus ne

turelles et plus dislincles que celle employée par son illusl

inventeur. On doit principalement distinguer, & cet égard, J

travaux de Maclaurin el surtout ceux d’Euler, qui ont dom

4 celte théorie fondamentale la forme simple el régulitn

gu'elle a maintenant dans tous les trailés ordinaires, en b

fondant sur le principe de 1'égalité de pression en tout?g@»

qu’on peul regarder comme une loi générale indiquée parlol
servation relativement a la conslitution slalique des fluides
Ce principe est inconlestablement, en effet, le plus conyénab
quon puisse employer dans une telle recherche, lorsquol
veul traiter direclemenl par quelque considéralion prope
aux {luides la théorie de leur équilibre, donl il fournit immé
diatemenl les équalions générales avee une extréme faclil
Il suffit alors, pour les obtenir le plus simplement possible
aprés avoir congu la masse flnide parlagée en molécules t
biques par trois séries de plans infiniment rapprochés *
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ralléles aux trois plans coordonnés, d'exprimer que chaque
molécule est également pressée suivanl les lrois axes perpen-
diculaives & ses faces par U'ensemble des forces du systéme, la
pression de la molécule en chaque sens élanl égale a la diffé-
rence des pressions exercées sur les deux faces opposées cor-
respondantes. On lrouve ainsi que la loi mathématique de
'équilibre d'un fluide quelconque, par quelles que forces qu'il
soit sollicité, est exprimée par les trois ¢qualions :
drP dp n dP

prEsatl s ;1—!;:}) : EZPL
ol P exprime la pression supportée par la molécule dont les
coordonnées sont , y, z, et la densilé ou pesanteur spécifique
pet X, Y, Z, désignent les composantes tolales des forees dont
le fluide est animé saivant les trois axes coordonnés, Comme
on peut évidemment déduire, de 'ensemble de ces trois équa-
lions, la formule

P = fp(Xd,r—l— Ydy -+ Zd=)

pour la détermination de la pression en chaque point, quand
les forces seront connues ainsi que la loi de la densité, il est
ossible de donner une autre forme analytique a la loi géncé-
ale de I'équilibre des fluides, en se bornant & dire que la
onction différentielle, placée ici sous le signe f, doil salis-
faire aux condilions connues d'intégrabililé relalivemenlt aux
iroig variables indépendantles z, y, z, ce qui est précisément
'expression Lrés simple trouvée primilivement par Clairaut
muant & la théorie mathémalique de 'hydrostatique.

L'élude de I'équilibre des fluides donne conslamment lieu
1une nouvelle question générale fort importante qui leur est
iropre, celle qui consiste i déterminer, dans le cas d’équi-
bre, la figure de la surface qui limite la masse fluide. La
olution abstraite de cetle question est implicilement com-
tise dans la formule fondamentale précédenle, puisqu’il
uffit évidemment de supposer que la pression est nulle ou
I moins constanle, pour caractériser les points de la sur-
ice, ce qui donne indislinclement :

Nde + Ydy + Z2dz =0
gant & I'équation différentielle générale de cetle surface.

loute la difficullé concréle se réduil donc essentiellement,
i chaque cas, 4 connaitre la loi réelle relalive & la variation
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de la densité dans l'intérieur de la masse fluide proposée
a moins qu'elle ne soit homogéne, délermination (ui présente
des obstacles loul a fail insurmonlables dans les applications
les plus imporlanles, Si 'on en fail abstraction, la queslion
ne présente dés lors quune recherche analylique plus ou
moins compliquée, consistant dans U'intégration, le plus sou-
venl encore inconnue, de l'équation différente. On doit
remarquer d'ailleurs que celle équalion esl, par sa nalure,
assezgénérale pour qu'on puisse appliquer méme al'équilibre
d'une masse fuide qui serail animée d'un mouvement de
rotalion délerminé, comme l'exige surlout la grande question
de la figure des planétes. Il suffit alors en effel de com-
prendre, parmi les forces du sysitme proposé, les forces
centrifuges qui résultent de ce mouvement de rotalion.
Telle est, par apercu, la maniére générale d'élablir la
théorie mathématique de 'équilibre des fluides, en la fondanl
direciemenl sur des principes staligues parliculiers & ce
genre de corps. On congoit, comme je 'ai déja indiqué, que
cclte méthode ait do dabord étre seule employée; car, 4
I'époque des premitres recherches, les différences caracté
ristiques enlre les solides el les fluides devaienl nécessaire-
ment paraitre Lrop counsidérables pour quiaucun géomélre
pal alors s¢ proposer d'appliquer & ceux-ci les prineipes
généraux nniquement destinés aux aulres, en ayant seulemenl
égard, dans celle déduelion, & quelques nouvelles condilions
spéciales. Mais quand leslois fondamentales de I'hydrostatique
onl enfin éLé obtenues, et que 'esprit humain, cessant d'élre
préoccupé de la difficult¢ de leur élablissement, a pu mesure!
avec justesse la diversilé réelle qui existe entre la théorie des
fluides el celle des solides, il étail impossible qu’il ne cher:
chét point 4 les ramener loules deux aux mémes principes
essentiels, el qu'il ne reconnil pas, en thése générale, lapplics-
bilité néeessaire des rigles fondamentales de la statiqued
I'équilibre des fluides, pourvu qu'on linl comple conveni
blement de la variabilil¢ de forme qui les caractérise. Enun
mol, la science ne pouvail resler sous ce rapporl dans sou
¢lat primilif, ol i'on accordait une importance évidemmed
exagérée aux condilions propres aux f{luides. Mais, pou
subordonner I'hydrostalique d la statique proprement dite, ¢
augmenler ainsi par une plus grande unilé la perfection
rationnelle de la scicnee, il était indispensable que la théon
abstraile de I'équilibre fat préalablement traitée d'aprés v
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principe statique suffisamment général, qui seul pouvail éire
direclement appliqué aux fluides aussi hien qu'aux solides,
car on ne pouvail point recourir, it cel eflel, aux équalions
d'équilibre proprement dites, dans la formation desquelles on
avail loujours eu, nécessairement, plus ou moins égard a
linvariabilité du systéme. Celle condilion inévitable a 6&i6
remplie, lorsque Lagrange a concu la maniére de fonder la
statique, et par suite loule la méecanique rationnelle, sur le
seul principe des vilesses virluelles. Ce principe esl ¢videm-
ment, en effet, par sa nature, toul anssi direclemenl appli-
cable aux fluides qu'aux solides, et c’est la une de ses
propriélés les plus précieuses, Dés lors hydrosialiyue,
philosophiquemenl classée a son rang naturel, n’a plus été,
dans le traité de Lagrange, qu'une division secondaire de la
slatique. Quoique celle maniére de la concevoir n'ait pas
encore pu devenir suffisamment familiere, et que la méthode
hydrosiatique directe soit restée jusqu’ici la seule usuelle, il
n'esl pas douleux que la méthode de Lagrange finira par étre
habitnellement el exclusivement adoplée, comme élanl celle
(qui imprime & la science son véritable caraclére définilif, en
la faisanl dériver loul enliére d'un principe unique,

Pour se représenter nellement, en général, commentl le
principe des vilesses viriuelles peul conduire aux équalions
fondamentales de I'¢yuilibre des fluides, il suflfit de consi-
dérer que toul ce qu'une telle application exige de particulier
consisle &4 comprendre parmi les forees queleongues du
systéme une force nouvelle, la pression exercée sur chague
molécule, qui inlroduira un terme de plus dans 'équation
générale, ou, plus exaclement, qui donnera lieu & lrois
nouveaux moments virtuels, si l'on dislingue, comme il
convient, les varialions séparément relatives & chacun des
trois axes coordonnés. En procédanl ainsi, on parviendra
immédialement aux trois équalions générales de I'équilibre
des fluides, qui onl é1¢ rapporltées ci-dessus d'aprés la
méthode hydroslatique proprement dile. 8i le fluide consi-
déré est liquide, il faudra concevoir le systéme assujetli &
celle condilion caractéristique de pouvoir changer de forme,
sans cependant jamais changer de volume. Celte condilion
d'incompressibililé s’introduira d’autant plus naturellement
dans I'équation générale des vitesses virtuelles, quelle peul
sexprimer immédialement, comme I'a fait Lagrange, par
ine formule analylique analogue & celle des lermes de celle

A Co= I, 23
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équation, en exprimant que la variation du volume est nulle,
ce qui méme a permis & Lagrange de se représenter abstrai-
tement celle incompressibilité comme l'effel d'une certaing
force nouvelle, dont il suffil d'ajouter le moment virtuel &
ceux des forees du systéme. Si 'on veul élablir au contraire,
la théorie de I'équilibre pour les {luides gazeux, il faudra
remplacer la condition de l'incompressibililé par celle qui
assujettit le volume du fluide & varier suivanl une fonction
déterminée de la pression, par exemple en raison inverse de
celte pression, conformément & la loi physique sur laquelle
Mariolte a fondé toule la mécanique des gaz. Celle nouvelle
circonstance donnera lieu & une équalion analogue a celle
des liquides, quoique plus compliquée. Seulement celte
derniére section de la théorie générale de I'équilibre, outre
les grandes difficultés analytiques qui lui sont propres, se
ressentira nécessairement, dans les applicalions, de I'incerti-
tude ont 'on est encore sur la véritable loi des gnz relativement
a la fonclion de la pression qui exprime réellement la densité
car la loi de Mariolle si précieuse par son exlréme simplicilé,
ne peut malheureusement otre regardée que comme une,
approximation, qui, suffisammenl exacte pour des circons-
tances moyennes, ne saurait étre élendue rigoureusement &
un cas quelcongue,

Tel esl le caractére fondamental de la méthode inconlesta:
blemenl la plus rationnelle qu'on puisse employer pour for-
mer la théorie abstraiie de I'équilibre des {luides, el que nous
devons regarder, surlout dans cet ouvrage, comme consti-
tuant désormais la conceplion définitive de I'hydroslatique.
Cetle conceplion paraitra d’autant plus philosophique que,
dans la statique ainsi Lrailée, on trouve une suiie de cas en
quelque sorle inlermédiaire entre les solides el les fluides,
lorsqu'on considére les questions relatives aux corps solides
susceptibles de changer de forme jusqu'a un cerlain degré
d'aprés des lois délerminées, ¢’esl-A-dire quand on lient
compte de la flexibilité et de ]’élaqtluté ce qui élablil, sous
le rapport analylique, une filialion naturelle qui fail passer
par une succession de recherches presque insensible, des
systémes dont la forme esl rigoureusement invariable & cent
ol elle est au contraire éminemment variable.

Aprés avoir examiné sommairemenl comment la stati
rationnelle, envisagée dans son ensemble, a pu étre élevée
enfin & ce haut degré de perfection spéculalive oii toutes e

=]
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questions qu'elle est susceptible de présenter, constamment
traitées d'aprés un principe unique directement établi, sont
uniformément réduites & de simples problémes d'analyse
mathématique, nous devons mainlenant enlreprendre la
méme élude relativement & Ja derniére branche de la méca-
nique générale, nécessairement plus élendue, plus compli-
quée, el par suile plus difficile, celle qui a pour objel la théo-
rie du mouvement. Ce sera le sujel de la legon suivante.



DIX-SEPTIEME LECON

Vue générale de la dynamique.

L'objel essentiel de la dynamique consiste, comme nous
I'avons vu, dans I'étude des mouvements variés produils par
les forces conlinues, la théorie des mouvements uniformes
dus aux forces insianianées n’élant enli¢rement qu’une simple
conséquence immédiale des Lrois lois fondamentales du mou-
vemenl, Dans celte dynamique des mouvements variés ou
des forces conlinues on dislingue ordinairement el ave
raison deux cas généraux, suivant qu'on considére le mou-
vemenl d’un poinl, ou celui d'un corps. Sous le point de vue
le plus posilil, cetle dislinction revienl i concevoir que, dans
certains cas, toules les parlies du corps prennent exaclement
le méme mouvement, en sorte qu’il suffit alors, en effel, de
déterminer le mouvemenl d'une seule moléeule, chacune se
mouvanl comme si elle élail isolée, sans aucun égard aux
condilions de haison du systéme ; tandis que, dans le casle
plus général, chaque portion du corps ou chaque corps
du sysiéme prenant un mouvement distinet, il faut examiner
ces divers effels el connaitre I'influence qu'exercent sur eux
les relations qui caraclérisent le sysléme considéré. La
seconde théorie élant évidemment plus compliquée quels
premicre, c'est par celle-ci qu'il convienl nécessairement de
commencer l'élude spéciale de la dynamique, méme quand
on les déduil loules deux de principes uniformes. Tel esl
aussi I'ordre que nous adoplerons ici dans l'indicalion de nos
considérations philosophiques.

Relativement au mouvement d'un point, nous savons déji
que la question générale consiste & déterminer exactement
toutes les circonslances du mouvement curviligne composé,
résultant de I'action simullanée de diverses forces contines
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quelconques, en supposant entieérement connu le mouvement
rectiligne que prendrail le mobile sous l'influence exclusive
de chaque force envisagée isolément Nous avons également
constaté que ce probléme étail susceplible, comme loul autre,
d’8lre considéré en sens inverse, lorsqu’on se proposait. au
contraire, de découvrir par quelles forces le corps est solli-
cité, daprés les circonstances caracléristiques directement
connues du mouvemenl composé.

Mais, avant d'entrer dans Pexamen philosophique de ces
deux questions générales, nous devons d’abord arréter notre
atlention sur une théorie préliminaire fort importante, celle
du mouvement varié envisagé en lui-méme, c'est-d-dire con-
formément & l'expression ordinaire, la théorie du mouvement
recliligne produit par une seule force continue, agissant
indéfiniment selon la méme direction. Cette théorie élémen-
laire est indispensable pour établir les nolions fondamentales
qui se reproduizent sans cesse dans toules les parlies de la
dynamique. Voici en quoi elle consiste essentiellement,
d'aprés notre maniére de concevoir la méeanique rationnelle.

Nous avons précédemment remarqué que, dans la question
dynamique directe, il fallail nécessairement supposer connu
I'effet de ehaque force nnique, la vérilable ineconnue du pro-
bléme général étant D'effet délerminé par le concours de
toutes les forces. Cetle observation est incontestable. Mais,
d'aprés cela, quel peut élre I'objet de cette partie préliminaire
de la dynamique qu'on desline & I'étude dn mouvement ré-
sullant de I'action d'une seule force continue? La contra-
diction apparente ne tient qu’aux expressions peu exactes
qu'on emploie ordinairement, el d'aprés lesquelles une lelle
question semblerail aussi distincte el aussi directe que les
vérilables queslions dynamiques, tandis qu'elle n'est réel-
lement qu'un préliminaire. Pour en concevoir neltement le
vrai caractére, il faut observer que le mouvement varié
produit par une seule force confinue peul élre défini de
plusieurs maniéres, qui dépendent Tes unes des autres, et qui,
par conséquent, ne sauraient jamais élre donmées simulta-
nément, quoiquc chacune puisse étre séparément la plus con-
venable, d'oli rézulte la nécessilé de savoir passer, en général,
de Tune quelconque d’entre elles & toutes les autres : c'esl
dans ces transformalions que consiste proprement la théorie
générale préliminaire du mouvement varié, désignée fort in-
exactement sous le nom d'étude de Paction d'une force unique.
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Ces diverses définitions équivalenfes d’'un méme mouvement
varié résullent de la considération simultanée des trois fonc-
lions fondamentales distinctes, quoique corrélalives, qu'on
y peut envisager, I'espace, la vilesse el la foree, congus
comme dépendanl du temps éeoulé. Laloi du mouvement peut
élre immédiatement donnée par la relation entre I'espace
parcouru et le temps écoulé, el alors il importe 'en déduire
la vitesse acquise par le mobile & chaque instant, ¢’est-a-dire
celle du mouvement uniforme qui aurail lieu si, la foree con-
tinue cessanl toul & coup d'agir, le corps ne se mouvait plus
qu'en vertu de l'impulsion naturelle résullant, d’apres la loi
d'inerlie, du mouvement déja effectué : il est également inté-
ressant de déterminer aussi quelle est, & chaque instant, l'in-
tensité dela force conlinue, comparée A celle d'une force aceé:
lératrice constante bien connue, iclle, par exemple, que la
gravilé terresire, la seule force de ce genre qui nous soil
assez familiére pourservir habituellement de type convenable.
Dans d'autres occasions, au conlraire, le mouvement pourra
¢ire naturellement défini par la loi qui régle la variation de la
vitesse en raison dn temps, et d’ot il faudra conclure celle
relative & l'espace, ainsi que eelle qui concerne la foree. [len
serail de méme si la définition primitive du mouvement con-
sistait dans lIa loi de la force coulinue, qui pourrait n'étre pas
toujours immédialement donnée en fonetion du temps, mais
quelquefois par rapport & l'espace, comme, par exemple,
lorsqu’il s’agit de la gravitation universelle, ou d’aulres fois
relalivement & la vitesse, ainsi qu'on le voil pour la résis-
lance des milieux. Enfin, &i 'on considére cet ordre de ques-
tions sous le point de vue le plus étendu, il faut concevoir,
en général, que la définition d'un mouvement varié peut éfre
donnée par une équation queleonque, pouvant contenir 4 la
fois ces quatre variables donl une seule esl indépendante, le
temps, I'espace, la vilesse, el la force; le probleme consis-
tera & déduire de celle équation la déterminalion dislincle des
trois lois caractéristiques relalives a I'espace, a la vitesse el
a la force, et, par suile, en corrélalion mutuelle, Ce probléme
général se réduil constamment & une recherche purement
analytique, & Tlaide des deux formules dynamiques fon
damentales qui expriment, en fonction du lemps, la vitesse
et la force, quand on suppose connue la loi relative & I'ess
pace.

La méthode infinitésimale conduit A ces deux formulés



MATHEMATIQUE 359

avec la plus grande facilité. 11 suffit, en effet, pour les obie-
nir, de considérer, suivant I'espril de cetle méthode, le mou-
vement comme uniforme pendant la durée d'un méme inter-
valle de temps infiniment petil, et comme uniformément
accéléré pendant deux intervalles conséculifs, Deés lors, la
vilesse, supposée momenlanée constante, d’aprés la premiére
considération, sera naturellement exprimée par la différen-
lielle de ]enpacc divisée par celle du temps; et, de méme,
la force continue d’aprés la seconde considération, sera évie
demment mesurée par le rapport entre l'accroissement infi-
niment petit de la vilesse, et le Lemps employ¢é & produire cel
accroissement. Ainsi, en appelant / le temps écoulé, e I'es-
pace parcourn, v la vitesse acquise el » l'intensilé de la force
continue & chaque instant, la corrélalion générale el néces-
saire de ces qualre variable, simullanées sera exprimée analy-
tiquement par les deux formules fondamentales :

_ de L dv_ d%
—dr YT diodir

D'aprés ces formules, toutes les questions relatives & cetle
lhéorie préliminaire du mouvement varié se réduiront immé-
dialement & de simples recherches analyliques qui consiste-
ront ou dans des différentialions, ou, le plus souvent, dans
des intégrations. En considérant le cas le plua général, ol
la définition primitive du mouvement proposc serait donnée
seulement par une équalion entre les qualre variables, le pro-
bléme analytique consistera dang I'intégration d'une équalion
dilférentielle du second ordre, relalive a la fonction e, el
qui pourra élre fréquemmenl inexécutable, vu I'extréme
imperfection actuelle du calcul intégral.

La conception fondamentale de Lagrange, relativement &
lanalyse transcendanle, 'ayant nécessairement obligé & se
priver des facilités quoffre I'emploi de la méthode infinitési-
male pour I'établissement des deux formules dynamiques
précédentes, il a é1¢ conduil A présenler cetle théorie sous
un nouveau poinl de vue, donl on n'a pas ecommunément, ce
me semble, assez appréeié I'importance, el qui me parait
singulitrement propre a éclairveir la vérilable nalure de ces
nolions élémentaires. Lagrange a monlré dans sa Théorie
des fonelions ana[ﬂcques que cetlc considération dynamique
tonsistail réellement & concevoir un mouvement varié quel-
tonque comme composé & chaque instanl d’un certain mou-
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vement uniforme el d'un aulre mouvement uniformément
varié, en I'assimilanl au mouvemenl vertical d'un corps pesant
lancé avec une impulsion initiale. Mais,pour donner & celle
lumineuse conception Loute sa valeur philosophique, je crois
devoir la présenter sous un point de vue plus étendu que ne
I'a fait Lagrange, comme donnant lieu a une théorie com-
plete de l'assimilalion des mouvements, exactement sem-
blables a la théorie générale des conlacts et des surfaces
exposée dans les treiziéme et qualorziéme legons.

A cel effet, supposons deux mouvements reclilignes quel-
conques, définis par les équalions e = f{#),E = F(I) ; que les
deux mobiles soient parvenus au bout du temps £ & une méme
situation ; et considérons leur distauce mutuelle aprés un
cerlain temps {44, Cetle distance, qui sera égale  Ja diffé-
rence des valeurs correspondantes des deux fonctions f et F
aura évidemment pour expression, d'aprés la formule de
de Taylor, la série :

r‘i

i
1.2.3.

e (;“”’ H—F" (!)) ~+ ete,

A laide de cetle série,on pourra, par des considérations
enlitrement analogues A celles employées dans la théorie des
courbes, se faire unc idée nelle de assimilation plus ou
moins parfaile des deux mouvements, suivant les relations
analytiques plus ou moins étendues des deux fonclions pri-
mitives fet F. Si leurs dérivées du premier ordre ont une
méme valeur, il existera entre les deux mouvements ce qu'on
pourrait appeler une assimilalion du premier ordre, sei
blable au contact du premier ordre dans les courbes, et qu'on
pourra carvaclériser, sous le rapporl concrel, en disant alors
que le mouvement des deux corps sera le méme pendant un
instant infiniment petit. Si en onfre, les deux dérivées di
second ordre prennent encore la méme valeur, I'assimilalion
des mouvements deviendva plus inlime, el 8'élévera au second
ordre ; elle consistera physiquement alors en ce que Jes
deux mobiles auront le méme mouvemenl pendant deus
instants infiniment pelils consécutifs. Pareillement, en ajou
tant & ces deux premitres relations I'égalité des troisiémes
dérivées, on établira, entre les mouvements considérés, une
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assimilation du troisiéme ordre, qui les fera coincider pen-
dant trois insfants conséeulifs, et ainsi de suite indéfiniment.
Le degré de similitude des deux mouvements, déterminé ana-
Iyliquement par le nombre de fonctions dérivées successives
qui auront respectivement la méme valeur, aura toujours
pour interprétation coneréle la coincidence des deux mobiles
pendant un nombre ¢gal d'inslants conséeulifs ; comme
nous avons vu l'ordre du conlact des courbes mesuré géomé-
triquement par la communauté d'un nombre correspondant
d'éléments successifs. Si la lol caractéristique de l'un des
mouvements proposés conlienl, dans son expression analyli-
que, quelques conslanles arbitraires, on pourra l'assimiler
4 un autre mouvement quelconque jusqu’a un ordre marqué
par le nombre de ces conslantes, qui seront alors détermi-
nées d'aprés les équalions destinées A établir, suivant la
théorie précédente, ce degré d’intimité entre les deux mou-
vements.

Celte conception fondamentale conduit & apercevoir la pos-
sibilité,du moins sous le point de vue abstrait, d'acquérir une
connaissance de plus en plus approfondie d'un mouvement
varié quelconque, en le comparant successivement & une
suite de mouvements connus, dont la loi analytique dépende
d'un nombre de plus en plus grand de constantes arbilraires,
et qui pourront, par conséquent, avoir avec lui une coinci-
dence de plus en plus prolongée. Mais, de méme que nous
avons vula théorie générale des contacts des lignes, appliquée
4 la mesure de la courbure des unes par celle des autres,
devoir se réduire effectivement & la comparaison d'une courbe
quelconque d'abord avec une ligne droile et ensuite avec un
cercle, ces deux lignes élant les seules qu'on puisse regarder
comme assez. connues pour servir ulilement de type al'égard

. des aulres ; pareillement la théorie dynamique relative 4 la
- mesure des mouvements les uns par les autres doit étre réel-
| lem_enl. limilée & la comparaison effective de tout mouvement
- varié, d'abord avec un mouvement uniforme ou l'espace est
- proportionnel au temps, et ensuite aveec un mouvement uni-
~ formément varié ou l'espace croil en raison du carré du
~ lemps; ou bien, afin de lout embrasser en une seule considé-
ralion, avec un mouvement composé d'un mouvement uni-
forme, et d’un autre uniformément varié, tel que celui d'un
corps pesant animé d’une impulsion initiale. Ces deux mou-
vements élémentaires sonl, en effel, comme le remarque
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Lagrange, les seuls dont nouns ayons réellement une notion
assez familitre pour que nous puissions les appliquer avee
succes & la mesure de tous les autres. En élablissant cetlé
assimilation, on trouve, d'aprés la théorie précédente, que
lout mouvement varié¢ peul étre & chaque instanl compareé &
celui d'un corps pesanl qui aurailt regu une vilesse initiale
égale & la premicére dérivée de I'espace parcouru envisagé
comme une fonction du temps écoulé, et qui serail animé
d'une gravilé mesurée parla secconde dérivée de celle meme
fonelion, ce qui nous fail enirer dans les deux formules {on-
damentales oblenues ci-dessus par la mélhode infinilésimale.
Le mouvement proposé coincidera pendant un instant infini-
ment pelit avec le mouvement uniforme exprimé dans la pre-
miére partie de cetle comparaison, et pendanl deux inslants
conséculifs avec le mouvement uniformémenl aceéléré qui
correspond 4 la seconde partie. On se formera donc ainsi
une idée nette du mouvement du mobile & chaque moment,
et de la maniére donl il varie d'un moment & 'autre, ce qui
est sirictement suffisant.

Quoique la conceplion de Lagrange, telle que je I'ai géné-
ralisée, conduise finalement aux mémes résullats que Ia théo-
rie ordinaire, il est ais¢ de sentir cependant sa supériorité
rationnelle, puisque ces deux théorémes fondamentaux, dans
lesquels on avail vu jusqu'alors le terme absolu des efforls
de I'esprit humain, relalivement & 1'élude des mouvemenis
variés, peuvent étre envisagés maintenant comme une simple
application parliculiére d'une méthode trés générale, quinons
permel abstraitement d’enlrevoir une mesure beaucoup plug
parfaite de tout mouvement varié, quoique de pnissanls =
motlifs de convenance nous obligent & considérer seulement
la mesure prlmltwement adoplée. On congoit, d'aprés ce qui
précede, que si lanalure nous offrait un exemple simple ¢t
familier d'un mouvement recliligne dans lequel I'espace crok
trait proportionnellement au eube du temps, en ajoulant 4 nos:
notions dynamiques ordinaires la considération habituelle
de ce mouvement, nous obliendrions une connaissance plus
approfondie de la nature d’'un mouvement varié quelconque, =
qui 1)011rm|t alors avoir avec le triple mouvement ainsi com
posé une assimilation du troisiéme ordre, ce qui nous
meltrait d’envisager direclement, par une seule vue del
prit, I'état du mobile pendant lrois instants conséeulil
tandis que nous sommes maintenant foreés de nous arré
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deux instants. Sous le rapport analytique, au lien de nous
borner aux deux premiéres fonclions dérvivées de D'espace
relalivement au lemps, cetle méthode reviendrait 4 considérer
gimultanément la lroisiéme dérivée, qui aurail dés lors aussi
une signification dynamique dont elle esl acluellement dé-
pourvue. Dans celte supposition, de méme que nous conce-
vons habituellement la foree accélératrice pour nous repré-
senter les changements de la vilesse,nousaurions pareillement
une wns;dcrauou d)mmlque propre i nous ligurer les varia-
tions de la force conlinue. Notre étude générale des mouve-
ments variés deviendrait encore plus parfaite si, étendant celle
hypothése, il existait en oulre un mouvement connu dans
lequel I'espace fat proportionnel & la quatriéme puissance du
lemps, et ainsi de suile, Mais, enréalité, parmiles mouvements
simples olt I'espace parcouru se trouve croilre proportionnel-
lement & une puissance enliére et posilive du lemps écoulé,
l'observalion ne nous faisanl connaitre qie le mouvement
uniforme produit par une impulsion unique et le mouvement
uniformément acedlérd qui résulle de la pesanteur terrestre
suivant la découverle de Galilée, nous sommes conlraints de
nous arréler aux deux premiers degrés de la théorie précé-
dente pour Ia mesure générale des mouvements variés quel-
conques. Telle est la vérilable explication philosophique de
la méthode universellement adoptée, estimée & sa valeur
réelle.

J'ai eru devoir insister sur cetle explication, parce que cetle
conceplion fondamentale me semble n'élre pas encore
appréciée d'une maniére convenable, quoiqu’elle soit la base
de Ja dynamique toul entiére.

Aprés 'examen général de cette imporlante théorie préli-
minaire, je passe mainlenant a considérer sommairement
le caractére philosophique de la véritable dynamique ration-
nelle divecle, ¢’esl-d-dire de ['élude du mouvement curvi-
ligne produil par I'action simultanée de diverses forces con-
linues quelconques, en conlinuant & supposer d'abord que le
mobile soil regardé comme un poinl, ou, ce qui revient au
méme, que toutes les molécules du corps prenant exaclement
le méme mouvement, chacune se¢ meuve isolément sans étre
alfectée par sa llalson avec les aulres,

On doit distinguer, en général, dans le mouvement curvi-
ligne d'une molécule soumise a I'action de forces quelconques,
deux cas treés différents, suivant qu'elle est d'ailleurs entie-



364 PHILOSOPHIE POSITIVE

rement libre, de maniére 4 devoir décrire la trajectoire qui
résultera naturellemenl de la combinaison des forces pro-
posées, ou que, au conlraire, elle est astreinte & se mouvoir
sur une seule courbe ou sur une surface donnée. La théorie
fondamentale du mouvemenl curviligne peul éire établie
dans son ensemble suivani deux modes fort distincts, en
prenant pour base I'un ou I'autre de ces deux cas, car chacun
d'eux peut étre trailé direclemenl et se lrouve en méme
temps susceplible de se rallacher & 'aulve, les deux consi-
dérations étant presque ¢galement naturelles selon le point
de vue ol1 'espril se place. En parlant du premier cas, il suf-
fira, pour en déduire le second, de regarder la résistance
tant aclive que passive, de la courbe ou de la sucface sur
laquelle le corps est assujelliarester, commeunenouvelleforce
4 joindre & celles du systéme proposé, ainsi que nous avons
vu qu'on a coutume de le faire en stalique. Si, au conlraire,
oun préfere ¢établir d’abord la théorie du second cas, ony
raménera cnsuile le premier, en considérant le mobile comme
forcé & décrire la courbe qu'il doit eflectivement parcourir,
ce qui suffira enticrement pour former les équalions fonda-
mentales, malgré que celte courbe soit alors primilivement
inconnue. Quoique cetle derniére méthode ne soit point
ordinairement employée, il convient, je crois, de les caraclé-
riser ici toules deux, pour donner le plus complétement pos-
sible une jusle idée de la théorie générale du mouvement
curviligne, car chacune d’elles a, ce me semble, des avan-
tages importants qui lui sont propres. Considérons d'abordla
premiére. 3
Examinant, en premier licu, le mouvement curviligne d'uné
molécule entiérement libre soumise a 'action de forces cons
tinues quelconques, on peut former de deux maniéres dis
tinctes les équations fondamenlales de ce mouvement, en les
déduisant par deux modes dilférents de la théorie du mou-
vement rectiligne. Le premier mode, qui a d'abord étéle =
plus employé par les géométres, quoique, sous le rappotk
analylique, il ne soil pas le plus simple, consisle & décom-.
poser & chaque inslant la résullante lotale des forces con-
tinues qui agissent sur le mobile ¢n deux forces, 'une dirigée
selon la tangenle & la trajectoire qn'il décril, I'autre sui '
la normale. Considérons alors pendant un instant infinim
pelit le mouvement comme rectiligne el ayanl lien dans
direction de la tangente, d'apreés la premiére loi fondaments




MATHEMATIQUE 365

u mouvement, La progression du corps en ce sens ne sera
‘videmment due qu'd la premiére de ces deux composantes,
4 laquelle, par conséquent, on pourra appliquer la formule
élémentaire rapportée ci-dessus pourle mouvementrectiligne.
Celte composante, qui est d’ailleurs égale a la force accélé-
ratrice totale mullipliée par le cosinus de son inclinaison
sur la tangenle, sera done exprimée par la seconde fonction
dérivée de l'are de la courbe relalivement au temps. En dé-
veloppanl cette équation par les formules géométriques con-
nues, et introduisanl dans le calcul les composantes de la
lorce accéléralrice Lolale parallelement aux trois axes coor-
donnés rectangulaires, on parvienl finalement aux trois équa-
lions fondamenlales ordinaires du mouvement curviligne. Le
second mode, plus simple et plus régulier, do & Euler, et
depuis généralement adoplé, consisle & obtenir immédiale-
ment ces équalions en décomposant directement le mouve-
ment du corps & chaque inslant, ainsi que la force conlinue
totale dont il esl animé, en Lrois aulres dans le sens des trois
axes coordonnés. D'aprés la troisiéme loi fondamenlale du
mouvement, le mouvement selon chaque axe étant indépen-
dant des mouvemenls suivant les deux autres, n'est di qu'a
ln composanle lolale des forces accéléralrices parallelement
4 cet axe, en sorte que le mouvement curviligne se trouve
ainsi conlinuellement remplacé par le systéme de trois mou-
vements rectilignes, 4 chacun desquels on peut aussilot appli-
quer la théorie dynamique préliminaire indiquée ci-dessus.
En nommant X, ¥, Z, les composantes Lolales, parallélement
aux lrois axes des @, des y, et des z, des forces continues qui
igissent & chaque instant df, surla molécule dont les coor-
donmées sont @, y, z, on obtient ainsi immédiatement les
fquations :

dw_ o dy_ .y dr
greT— Tl LA dez

Z,

uxquelles on ne parvient que par un assez long caleul en
suivant le premier mode.

Telles sont les ¢équations dilférentielles fondamentales du
nouvement curviligne, d'apres lesquelles les questions quel-
onques de dynamique relalives & un corps dont toutes les
nolécules prennenl exaclement le méme mouvemenl se
“duisent immédiaternent a des problémes purement analy-
ues, lorsque les données ont ét¢ convenablement exprimées.
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En considérant d'abord la question générale dircete, qui est
la plus importante, on se propose, connaissant la loi des forces
conlinues dont le corps est animé, de déterminer Loules les
eirconstances de son mouvemenl eflectif. Pour cela, de
quelque manitre que celte loi soit donnée, ou en fonelion du
temps, ou ¢n fonclion des coordonnées, ou en fonclion dela
vitesse, il sulfira, en général, d'intégrer ces {rois équations
du second ordre, ce qui donnera lieu & des difficultés analy-
tiques plus ou moins élevées, que I'imperfection du caleul
inlégral pourra rendre fréquemment insurmonlables. Les six
constantes arbifraires successivement introduites par célte
intégraiion se détermineront, d'ailleurs, en ayani égard aux
circonstances de I'élal initial du mobile, dont les équalions
différentielles n’ont pu conserver aucune trace. On obliendra
ainsi les trois coordonnées du corps en fonction du lemps, de
maniére & pouvoir assigner exaclement sa position & chaque
instant ; et on {rouvera ensuile les deux équations caractéris-
tiques de la courbe qu'il décrit, en éliminant le temps enire
ces lrois expressions. Quant & la vilesse acquise par [e
mobile & une époque quelconque, on pourra, dés lors, la
déterminer aussi d’aprés les valeurs de ses trois composanles,
dz dy dz
i dr dt
remarquer, i cet égard, que celte vilesse v sera souvent sus-
ceplible d'¢tre immédiatement caleulée par une combinaison
fort simple des Lrois équations différentielles fondamentales, 3']
qui donne évidemment la formule générale & I'aide de laquelle ‘l.l

R2=2 f (Xdz + ¥Ydy + Zdz),

une scule intégration suffira pour la détermination directe de
la vitesse, lorsque 'expression placée sous le signe Jf salis
fera aux conditions connues d'intégrabililé relativement aux
trois variables @, y, z, envisagées comme indépendantes:
Cetle propriété n'a pas lieu, sans doute, relalivement  lout
les forces continues possibles, ni méme par rapporl & Lo

celles que nous présenlent, en effet, les phénoménes naturels
puisque, par exemple, elle ne saurait se vérifier, pour K
forces quireprésentent la résistance des milieux, ou les fr0
tements, ou, en général, quanl & toules celles dont la loi=
primitive dépend du temps ou de la vitesse elle-méme. &
remarque précédente n'en est pas moins regardée avec rais

dans le sens des axes, 11 est, d'ailleurs, ulile de
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par les géoméires comme ayani une extréme importance,
pour simplifier les recherches analyliques auxquelles se
réduisent les problémes de dymmlque car la condition
énoncée se vérifie constamment, ainsi qu'il esl aisé de le
prouver, dans un cas particulier fort élendu, qui comprend
toutes les grandes applications de la dynamique rationnelle &
la méeanique céleste, c'est-a-dire celui ol loules les forces
continues donl le corps est animé sont des tendances vers des
cenires fixes, agissant suivant une fonction quelconque de la
distance du corps a chaque centre, mais indépendamment de
la direction.

Si, prenant maintenant en sens inverse la théorie générale
du mouvement curviligne d’'une molécule libre, on se pro-
pose de délerminer, au contraire, d'apres les circonstances
caracléristiques du mouvement effectif, la loi des forces ac-
eélératrices qui ont pu le produire, la question sera néces-
sairement beaucoup plus simple sous le rapporl analylique,
puisqu'elle ne consistera essenliellement qu'en des différen-
lialions. Car il sera Loujours possible alors, par des recher-
thes préliminaires plus ou moins compliquées, qui ne pour-
tonl porler que surdes considéralions puremeni géométriques,
le déduire, de la définilion primilive du mouvemenl pro-
josé, les valeurs des trois coordonnées du mobile a chaque
nal.ant en fonclion du temps écoulé; et dés lors, en différen-
iant deux fois ces trois expressions, on obliendra les compo-
anles des forces continues suivanl les lrois axes, d'ou 'on
wurra conclure immédialement la loi de la force accéléra-
ice lotale, de quelque nature qu'elle soil. Clesl ainsi que
s verrons, dans la seconde seclion de ce cours, les (rois
is géométriques fondamentales trouvées par Képler pour
s mouvements des corps célestes qui composenl nolre sys-
‘me solaire, nous conduire nécessairement a la loi de gravi-
tion universelle, qui devient ensuile la base de loute la
iécanique générale de I'univers.

Aprés avoir établi la théorie du mouvement curviligne
‘ime molécule libre, il est aisé d'y faire rentrer le cas ol
elle molécule est assujeltie, au conlraire, a resler sur une
turbe donnée. Il suffit, comme je Iai indiqué, de com-
rendre alors, parmi les forces continues auxquelles la molé-
ile est primitivernent soumise, la résislance lotale exercée

irla courbe proposée, ce qui permellra évidemment de

usidérer le mobile comme entiérement libre. Toute la dif-
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ficulté propre & ce second cas se réduil donc essentiellement
4 analyser avec exaclitude cette résistance. Or, il faul, & cel
effet, distinguer d’abord, dans la résistance de la courbe,
deux parlies trés différentes qu'on pourrait appeler, pour les
caraclériser nellemenl, 'une stalique, aulre dynamique. La
résistance séalique est celle qui aurait lieu lors méme que le
corps serail immobile; elle provienl de la pression exercée
sur la courbe proposée par les forces accéléralrices dont il
esl animé; ainsi on 'obliendra en déterminant la composanle
de la force conlinue fotale suivanl la normale & la courbe
donnée au poinl que I'on considére. La résistance dynamique
a une origine toute différente ; elle n'est engendrée que par
le mouvemenl et résulte de la tendance perpétuelle du corps
a abandonner la courbe qu'il est forcé de déerire, pour con-
tinuer & suivre, en vertu de la premiére loi fondamenlale du
mouvement, la direction de la tangente. Celte seconde résis-
lance, qui se manifeste dans le passage du corps d'un élé
ment de la courbe & I'¢élément suivant, est évidemment dini-
gée & chaque inslant selon la normale & la courbe situte dans
le plan osculaleur, el pourra, par conséquenl, n'avoir pas la
méme direction que la résistance stalique, si le plan osculi-
teur ne contient pas la droile suivant laquelle agil la foree
accéléralrice totale. Clest 4 cetle résislance dynamique qulon
donne, en général, le nom de force cenlrifuge, tenant 4 o
que les seules forces accélératrices considérées d'abord par
les géomelres élaient des forces centripéles, oudes Lendanees
vers des centres fixes, Quant & son inlensilé, en concevanl
celte force centrifuge comme une nouvelle force accélére-
lrice, elle sera mesurée par la composante normale que pro-
duit, dans chaque inslant infiniment petit, la vilesse du
mobile, lorsqu'il passe d'un élément de la courbe & un autre.
On trouve aisément ainsi, aprés avoir éliminé les infinitési-
males auxiliaires introduites d’abord naturellement par celle
considération, que la force centrifuge est continuellement
égale au carré de la vilesse effeclive du mobile divisé parle
rayon de courbure correspondant de la courbe proposée. D
resle, celle expression fondamentale, aussi bien que la direc-
lion méme de la force centrifuge, pourraient étre entiérement
obtenues par le calcul en introduisant préalablement celle
force, d'une maniére complétement indélerminée, dans It
trois équations diff¢érentielles générales du mouvement cury
ligne rapportées ci-dessus. Quoi qu'il en soil, aprés asoir
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déterminé la résistance dynamique, on la composera conve-
nablement avec la résistance stalique, et, en faisant entrer la
résislance lolale parmi les forces proposées, le probleme
sera immédiatement ramené au cas précédent. La question
la plus remarquable de ce genre consiste dans 1'étude du
mouvement oscillaloire d’'un corps pesant sur une courbe
queleonque (el parliculitrement sur un cercle ou sur une
cycloide), dont 'examen philosophique doit naturellement,
¢ire renvoyé a la partie de ce cours qui concerne la physique
proprement dite.

11 serail superflu de considérer distinctement ici le cas olt
le mobile, au lien de devoir décrire une courbe donnée,
serail seulement assujetti & rester sur une certaine surface.
C'est essentiellement par les mémes considérations qu’on
raméne ce nouveau cas, dailleurs peu imporlant dans les
applications, 4 celui d'un corps libre. Il n'y a d'aulre diffé-
rence réelle qu'en ce qu'alors la Lrajecloire du mobile n'est
pas d'abord enli¢rement déterminée, el qu'on esl obligé, pour
la connaitre, de joindre & I'équation de la surface proposéeune
autre ¢quation fournie par I'élude dynamique du probléme.

Considérons mainlenant, par apercu, le second mode
général distingué précédemment pour construire la théorie
fondamentale du mouvement curviligne d'une molécule
isolée, en partant, au conlraire, du cas ou la molécule est
préalablement assujeitie & déerire une courbe donnée.

Toute la difficulté réelle consisle alors 4 établir directe-
ment le théoréme fondamental relalif 4 la mesure de la force
centrifuge. Or, ¢'esl ce qu’on peul faire aisément, en consi-
dérant d’abord le mouvement uniforme du corps dans un
cercle, en vertu d'une impulsion iniliale, et sans aucune force
aceélératrice, ainsi que I'a supposé Huyghens, auquel est due
la base de celte théorie. La force centrifuge est dés lors évi-
demment proportionnelle au sinus-verse de I'arc de cercle
décrit dans un instant infiniment pelit, convenablement com-
paré au temps correspondant, d'ou il est facile de conclure,
comme I'a fait Huyghens, qu'elle a pour expression le carré
de la vilesse constante avec laquelle le mobile déerit le
tercle divisé par le rayon de ce cercle. Ce résultat une fois
obtenu, en le combinant avec une anire nolion fondamentale

lue & Huyghens, on en déduil immédialement la valeur de la
lorce centrifuge dans une courbe quelconque. Il suffit, pour
tla, de concevoir que la déterminalion de cetle force exi-

A G, —L 24
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geant seulement la considération simultanée de deux élé-
menls conséentifs de Ia courbe proposée, le mouvement peul
ttre conlinuellement envisagé comme ayanl liea dans le
cercle osculateur correspondant, puisque ce cercle présente
relativement & la courbe deux éléments successifs communs.
On peut done directemenl transporier & une courbe quel-
conque l'expression de la force cenlrifuge trouvée primili-
vement pour le cas du cercle, el établir, comme dans la pre-
mi¢re méthode, mais bien plus simplement, qu'elle est
géntéralement égale an carré de Ia vitesse divisé par le rayon
du cercle osculaleur. Cette manitre de procéder présente
I'avantage dedonner une idée plus netle de lalorce cenlrifuge.
Le cas du mouvement dans une courhe délerminée étant
ainsi traité préalablement avec toule la généralilé conve-
nable, il est ais¢ d'y ramener celui d'un corps enliérement
libre, déerivant la trajecloire qui doil naturellement résulter
de l'action simullanée de cerlaines forces acecéléralrices
quelconques. Il suffit, en effel, suivanl I'indjcation précé-
demment exprimée, de concevoir le corps comme assujelli
a rester sur la courbe qu'il déerira réellement, ce qui revient
¢videmment au méme puisgu’il imporle peun, en tlylmnliquﬁu
le corps ne pouvant point vérilablement parcourir toule
autre courbe, qu'il y soil contrainl par la nature des forces
dont il est animé, ou par des conditions de liaison spéeia-
les. Dés lors ce moment donnera naissance i une vérilable
force cenirifuge, exprimée par la formule générale trouvée
ci-dessus. Maintenant il est clair que, si la force conlinue
totale dont le mobile est animé a 6té d’abord congue comme
décomposée & chaque inslant en deux autres, 'une dirigée
suivant la langente d la trajectoire, el autre selon lg por
male située dans le plan osculateur, ceite dernjére doil
nécessairement étre égale el directement opposée b la foree
centrifuge. Or, celle composante normale ayant pour expres:
sion la force conlinue lotale multipliée par le cosinus de
I'angle que sa direction forme avee la normale, en égalant
celle valeur a celle de la force centrifuge, on formera ung
¢quation fondamentale d'oitl'on pourra déduire les équafions
générales du mouvement curviligne précédemment obtenues
par une aulre méthode. On n'aura, pour cela, d'aulre trans
formation & faire que d'introduire dans celie équaﬁp!l_,
au lieu de la force continue totale et de sa direction, seg copl-
posantes selon les trois axes coordonnés, et de remplacer.
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dans la formule qui exprime la force centrifuge, la vitesse et
le rayon de courbure par leurs valeurs générales en fone-
tion des coordonnées. L'équalion ainsi oblenue se décom-
posera nalurcllement en trois, si I'on considére que, devant
avoir lieu pour quelque systéme que ce soit de forces aceé-
lératrices el pour une lrajecloire guelconque, elle doil se
vérifier séparémenl par rapporl & chacune des {rois coor-
donnees, envisagées momentanément comme {rois variables
entitrement indépendantes. Ces \rois équalions se lrouveront
8tre exaclement idenliques & celles rapportées ci-dessus,
Quoique cette maniére de les oblenir soil bien moins directe,
et quelle exige un plus grand appareil analylique, jai
cependant cru néeessaire de l'indiquer distinctement, parce
qu'elle me semble propre 4 éclairer, sous un rapport fori
important, la théorie ordinaire du mouvement curviligne, en
rendant sensible l'existence de la force centrifuge, méme
dans le cas d'un corps libre, notion sur laquelle la méthode
habituellement adopiée aunjourd’hui laisse communément
beaucoup d'incertilude et d'obscurité.

Ayant suffisamment ¢tudié, dans ce qui précede, le carac-
lére général de la parlie de la dynamique relalive au mou-
vement d'un point, ou, ce qui revient au méme, d’'un corps
donl toules les moléeules se meuvent idenliquement, nous
devons mainlenant examiner, sous un semblable point de yue,
la parlie de la dypamique la plus difficile et la plus élendue,
celle qui se rapporte au cas plus réel du mouvemenl d'un
systéme de corps liés entre eux d'une maniere quelconque,
el donl les mouvernents propres sont allérés par les condi-
tions dépendantes de leur liaison. Je considérerai soigneu-
sement, dans la lecon suivanle, les résullais généraux obtenus
jusqu'ici par les géomeélres, relalivement a cel ordre de
recherches, Je dois done me borner striclement i¢i 4 carac-
riser la méthode géndrale d'aprés laquelle on est parvenu &
converlir tous les problémes de celte nature en de pures
questions d'analyse.

Dans cetic derniére partie de la dynamique, il faut préala-
blement établir une nouvelle notion élémentaire, relativement
4 la mesure des forces. En effel, les forces considérées jus-
qu'ici étant toujours appliquées & une molécule unique, ou du
moigs agissanl toules sur un méme corps, leur intensilé se
lrouvait élre suffisamment mesurée, en ayanl senlement égard
I layitesse plus ou moins grande qu’elles pouvaienl imprimer
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au mobile & chaque instant. Mais, quand on vient & envisager
simultanément les mouvemenls de plusieurs corps différents,
celle maniére demesurerlesforcesdevient évidemmentinsuffi-
sante, puisqu’on ne saurait se dispenser de tenir compte de
la masse de chaque mobile, aussi bien que de sa vitesse.
Pour la prendre convenablement en considération, les géo-
milres onl élabli celte notion fondamentale, que les forces
susceplibles d'imprimer a diverses masses une méme vi-
tesse sont exactement entre elles comme ces masses ; ou, en
d’antres termes, que les foreces sont proportionnelles aux
masses, aussi bien que nous les avons reconnues, dans Ja
quinziétme legon, d'aprés la lroisiéme loi physique du mouve-
ment, élre proportionnelles anx vitesses. Tous les phéno-
ménes relatifs & la communication du mouvement par le choc,
ou de toule aulre manic¢re, onl constamment confirmé la sup-
posilion de celle nouvelle proporlionnalité. Il en résulle
évidemment que, l-:Jr‘-:qu'il faul comparer, dans le cas le plus
général, des forees qui impriment & des masses inégales des
vitesses différentes, chacune d'elles doil élre mesurée d’aprés
le produil de la masse sur laquelle elle agit par la vitesse
correspondante. Ce produit, auquel les .‘..{'CDlllbll es ont donné
communément le nom de quaniité de mouvement, détermine
exactement, en effel, la force d'impulsion d'un corps dans le
choe, la percussion propremenl dite, ainsi que la pression
qu'un corps peul exercer conire toul obslacle fixe 4 son mou-
vement. Telle est la nouvelle nolion ¢lémentaire relalive &
la mesure générale des forces, dont il serail peul-glre conve-
nable de faire une quatricme el derniére loi fondamentale du
mouvement, en tant du moins que cetle nolion'n'est point
réellement susceptible, comme quelques géométres l'ont
pensé, d'¢lre logiquement déduite des nolions précédantes,
el ne saurait étre solidement élablie que sur des considéra-
Ltions physiques qui lui soient propres.

Cetle nolion préliminaire étanl établie, examinons main-
tenant la conceplion générale d'apréslaquelle peat étre traitée
la dynamique dun systéme quelconque de corps soumisi
l'action de forces queleconques, La difficullé caractéristique
de cel ordre e queslions consiste essenliellement dans la
maniére de tenir comple de la liaison des différents corps du
systeme, en verlu de laquelle leurs réactions mutuelles alté
reronl nécessairemenl les mouvements propres que chaque
corps prendrail, sl ¢élait seul, par linfluence des forces
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qui le sollicitent, sans qu'on sache nullement & priori en
quoi peul consister cetle altération. Ainsi, pour choisir un
exemple trés simple, el néanmoins important, dans le eéléhre
probléme du mouvement d'un pendule composé, qui a été
primitivement le prineipal sujet des recherches des géo-
mélres sur celle partie supérieure de la dynamique, il est
évident que, par suite de la liaison établie entre les corps ou
les molécules les plus rapprochés du point de suspension, et
les corps ou les molécules qui en sont les plus éloignées, il
s'exercera une réaclion telle que ni les uns ui les antres n'os-
cilleronl comme s'ils élaienl libres, le mouvement des pre-
miers élant retardé, et celui des derniers élanl accélére en
vertu de la nécessilé ol ils se trouvent d'osciller simullané-
ment, sans qu'gucun principe dynamique déja élabli puisse
faire connaitre la loi qui détermine ces réactions. Il en est
de méme dans tous les aulres cas relalifs au mouvement d'un
systéme de corps. On éprouve donc évidemmenl ici le hesoin
de nouvelles conceplions dynamiques. Les géométres, obéis-
sant, & ce sujet, & V'habitude imposée presque constamment
par la faiblesse de l'espril humain, onl d'abord traité celle
nouvelle série de recherches, en créant pour ainsi dire un
nouveau principe parliculier relalivement & chaque queslion
essentielle. Telles onl été Porigine el la destination des di-
verses propriélés générales du monvement que nous exami-
nerons dans la legon suivante, el qui, primilivemenl envisa-
gées comme autant de principes indépendants les uns des
autres, ne sont plus aujourd’hui, aux yeux des géométres,
que des théorémes remarquables fournis simultanément par
les équations dynamiques [ondamentales, On peul suivre,
dans la Méecanique analylique, I'histoive générale de cette
série de travaux, que Lagrange a présenlée d'une maniére si
profondément intéressante pour I'étude de la marche pro-
gressive de 1'esprit humain, Cette manitre de procéder a éié
conlinuellement adoptée jusqu’d d’Alembert, qui a mis fin &
toules ces recherche isolées, en s'élevant & une conceplion
générale sur la maniére de tenir comple de la réaction dyna-
mique des corps d'un systéme en vertu de leur liaison, el en
établissant par suile les équations fondamenlales du mou-
vement d'un systéme quelconque. Cette conception, qui a
toujours servi depuis, el qui servira indéfiniment de base A
loutes les recherches relalives a la dynamique des corps.
~ consisie essentiellement & faive rentrer les questions de mou-
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vement dans te simples questions d'équilibre, & l'aide de ¢&
célébre principe général auquel I'accord unanime des géo-
melres a donné, avec tant de raison, le nom de principe de
d'Alembert. Considérons donc¢ mainlenant ce principe d'une
manicre direcle.

Lorsque, par les réactions que divers corps exercenl les
uns sur les aulres en verlu de leur liaison, chacun d'eut
prend un mouvement différent de celii que les forces dont il
est animé lui eussent imprimé s'il ent été libre, on peut évi-
demment regarder le mouvement nalurel comme décomposé
en deux, dont I'un est celui qui aura eflectivement lieu, ét
dont Yaulre, par conséquent, a été détruil. Le principe dé
d'Alembert consiste proprement en ce que toits les mouve-
ments de ce dernier genre, ou,en d’aulrestermes, les quantités
de mouvement perdues ou gagnées par les dilférenls corps
du systtme dans leur réaclion, se fonl nécessairement équi-
libre,en ayant égard aux conditions de liaison qui caracté
risent le sysléme proposé. Celte lumineuse conception gé
nérale a élé d'abord entrevue par Jacques Bernouilli dans un
cas particulier; car telle esl évidemment la counsidération
qu'il emploie pour résoudre le probléme du pendule composé,
lorsqu'il regarde la quanlité de mouvemenl perduc parl¢
corps le plus rapproché du point de suspension et la quan-
tilé de mouvement gagnée par celui qui en est le plus éloigné;
comme devant nécessairement satisfaire & la loi d'éqnilibre
du levier, relativement au point de suspension, ce qui le con-
duit & former immédialement une équalion susceplible dé
déterminer le centre d’oscillation du systéme de poids le plus
simple. Mais celte idée n'élait, pour Jacques Bernouilli;
qu'un artifice isolé qui n'ole rien an mérite de la grande con-
ception de d'Alembert, donl la propriété essentielle conslsté
dans son enlitre généralilé néeessaire. 3

En considérant le principe de d'Alembert sous le point dé
vue le plus philosophique, on peut, ee me semble, en recons
naitre le véritable germe primitif dans la seconde loi fonds
mentale du mouvemenl (voyez la quinziéme lecon), établie
par Newton sous le nom d'égalilé de la réaclion a l'actioni
Le principe de d’Alembert coincide exaclement, en effel, aves
cetle loi de Newlon, quand on envisage senlement un systéme
de deux corps, agissanl I'un sur Iautre suivant la ligne qui
les joint. Ce principe peut done élre envisagé comme la plus
grande généralisation possible de la loi de la réaclion égale

F
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et contraire a l'action; et cette maniére nouvelle de le con-
cevoir me parail propre a [aire ressorlir sa vériluble nalure,
en lui donnant ainsi un caractere physique, au lieu du carac-
lere purement logique qui lui avail élé imprimé par d’A-
lemberl. En conséquence, nous ne verrons désormais dans
ce grand principe que notre seconde loi du mouvement
élendue & un nombre quelconque de corps, disposés entre
eux d'une maniére (uelconque,

D'aprés ce principe général, on congoit que loute question
de dynamique pourra étre immédialement convertie en une
simple question de stalique, puisqu'il sulfira de former, dans
chaque cas, les équations d'équilibre entre les mouvements
détruils; ce qui donne la cerlilude nécessaire de pouvoir
mettre en équation un probléme quelconque de dynamique,
el de le faire ainsi dépendre uniquement clh: recherches ana-
Iytiques. Mais la forme sous laquelle le principe de d'Alembert
a élé primilivement congu n'esl poinl la plus convenable
pour effectuer avecfacililé celle lransformation fondamentale,
vu la grande difficulté qu'on éprouve souveni i discerner
quels doivenl étre les mouvemenls détruits, comme on peut
pleinemenl s'en convainere par examen allentil du lrailé de
dynemique de d'Alembert, donl Jes solulions sonl ordinai-
rement si compliquées. Hermann, el surloul Euler ont cherché
a faire disparailre la considéralion embarrassanle des quan-
litts de mouvement perdues vu gagnées, en remplagant les
mouvements détruits par les mouvements primilifs composés
avee les mouvemenls effeclifs pris en sens conlraire, ce qui
revient, évidemment au méme, puisque, quand une foree a
él6 décomposée en deux, on peul réciprogquement substituer
4 l'une des composanies la combinaison de la résullante avee
lautre composanie prise en sens contraire. Dés lors le prin-
cipe de d’Alemberl, envisagé sous ce nouveau point de vue,
consisle simplement en ce que les mouvemenls effectifs con-
formes & la liaison des corps du systéme devronl nécessai-
remenl, élant pris en sens inverse, faire loujours équilibre
aux mouvements primilifs qui résulteraient de la scule action
des forces proposées sur chague corps supposé libre ; ce qui
peut d'ailleurs étre élabli diveclemenl, car il esl évidenl que
le systéme serait en équilibre si on imprimait & chaque corps
une quantité de mouvement égale el conlraire a celle qu'il
prendra effectivement, Celle nouvelle forme donnée par Euler
au principe de d'Alembert est la plus convenable pour en
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faire usage, comme ne prenant en considération que les mou-
vements primitifs et les mouvements effectifs, qui sont les
vérilables éléments du probléme dynamique, donl les uns
constituent les données et les autres les inconnues. Tel est,
en effel, le point de vue définitif sous lequel le principe de
d’Alembert a été habituellement concu depuis.

Les questions relatives au mouvement élant ainsi généra-
lement réduites, de la maniére la plus simple possible, 4 de
pures questions d'équilibre, la méthode la plus philosophique
pour trailer la dynamique rationnelle consiste & combiner le
principe de d’Alembert avee le principe des vitesses virluelles,
qui fournit directement, comme nous 'avons vu dans la legon
précédente, toules les équalions nécessaires 4 1'équilibre d'un
sysléme quelcongue. Telle est la combinaison congue par
Lagrange, et si admirablement développée dans sa Mécanique
analylique, qui a élevé la science générale de la mécanique
abstraile au plus haut degré de perlection que I'espril humain
puisse ambitionner sous le rapport logique, ¢’est-a-dire 4 une
rigourcuse unité, loutes les questions qui peuvenl s’y rap-
porter étant désormais uniformément rattachées i un principe
unique, d'aprés lequel la solulion définitive d'un probléme
queleongue ne présente plus nécessairement que des diffi-
cultés analyliques. Pour établir Ie plus simplement possible
la formule générale de la dynamique, concevons que loutes
les forces accélératrices du systéme quelconque proposé aient
él¢ décomposées parallelement aux trois axes des coor-
données, et soient X, Y, Z, les groupes de forces corres-
pondant aux axes des z, y, z; en désignant par m la masse
du systéme, il devra y avoir (qulllbw d'aprés le principe de
d'Alembert, entre les quanlilés primilives de mouvement
mX,mY,mZ, etles quantités de mouvement effeclives, prises
en sens conlraire, qui seront évidemmenl exprimées par

d*x d*y d*z
— M — Mg, — Moy, suivant les trois axes. Ainsi,
appliquant & cet ensemble de forces le principe général des
vilesses virtuelles, en ayant soin de distinguer les variations:
relatives aux différents axes, on obtiendra I'équation :

S (et (et
+fm( Fd)a-mo, : ii
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qui peut &tre regardée comme comprenant implicitement
toutes les équalions nécessaires pour I'entiére détermination
des diverses circonslances relatives au mouvement d'un sys-
ttme quelcongue de corps sollicités par des forces quelcon-
ques. Les équations explicites se déduiront convenablement,
dans chaque cas, de cette formule générale, en réduisant
toutes les varialions au plus petit nombre possible, dapres
les conditions de liaison qui caractériseront le systéme pro-
posé, ce qui fournira autant d’équations distinctes qu'il res-
tera de variations réellement indépendantes.

Afin de faire ressorlir, sous le point de vue philosophique,
toute la fécondilé de celle formule, et de montrer qu'elle
comprend rigoureusement 'ensemble total de la dynamique,
il convient de remarquer gu'on en pourrail méme Llirer,
comme un simple cas particulier, la théorie du mouvement
curviligne d'une molécule unique, que nous avons spécia-
lement considérée dans Ia premiére partie de celle lecon. En
eflet, il esl évidenl que, si toules les forces conlinues pro-
posées agissenl sur une seule molécule, la masse m disparait
de I'équalion générale précédente, qui, en distinguant sépa-
rément le mouvemenl virtuel relatif a chaque axe, fournit
immédiatemenl les trois équaliens fondamenlales établies ci-
dessus pour le mouvement d'un point. Mais, bien qu'on doive
considérer celle filiation, sans laguelle on ne concevrail pas
toute 'étendue réelle de la formule générale de la dynamique,
la théorie du mouvement d'une seule molécule n'exige point
véritablement I'emploi du principe de d’Alembert, qui est es-
senliellement destiné A I'élude dynamique des systémes de
corps. Cette premitre théorie est trop simple par elle-méme,
el résulte trop immédiatement des lois fondamentales du
mouvement, pour que je n'aie pas cru devoir, conformdément
4 l'usage ordinaire, la présenter d'abord isolément, afin de
rendre plus netles les importanles notions géndrales aux-
quelles elle donne naissance, quoique nous devions {inir par
la faire rentrer, en vue d'une coordination plus parfaite, dans
la formule invariable qui renferme nécessairement loutes les
théories dynamiques possibles.

Ce serail sorlir des limites naturelles de ce cours que d'in-
diquer ici aucune application spéciale de cetle formule géné-
rale & la solution effective d'un probléme dynamique quel-
conque, la méthode devant étre le seul objet essentiel de nos

- considérations philosophiques, sauf I'indication des résultats
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principaux qu'elle a produits, el dont nous pous eccuperons
dans la legon suivante. Je crois cependant devoir 1appelu.’1
ce sujel, comme une conception vraimenl relalive a la mé-
thode bien plus qu'a la seience, la dislinetion nécessaire, si-
gnalée dans la lecon précédente, enlre les mouvements de
franslation el les mouvemenls de rofalion. Pour éludier con-
venablement le mouvement d'un systeme quelconque, il faut,
en elfel, lenvisager comme composé d'une lranslation com-
mune & loules ses parlies, el d'une rolalion propre & chacun
de ses poinls aulour d'un cerlain axe constanl ou variable,
Par des molils de simplificalion analylique dont nous aurons
occasion, dans la legon suivante, d'indiquer lorigine, les
géomeélres considérent loujours de préférence le mouvement
de rolalion d'un systéme qaeleonque relalivement & son cenlre
de gravilé, ou, pour micux dire, & son centre des moyennes
distances, qui présenle, sous ce rapporl, des propriélés gé-
nérales trés remarquabies, dont la découverte est due a Euler.
Dés lors T'analyse compléle du mouvement d'un sysiéme
animé de lorces quelconques consisle essenticllement ; 1°
délerminer a chaque inslant la vilesse du centre de gravité el
la direclion dans laquelle il se meul, ce qui suffil pour faire
connallre, comme nous le conslalerons, toul ce qui concerne
la translation du systéme; 2 & délerminer ¢égalemenl & chaque
instant la direclion de Paxe instanlané de rotalion passaat
par le cenlre de gravilé, cb la vilesse de rolation de chaque
partie du sysléme auvtour de cel axe. 1l esl clair, en clfet, que
toutes les circonslances secondaires du mouvement pourront
nécessairement éire déduites, duns chaque cas, de ces deux
délerminations principales.

La formule générale de la dynamique, élablie ci-dessus,
est évidemment, par sa nalure, toul aussi direclemenl appli-
cable au mouvement des fluides qu'd celui des solides, pourve
qu'on prenne convenablement en considéralion les condilions
qui caraclérisent I'étal fluide, soit liquide, soil gazeux, c¢
que nous avons eu occasion d'indiquer dans la lecon préeé-
dente au sujel de Véquilibre. Aussi d'Alemberl, aprés avoir
découverl le principe fondamental qui fuia permis, vu les
progres de la slatique, de trailer dans son ensemble la dyna-
mique d'un systéme quelconque, en a-1-il fail immédiatement
applicalion a I'élablissemenl des n*quallunb géncrales du ;
mouvement des fluides, enlicremenl inconnues jusqu'alors.
Ces équations s’obtiennent surtout avec uné grande faclhléj
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I'aprés le principe des vitesses virtuelles, tel qu'il est exprimé
ar la formule générale précédente. Cetle partie dé la dyna-
iique ne laisse done réellement vien & désirer sous le rapport
oneret, el ne présenle plus que des difficultés purement
malytiques, relatives a 'intégration des éqnations aux diffé-
cnees partielles auxquelles on parvient, Mais il faul recon-
aitre que celte inlégralion générale oflranl jusqu'ici des
hslacles insurmontables, les connaissanees effeclives qu'on
peut déduire de celtte théorie sonl encore extrémement impar-
laites, méme dans les cas les plus simples; ce qui nous sem-
ilera sans doule inévilable, en considérant la grande com-
plication que nous avons déja reconnue & cel égard dans les
questions de pure stalique, doul la nature est cependant bicn
moins complexe. Le seul probléme de l'écoulement d’un
liqnide pesanl par un orifice domné, quelque facile qu'il
doive parailre, n’a pu encore élre résolu d'une manitre
vraiment salisfaisante. Afin de simplifier suffisamment les
recherches analytiques dont il dépend, les géomélres ont éLé
obligés d'adopler la célébre hypothése proposée par Daniel
Bernouilli, sous le nom de parallélisme des lranches qui per-
met de ne considérer le mouvemenl que par Lranches, au
lien de devoir l'envisager moléeule & molécule. Mais celte
liypolthése qui consiste & regarder chague seclion horizonlale
du liquide comme se mouvant en totalilé el prenant la place
de la suivanle, est évidemmenl en conlradiclion formelle
avee la réalité dans presque tous les cas, exceplé dans un
petil nombre de circonslances choisies pour ainsi dire expres-
s<ément, & cause des mouvements laléraux dont une lelle
hypothése fail compltlement abstraclion, et donl l'existence
sensible impose nécessairement la loi d'éludier isolément le
mouvement de chaque molécule. La science générale de I'hy-
drodynamique ne peut done réellement encore ére envisagée
que comine étanl A sa naissance, méme relalivemenl aux
hiquides, et & plus forle raison a I'égard des gaz. Mais il
importe éminemment de reconnaitre, d'un autre colé, que
lous les grands travaux qui restent & faire sous ce rapport
consistenl essenliellement dans les progres de la seule ana-
lyse malthématique, les équalions fondamentales du mouve-
menl des fluides ¢lant irrévocablement élablies,

Aprés avoir considéré sous ces divers aspecis principaux
le caraclére général de la mélhode enmécanique rationnelle,
tlindiqué comment toutes les questions qu'elle peut oflrir
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se réduisent & des recherches purement analytiques, il nous
reste maintenant, pour compléter 'examen philosophique
de cette science fondamentale, & envisager, dans la lecon
suivante, les résullats principaux obtenus par I'esprit humain
en proctédant ainsi, c'est-a-dire les propriétés générales les
plus remarquables de 'équilibre et du mouvement.
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Considérations sur les théorémes généraux de mécanique
rationnelles.

Le but et 'espril de cel ouvrage, aussi bien que son élen-
due naturelle, nous interdisent nécessairement ici tout déve-
loppement spécial relatif & application des équations fonda-
menlales de 'équilibre el du mouvement & la solulion effec-
tive d'aucun probléme mécanique particulier. Néanmoins,
on ne se formerait qu'une idée incompléle du caractére philo-
sophique de la mécanique rationnelle envisagée dans son
ensemble, si, aprés avoir convenablement éludié la méthode,
on ne considérail enfin les grands résultals théoriques de la
science, c'esl-d-dire les principales propriétés générales de
léquilibre et du mouvement découvertes jusqu’ici par les
géomeétres, el qui nous reslenl mainlenant & examiner. Ces
diverses propriétés ont ét¢ congues dans lorigine comme
autant de véritables principes, donl chacun étail destiné
primitivement & procurer la solulion d'un certain ordre de
nouveaux problémes mécaniques, supéricurs aux méthodes
connues jusqu'alors. Mais, depuis que 'easemble de la méca-
nique rationnelle a pris son caraclére ayqtgmahque définitif,
chacun de ces anciens principes a élé ramend 4 n'éire plus
qu'un simple {héoréme plus on moins général, résultat néces-
saire des théories fondamentales de la stalique el de la dyna-
mique abstrailes: c'esl seulement sous ce point de vue phi-
losophique que nous devons les envisager ici. Commencons
par ceux qui se rapportent & la statique.

Le théoréme le plus remarquable qui ait é1& déduil jusqu'a
présent des équalions générales de I’équilibre est la célébre
propriété, primilivement découverle par Torricelli, relative-
ment & I'équilibre des corps pesanls. Elle consiste proprement
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en ce que, quand un sysiéme quelconque de corps pesants
est dans sa situalion d’équilibre, son cenlre de graviié est
nécessairement placé au point le plus bas ou le plus haut
possible, comparalivement & loules les positions qu'il pourrait
prendre d'aprés Loule autre siluation du systeme. Torricellia
d'abord présenlé cetle propriété comme immédiatement vé-
rifiée par les conditions 'équilibre connues de tous les sys-
lémes de poids considérés jusqu'alors. Mais les considéra-
tions générales d'aprés lesquelles il a lenlé ensuile de la dé-
monlrer direclement sont réellement peun satisfaisantes, et
oflrent un exemple sensible de la nécessité de se défier, dans
les sciences mathématiques, de toule idée dont le caractére
n'esl poinl parfailement précis, quelque plausible qu'elle
puisse d'ailleurs paraitre. En eflet, le raisonnement de Torri-
celli consiste essentiellement & remarquer que, la tendance
naturelle du poids élanl de descendre, il y aura nécessairg:
menl équilibre si le centre de gravité se Lrouve placé le plug
bas possible. L'insuffisance de cetle considéralion esl éyis
dente, puisqu'elle n'explique poinl pourquoiil y a également
équilibre quand le cenlre de gravilé esl placé le plus haut pos-
sible, et qu'elle tendrail méme & démontrer que ce secand
cas d’équilibre ne peut exisler, landis que, sous le point de
vue lhéorique, il est aussi réel que le premier, quoique par le
défaut de slabilité, on ait rarement occasion de 'obseryer
dansla pralique. Ainsi, pour choisir up exemple trés simple,
la loid'équilibre d'une pendule exige que le centre de gravité
du poids soit placé sur la verlicale menée par le poinl-de
suspension, ce qui offre une vérification palpable du thée-
réme de Torricelli; mais, quand on fail abslraction de la sla-
bilité, il esl évident que ce cenbre de gravité peul daillenrs
étre indifféremment au-dessus ou au-dessous du point de
suspension, I'équilibre ayant également lien dans les deux cas.
La vérilable démonstration générale du théoréme de
Torricelli consiste & le déduire du principe fondamental dgs
vitesses virtuelles, qui le fournit immédiatement avec la pl
grande facilité. 11 suffit, en elfet, pour cela, dappliquer di
rectement ce principe & I'équilibre d'un sysléme quelconque
de corps pesanls, & ['égard duquel il donne aussilot ['équa

tion
f Pdr— o,
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olt P désigne un queleonque des poids, et z la hauteur verti-
cale de son centre de gravilé. Or, d"aprés la délinition géné-
rale du cenlre de gravilé de lout sysléme de poids, on a
évidemment en nommant P, le poids lotal du sysleéme, et z 'or-
donnée verticale de son cenlre de gravité, la relalion

f Pz = P, dz,.

Ainsi 'équation des vitesses virluelles devienl, dans ce cas,
dz, =0 ; ce qui, conformément A la théorie analytique géné-
rale des maxima et minima, démonire immédiatement que
la hauteur verlicale du cenlre de gravilé du sysléme est alors
un maximum ou un minimum, comme l'indique le théoréme
‘de Torricelli.

Celte imporlante propriélé, indépendamment du grand
intérél qu'elle présente sous le poinl de vue physique, peut
étre avantageusement employée pour facililer la solution
géncérale de plusiears problémes essenliels de slatique
rationnelle, relativemenl aux corps pesanls. Ainsi, par
exemple, elle sulfil a I'entiére résolulion de la ¢uestion de la
chainelle, c'esl-a-dire de la figure que prend une chaine
pesanle suspendue & deux points fixes, el ensuite librement
abandonnée & la seule influence de la gravité, en la sup-
posant parfailemenl (lexible, et de plus inextensible. En eflet,
le théoréme de Torricelli indiquanl alors que le centre de
gravité doit étre placé le plus bas possible, le probléme
apparlienl immédiatement & la théorie géncrale des isopé-
rimétres, indiquée dans la huitieme legon, puisqu'il se réduit
& délerminer, parmi loutes les courbes de méme conlour
tracées enlre les deux points fixes donnés, quells est celle
qui jouit de celle propriélé caracléristique, que la hauleur
verticale de son cenlre de gravilé lolale soil un minimum,
condilion qui suffit pour déterminer complétement, & l'aide du
caleul des variations, l'équation diftérentielle, el ensuite
I'équation finie de la courbe cherchée. 1l en est de méme dans

- quelques aulres questions inléressanles relalives a I'équilibre
des poids.

. Le théortme de Torricelli a éprouvé plus tard une impor-
lante généralisation par les travaux de Maupertuis, qui, sous
le nom de lof du repos, a découverl une propriélé lrés
élendue de I'équilibre, donl celle ci-dessus considérée n'est
plus qu'un simple cas particulier. (Vest seulement & la
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pesanteur lerrestre, ou #& la gravité proprement dite, que
sapplique la loi trouvée par Torricelli. Celle de Maupertuis
s'étend, au conlraire, & toules les forces atiractives qui peu-
venl faire tendre les corps d'un systéme quelconque vers des
centres fixes, ou les uns vers les auires, suivant une fonction
quelconque de la distance, indépendante de la direction, ce
qui comprend toulesles grandes forces naturelles. On sait que,
dans ce cas, l'expression P 8 - P’ 8’ - ete., qui force le
premier membre de I'¢quation générale des vitesses virtuelles,
se trouve nécessairement &tre toujours une différentielle
exacle. Par conséquent le principe des vilesses virluelles
consiste alors proprement en ce que la variation de son
intégrale est nulle, ce qui indique évidemment, d'aprés
la théorie fondamentale des maxima el minima, que celle
intégrale [ P 3o est constammenl, dans le cas d'équilibre, un
maximum on un minimum. C'est en cela que consiste la loi
de Maupertuis, considérée sous le point de vue le plus
général, el déduite ainsi direclement avec une exlréme sim-
plicité du principe fondamental desvitesses virtuelles, qui doit
nécessairement renfermer implicitement toules les propriélés
auxquelles peut donner lien la théorie de I'équilibre. Le
théoréme de Maupertuis a été présenté par Lagrange sous un
aspect plus concret et plus remarquable, en le rattachant a
la nolion des forces vives, dont nous nous occuperons

plus bas. Lagrange, considérant que Ulintégrale [ P3p en-
visagée par Mauperluis esl nécessairement toujours, d'aprés
la théorie analylique générale du mouvement, le complé-
ment de la somme des forces vives du sysléeme a une cer-
laine conslanle, en a conclu que celte somme de forces vives
est un minimum lorsque l'intégrale précédente est un mazi-
mum, el réciproquement. D’aprés cela, Ie théoréme de Mau-
pertuis peut étre envisagé plus simplemenl comme consis-
tant en ce que la silualion d’équilibre d'un systéme quel-
conque est conslamment celle dans laquelle la somme des
forces vives se trouve &lre un maximum ou un minimam, [
est évidenl que, dans le cas parliculier de la pesanteur
tervestre, cetie loi coincide exaclement avee celle de Torri:
celli, la force vive élant alors égale, comme on sail, au pro-
duit du poids par la hauleur verticale du centre de gravité,
laquelle doil done devenir nécessairemenl un maximum ou
un minimum, s'il y a équilibre. !
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Une aulre propriélé générale irés remarquable de I'équili-
bre, qui penl éire regardée conme te complément indispensa-
ble du théoréme de Torricelli et de Maupertuis, consisle dans
Jadislinction fondamentale des ens de séabilild oud'instabililé
de I'équilibre. On sail que Péquilibee peul élre stable ou r'n-
stable, c’esl-b-dire que le corps, infiniment peu écarté de s
situation d’équilibre peut lendre iv y parvenivel y lf‘l(.)ll[‘l'l(‘.,
en effel, aprés un cerlain nombre d'oseillalions bienlat
anéanties par la résistance du milien, les frotlemenls, ete.,
oun bien qu'il tend, au coniraire. & s'en éloigner de-plus en
pius, pour ne sarréter que dans une nouvelle posilion
d'éguilibre siable. Ce que nous appelons physiquement I'étal
de repos d'un corps n'esl récllement nutre chose quo Pégui-
libre slable, car le repos abstrail, lel que les géomélres le
congoivent lorsqu'ils supposent un corps qui ne serail solli-
cil¢ par aucunce foree, ne sanrail évidemment exisler dans la
nature, ol il ne peul y avoir que des cquilibres plus ou
moins durables. L l'lllllhblt instable, au conlraire, cons-
litue effeclivement ce que le Vlll"é‘lll‘f’ appelle proprementl
dquilibre, yni désigne loujours un Clab plus ou moins pas-
sager el arliliciel. La propri¢lé générale que nous consi-
lérons mainlenanl, et dent Ia démonsl ration compléle esl
due & Lagrange, consiste en ce que, dans un sysléme quel-
condque, Uéquilibre est slable ou instadie, suivant quic Uinlé
grale envisagde par Mauvperivis, el qui a 6lé indiguée
d-lessus, ge lronve élre un minipuom ou un maximum ou,
e qui revienl au méme, comme nous Vavons dil, suivant que
asomme des forces vivesesh un mazinam ow un nenanum, Ce
beau  Lhéordme de méc amqnv "I!'][‘r“illlé aun eas le plus
dmple el le plus remarquable, & celui de Uéquilibre des

orps pesants considéré par Tovricelli, apprend alors que le
vsléme est dans un ¢lab d'éguilibre slable, quand le centre

e gravilé esl placé le plus bas possible, el dans un élat

‘tquilibre instable quamd, an conlrawe, le centre de gravilé

il placé le plus haut possible, ce qu'il esl aisé de vérilier

reclesient pour les svslomes les mioins compligquds. Aussi,

ar exemple, U'éguilibre dun pendule est évidemment stable,
uand le cenlie de gravilé du poids e trouve éire situd
wdessous du poinl de suspension, cbinslable quand il est
n-dessus. De méme, un ellipsoide de révolulion, posé gur
inplan horizontal, est en ¢quilibre slable quand il repose
Wr le sommet de son pelil axe, el en équilibre instable

A-C.— L 25
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quand c'esl sur le sommet de son grand axe. La seule obser-
valion aurail suffi, sans doule, pour distinguer les deux
clals duns des cas ausst simples. Mais la Lhéorie la plus pro-
fonde a 616 nécessaire pour dévoiler anx géomdatres quecelte
distinclion fondamentale  ¢lait n,f:nimnrnl applicable aux
syslémes les plus composds, en montrant que lorsque 'inté-
avale relolive & la somime  des moments virluels est un
minimam, e syeldone ne pend fire antoir de sa situation
d'équilibre que des oscillations rés peliles et dont étendue
esl ddélerminde, Landis que, steelle intégrale est, au conlraire,
wn mecgedatn, ces oscillations peuvent acquérie el acouidrent,
en effel, une éendue finie el queleongue. 11 est, d'ailleurs,
inntile d'avertiv que, par leur naluve, ces propriélés, ainsi
que les précédentes, ont lien dans les fluides Lout anssi bien
que dans les colides, ce qui est également le caractére de
toules les propri¢lés méeaniques générales 4 I'examen des-
quelles nous avons desliné ecite Jegon.

Considérons maintenant les Lhéordmes généraux de méca-
nigue relalifs au mouvement.

Depuis gue  ces pmpril‘l(\q onl cessé d'élre envisagées
comme aulanl de principes, el qu'on n'y a vu que de simples
résullats nécessaires des lhéories dynamiques fondamentales,
la manidre la plue direcle el la plus convenable de les établir
consisie & les présenier, ainsi que I'a fail Lagrange, comme
des conséquences immédiates de U'équation générale de ln
dynamique, déduite de la combinaison du principe de d'A-
lembert avece le prineipe des vilesses virluelles, lelle que novs
Pavens exposée dans la lecon précédente. On doit mellre au
noembre des avanlages les plus sensibles de eelle méthode,
comme Lagrange I'a justement remarqué, cetle facililé qu'elle
offre ponr la démonstralion de ees grands théorémes de
dynmmigue dans leur plus grande génémhl.é, démonstration
& lugquelle on ne ponvail autrement parvenir que par des con-
sidérations indirectes ¢l forl compliquées. Néanmoins, la ni
ture de ce eonrs nous interdit dindiquer spéeialoment jei
chacune de ces démonsiralions, el nous devons nous borner
foconsidérer seulement les divers eésullats,

Le premicr théoréme géndéral de dynamique esl celuiue
Newlon a découvert relalivement an mouvement du cenlee
de gravité dun systéme quelconque, et qui est habituellemen!
connn sous le nom de principe de la conservalion du moi
vement du centre de gravilé, Newlon a reconnu le premier ¢!
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démontréd par des considérations cxirémement simples, au
commencement de son grand traité des Principes malhéma-
liques de la philosophie nalurefle, ue 'sction muluelle des
corps d'un svaléme les uns sur les aulres, soit par aliraclion,
soil parimpulsion, en un mot, d'une maniére quelconque, en
ayant convenablemenl dégard a I'égalité constante et néces-
saire enfre la réaclion of I'aclion, ne peat nullement altérer
Pétal dn conire de gravité, en sorle que, 'l n'y a pas d'anlres
forces accéléralrices que ces aclions réciproques, el si les
forees extéricures du systéme se réduisent seulement & des
forces mslanianées, le cenlre de gravilé restera toujours im-
mobile pu se mouvra uniformément en ligne droile. D'A-
lembert a, depuis, généralis¢ cetle propriété el prouvé que,
quelque alléralion que puisse introduire l'action mutuelle
des corps du sysléme dans le monvemenl de chacun d'eux, le
cenlre de gravilé n'en esl jamais alfecté, et que son mou-
vement a constamment Hen comme si toutes les forees du sys-
[éme y élaienl direclement appliquées pavallelement & leur di-
reclion, quetles que soienl Ies forees extéricures de ce systéme,
el en supposanl scalement qu'il ne présenle aucun point fixe. _
(Tesl ce qu'th est aisé de demontrer en développanlt, daus la for-
mule géudrale de la dynamique, les équalions relalives anumou-
vement de Lranslation gui, par la propriété analytique fonda-
mentale du centre de gravilé, se lrouvenl coincider avec
celles qu aurail fournies le mouvement isolé de ce cenlre si
la masse Lolale du svsieme v et ¢L¢ supposée condensée, et
qu'on Fenl concue animée de Loutes les forces extérieures du
sysléme. Le prineipal avanlage de ce heau Lhéortme esl de
pouveir ainsi, en ce qui concerne le mouvemenl du centre de
gravilé, faire renlrer le cans d'un corps ou d'un systéme quel-
conque dans cclui d'une moléenle unique. Comme le mou-
vementl de teanslalion d'un systéme doil dlre eslimé par le
mouvement de son cenire de gravilé, on parvient done de
cetle manitre 4 réduire la seconde parlie de Ia dynamique 4
la premidre ponr lonl ce qui se rapporte aux mouvements de
franslalion, d’oi résnlle, aingt qu'il est aisé de le senlir, une
importante simplificalion dans In solulion de toul probléme
lynamique parlicolier, puisquon peul alors négliger, dans
elle parlie da lo vechierche, les ellets de 'aetion muotuelle de
ous les corps proposés, donl fa délerimmation constitue ordi-
sirement la principale difficnlté¢ de chaque question.
My ve se fail pas communémenl une assez jusle idée de
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I'entitre généralilé théorigue des grands résullals de la mé.
canique rationnelle, qui sont nécessaivement applicables, par
cux-memes, alous les ordres de phénomines nalurels, puisque
nous avons reconni (que los lois fondamentales sur lesquelles
repose toul Pédifice systémaliquee de la science ne soufirent
d'exceplion daus aucune elasse quelcongue de phiénoménes,
¢l constiluent les faits les plus générauy de Punivers réel,
quoiqu’on paraisse ordinaivement, dans ce genre de con-
ceplions, avolr seulement en vue le wonde inorganique. Aussi
est-il & propos, ce me semble, de faive remarquer formellement
ici, au sujel de celle premiére propridlé générale du mou-
vement, que le théortme a ¢galeimentl lien dans les corps
vivanls comme dans les corps inanimés. Quelle (ue puisse
étre, en effel, la nature des phénoménes qui caractérisent les
corps vivants, ils ne sauraienl consisler tont au plus quen
certaines actions particuliéres des molécules les unes sur les
aunlres, qui ne s'observerzienl poinl dans les corps bruls,
sans qu'on doive douler dailleurs que la réaction y soit
loujours, aussi bien quen tout aulre cas, ¢zale au conlraire
a Taclion. Ainsi, par la nature méme do théoréme que nous
venons de considérer, il doit nécessaivemenl se vérifier aussi
bien pour les corps vivanls que pour les corps bruls, puisque
le mouvemenl du ¢enlre de gravilé est indépendant de ces
actions intéricures mutuelles. 11 en résulte, par exemple,
quun corps vivaul, quel que soil le jen interne de sesor
ganes, ne saurait de lui-méme déplacer son centre de gravité
guoiguil puisse faire exéculer 4 quelques-uns de ses points
cerlains mouvements parliels aulour de ee ecnlre. Ne véri-
fie-l-on pas clairement, en elfet que la locomotion tolale
d'un corps vivant serait enticrement impossible saus le secours
exléricur que lui fournit la résistance ot le frotlement du sol
sur lequel il se meul, ou du fluide gui le conlient?

On peul faire des remarques exactement analogues, relalis
vemenl & loules les autres proprictés dynamiques générales
qui nous reslent & considérer, et pour chacune desquelles je
me dispenserai, par conséguent, d'mdiquer spéeialement sol
applicabilité néeessaive aux corps vivanls aussi bien quaus
corps inerles,

Le second lhéortme général de dynamigue consiste dans
le célebre el imporlani principe des wires, dont la premitré
idée esl due & Képler, gui découvril el démonlra forl simples
menl celie propriété pour le cas du mouvement d'une molé
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citle nnique, ou, en d'autres lermes, d'un corps dont tous les
poinis se meuvent idenliquement. Képler ¢lablil, par les con-
sidéralions les plus élémenlairves, que, si la force accéléra-
[rice Lolale dont une moléenle est animée Llend conslamment
cers un point fixe, le rayon vecleur du mobile déeril aulour
de ee poinl des aives égales en lemps dgaux, de telle sorte
ique Iaire décerite an boul d’an lemps queleonque eroil pro-
portionnellement & ce teinps. H it voir en onbre que, récipro-
quement, si une semblable velalion a é1é vérifice dans le
mouvement dun corps par rapporl & un cerlain poinl, ¢'est
une preuve sulfisanie de Paction sur ce corps dune lorce di-
rigée sans cesse vers ce poinl. Cetle belle propriété se déduitl
(Failleurs  (rés aisément des équalions générales du mounve-
ment, curviligne d'une molécule, exposées dans la legon pré-
cédenie, en placant l'origine des coordonuées au cenlre des
forces, el consiidérant expression de l'aive déerile sur Fun
queleongue des plans coordonnds par la projection corres-
pondante du rvayon veelear du mobile. Celle découverle de
Képler est d'antant plus remarquable quelle a eu lieu avant
que la dynamique et ¢1é réellement créée par Galilée. Nous
aurons oceasion de remarquer, dans la parlie aslronomique
de ce cours, que Képler ayant reconnu que les rayons vee-
teurs des planttes déerivent autour du soleil des aires pro-
portionnelles aux femps, ce qui con=titue la premitee de ses
rois grandes lois astronomigues, cn conelul ainsi que les
lanéles sont conlinuellement animées d'une lendance vers
s soleil, dont il était réservd it Newlon de découvrir la loi.
Mais, quelle gue soit Vimportance de ce premier théoréme
s aires, qui est ainsi une des hases cssentielles de la mé-
anigue eéleste, on ne doil plas v voir aujeurd’hui que Ie cas
articulier le plus simple dn grand théoréme géndéral des
res, découvert presque simultanément el sous des formes
iérentes par d'Avey, par Daniel Bernowlli et par Luler,
s le milien du sitele dernier. La découverle de Képler
Vélait relalive qu'au mouvement d'un poinks celle de d'Avey
e rapporte au mouvement de toul systeme quelconqgue de
orps agissani les uns sur les anfres d'une manitre quel-
nque, ee qui conslilue nun cag, non seulement plus eom-
liqué, mais méme essenlicllement dillérent, & cause de
es actions muluclies. Le théordéme consiste alors en ¢ que,
ar suite de ces influences réeiproques, laive ue ddéerira
‘parément le rayon veeleur de chaque molécule du systéme
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a chaque instant aulour d'un poinl quelconque pourra bion
étre altérée, mais que la somme algébrique des airves ainsi
décrites par les projeetions sur un plan quelconque des
rayons vecteurs de toutes les molécules, en donnant & cha-
cune de ces aires le signe convenable d"aprés la régle orh
naire, ne souffriva ancun changement, en sorte que, s'il 1y
a pas d'autres forces accéléralrices dans le systeme que oo
actions muluelles, cetle somme des aires décriles demenres
invariable en un lemps donné, et croilra pai conséquent pro-
portionnellement au temps. Quand le sysléme ne présenl
aucun poinl fixe, celte propriélé remarquable a licu relali
vemenl & un point quelcongue de 'espace ; tandis quelle =¢
vérifie seulement en prenant le pointl fixe pour centre dis
aires, si le systéme en offre un. Enlin, lorsque les corps i
systéme sont animés de forces aceéléralrices exlérieures, =
ces forces lendenl constaunmenl vers un méme poinl, le
théoréme des aires subsiste cncore, mwais uniquement
I'égard de ce poinl. Celle derniere parlie de Ia proposition
générale fourntl évidemmenl, comme cos  particulier, Ir
théoréme de Képler, en supposanl que le systéme se rédui-e
a une seule molécule.

Dans I'application de ce théoréme, on vemplace ordinal-
renent la somme des aires correspondantes 4 Lloutes les m-
lécules du systéme par Ia somme équivale nle des produils de
la masse de chaque corps par Paive qui s’y rapoorle, ce qui
dispense de partager le systtme en molécules de¢ mém
masse.

Telie est la forme sous laquelle le (héoréme général des

aires a élé découvert par d'Arey; ¢'est celle gn'on emploie
habituellement. Comme l'aire décrite par le rayon vecteur de
chaque corps dans uninstant infiniment petit est évidemmen!
proportionnelle au produit de la vitesse de ce corps par s
distance au point fixe que l'on considive, on peul subslitue
a la somme des aires la somme des moments par rapporl ace
point de toutes les forces du sysltme projelées sur un méme
plan quelconque. Sous ce point de vue, le théoréme des
aires pwuenie suivanl la remarque de Ldplﬂ{:u, une pro:
puélé générale du mouvement analogue & une de cellesdé
P'équilibre, puisqu'il consiste alors en ce que cetle somme
des momenls, nulle dans le cas de Uéquilibre, est constantg
dans le cas du mouvement. C'est ainsi gue ce théoréme a @t
trouvé par Euler el par Danicl Bernouilli.
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Ouelle que soit I'inlerprétation coneréte qu'on juge conve-
nable de lui donner, il est une simple conséquence analy-
lique directe de la formule générale de la dynamique. Il
suffil, pour I'en déduire, de développer ceile [ormule en
fmm.ml les Géquations qui se rapportent au mouvemenl de
rotalion, et dans lesquellos on apercevra iminddiatement
luxptcsamn analyligue du théoréme des aires ou des mo-
ments, en ayanl égard aux condilions ci-dessus indiguées,
Sous le rapporl analytique, on peul dire que [‘uiilité de ce
théordme consisic essenliellement & fournir, dans lous les
cas, lrois intégrales premicres de aL‘f[ll'llI()ﬂH gendérales du
mouvemenl ; qui sont par elles-mémes du sccond ordre, co
qui tend & factliter singvlitrement la solulion définitive de
chaque probleme (]:,ildilll([lw particulier,

Le théoréme des aires suffil, pour délerminer, duns le
mouvement général d'un systéme quelcongie, lout ce qui se
rapporte aux mouvements de rolation, comme le théoréme
du centre de gravité détermine loul ce qui esl relalil aux
mouvements de translalion. Ainsi, par la seule combinaison
de ces deux propri¢lés générales, on pourrail procéder &
I'étude compléte du mouvement d'un systéme quelconque de
corps, soil quant & ia lranslation, soil quant & I totation.

Je ne dois pas négliger de signaler sommaivement ici, aun
sujel du Lhéoréme des aires, la elarlé inespérée ob la simph-
cité admirable que M. Poinsol y a inbroduiles en y appliquant
sa conceplion fondamentale relative aux mouvemnents de rota-
lion, que nous avons considérée sous le poinl de vae stalique
dans la seizieme lecon. Lin substiluant aux aires on aux
momeunls considérés jusqu'alors par les géomoires les couples
quengendrent les forces proposées, M. Poiusol a fail ¢prou-
ver & celfe théorie un perfectionnement philosophique trés
imporlant, qui we me parait pas encore avoir CL¢ sulfisamment
senli. Il a donué ainsi une valeur conceéle, un sens dyna-
mique propre el diveet, & ce qui n'élail auparavant gqu'un
simple énoneé géométrique d'une partie des équalions londa-
menlales du monvement. Une aussi heurcuse lransforma-
lion générale est destinde, sans doute, & accrolive nécessai-
remenl les ressources de l'espril humain pour Uélaboration
des idées dynamiques, en lonl ee yui concerne la thiéorie des
mouvements de rolalion. On penl voir dans le hean mémaoire
de M. Poinsol sur les propricéiés des momenls el des aires,
qui se frouve aunexé & sa Stalique, avee quelle facililé il est
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parvenu, d'apres celle lumineuse conceplion, non seulement
& rendre lémentaire une théorie juequ'alors fondée sur la
plus haule almij, s¢, mais & découvrir & cet égard de nouvelles
propri¢lés géndrales lrés remarguables, gque nous ne devons
point considérer ici, eb qu'il edt élé difficiie d'oblenir par les
mdéthodes anlérienres.

Le théoréme des aires a éi¢, pour U'illustre Laplace, lovi-
gine de la découverte d'une aulee proprielé dynamiqie trés
remarquable, cclie de ce quil a nommé le plan invariable,
donl Ia considéralion esl suriout si importanle dans [a méca-
nique célesie. La somme des aires projelées par Lous les corps
du systéme sur un plan guelcongue ¢lanl conslante cn un
temps domné, Laplace a cherehé ladiveclion du plan a I'égard
duquel celie somine se irouvail elre la plus grande possible,
Or, dlapres la maniére donl ce plan de Ja plos grande aire
i du plus grand momenl esl délerming, Laplace a démon-
le¢ gue sa diveclion esl ndécessairement indépoml-m*o de la
réaction mialuelle des différentes pavites du sysléme, en
sorte que, par sa naluree, e plan doid vesler conlinnellement
invariable, guelles que pnissenl jamais elre les aliéralions
introduites dans la situation de ces corps par lears influences
réeciprogues, pouryvu quiil ne survicone aucune furce nou-
velle extéricure. On congoil aisémenl de quelle tmyportance
doil ¢lre, comuie nous Vexpliguerons spécialement dons la
secomde parlie de ce cours, Ia détermination d'un Llel plan
relalivement & nolre systéme solairve, puisgue, en y rappor-
fani Lous nos weuvements eélesies, il nous procure Uinappré-
ciable avantage d'avoir un terme de comparaison nécessai- .
rement fixe, & lravers lous les dérangemenls que aclion
muluelle de nos plancles pourra faire subir dans la suile des
lerups & leurs dislances, a leurs vévolulions el méme aux
plans de leurs orbites, ce qui est une premiére condition évi-
demment indispenzable pour que nous puissions exaclement
connailie en ol consislent ces allérations, Mallreureuse-
ment nous aurons oceasion de remarguer que Tincertitude
ol nons sontmes jusquict relalivemenl i fa valeur exacle dai
plusienrs données essenticlles ne nous permel pas encore de
déierminer avec loule Ja précision suffisanle la situalion de
ce plan. Mais celie difficulié dapplieation n ‘alfecte en aucuné
maniére le caractére de ce heau théoréme, considéré SOuS
le poinl de vie de Ja méeanique rationnelle, e seul (ue nous:
devions adopler ici. :
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La théorie du plan invariable a été notablement perfee-
tionnée dans ces derniers temps par M. Poinsol, qni a i
nalurellement y lransporler sa conceplion propre relali-
verenl a la théorie générale des aives ou des moments. 11 a
d'abord COHM[](:I*EI]JILI]’I(‘.HL simplifi¢ la notion fondamenlale
de ce plan, de fagon & la rendre aussi élémentaire quil est
possible, en monleant qu'un el plan n'est réellement autre
chose que le plan du couple général résullanl de lous les
couples engendrés par les d lifférentes forces du systéme, ce
qui le définil tmmédintement par une propriéld dynamique
Lres sensible, au lieu de la seule propriélé géomélrique du
maximum des aires. Quand une conception quelcongue a éLé
vraiment simplifiée dans sa nalure. I'élaboration en élant par
cela méme facilitée, elle ne sanrail manquer de prendre plus
d’extension el de conduire & des résullats nouveaux : telle
esl, en effet, la marche ordinaire de Pespril humain dans les
sciences, que les théories les plus [écondes en découverles
n'onl é1é le plus souvent, & lewr origine, qu'un moyen de
rendre plus simple la solulion de quesiions déja Irailées,
Le travail que nous considérons ici en a offer! une nouvelle
preave. Car la Lhéorie de M. Poin=ol a permis d'inlroduire un
plus haul degré de précision dans la déterminalion du plan
invariable propre & nolre systéme solaire, en signalant el
reclifiant une importante lacune que Laplace y avail laissée.
Ce grand géomelre, en ecaleulanl la situalion du plan du
mawximum des aires, avail ern ne devoir prendre en considé-
ralion que les aires principales, produiles par la ciculation
des planéles aulour du soleil, sans fenir aucun comple de
celles dues aux mouvemenis des salelliles aulour des pla-
néles, ou it la rolation de lous ces astres el du soleil lui-
méme. M. Poinsoi vienl de prouver la ndcessité d’avoir
égard & ces divers dléments, sans quoi le plan ainsi déler-
miné ne pourrail poinl élre regardé comme rigoureusement
invariable ; el on cherchanl la diveclion du véritable plan in
variable ansst exaclement que le comporle imperfection ac-
tuelle de la plupart des données, il a fail voiv que ce plan dil-
fere sensiblement de celui lrouvé par Loplace, ce quiil esi
lacile de coneevoir par la seule considération de Paire -
mense (ue doil inlroduive dans le calenl la masse énorme du
soleil, quoiqne sa rolation soil Leés lenle.

Pour compléter indicalion des propriélés dynamiques les
plus importantes relalives au mouvementl de rotalion, il
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convienl maintenant de signaler ici les beaux théorémes dé-
couverls par Euler sur ce qu'il a nommé les momenis d'inertie
el les axes principausr, qon doil ueltre au nombre des
résultats généraux les plos importants de la mdéeanigue ra-
tionnelle. Euler a donné le nom de momen! d'inertic d'un
corps & l'intégrale qui exprime la somime des produils dela
masse de chague moléeule par le cared de sa dislance & l'axe
aulour dugnel e corps tourne, intégrale dont la considéra-
tion doil évidenunent clee Lrés essenliclie; puisqu'elle peut
élre nalurellementl regavdée comme  la mesure exacle de
I'énergic de rotation du eorps. Quand la masse proposée esl
howoegene, co anoment d'inertie se délermine comme les
aulres intégrales analogues relatives & o forme 'un corps;
lorsque, au conlrairve, celle masse esl hétérogéne, il faul de
plus connailre la lot de la densilé dans Tes diverses couches
qui la composent, el, & cela prés, linlégralion n’est alors
seulemenl que plus compliquée. Celle notion élant élablie,
Euler, comparant en géncral, les moments d'inerlic d'un
méme corps qucelconque par rapport i tous les axes de rola-
tion imaginables passanl en un point donné, détermina les
axes relalivement auxqnoels le moment d'inertie doit élre un
meaximune ou nn mnimivn, en considéranl surtont coux qui
se coupent an centre de gravilé, el qui se distinguent en ce
gquils produisenl nécessaircinent des imomenls moindres que
si, avee la méme direclion, ils ¢laienl placés parloul ailleurs.
I décowvril ainsi qu'il exisle conslamment, en un point quel-
congue d'un corps, el particulierement au centre de gravilé,
trols axes reclangulaives, Lels que le moment d'inertie du
corps est un marimum 4 Uégard de 'un d'enlre cux, el un
minimum a 1'égard d'un aulre. Ces axes sonl dailleurs carae-
Lérisés par une aulre proprié¢té comnmune qui leur serl habi-

tuellement aujourd’hui de définition analylique, el qui eons-

titue, cn eflet, pour analyse, le principal avanlage que P'on

trouve a rapporler le mouvement du corps a ces lrois axes,

Celle propriélé consisle en ce gue, lorsque ees Lrois axes

sonl pris pour ceux des coordonnées ., y, =, les inlégrales

Saxzdm, [xydm, [ y=dm (m exprimant la masse du corps)

sonb nulles velalivemeni au corps toul enlier, ee qui simplifie
nolablement les équations générales du mouvemenl de rota-

tion, Mais le prineipal théoreme dynamique découverl par

Euler & I'égard de ces axes, el d'apreés lequel il les a juste-

ment appelés axes principane de rotation, consisle dans la



MATHEMATIQUE Jun

stabilité des votalions qui leur correspondent ; c'esl-a-dire
que, si le corps a commencé d lourner avtour d'un de ces
axes, celle rolation persistern indéfiniment de la méme ma-
nic¢re, ce qui wanrail pas liea pour tonl aulre axe quelcongue,
ln rotalion instanianée s'exéenlanl en général aulour d'un
axe continuellemort variable, Ce systéme des axes prine |pdux
est géncralemenl ulm;m dans_ quut corps : cependant, s
tous Ic:_~ moments d'inerlie ¢laien! constamment tgaux t‘.ulw
cux, la diveclion de ces axes deviendrail lolalement indéler-
minde, pourvit qu'on les choisil loujonrs perpendicalaires
enlre eux, ce qui a lien, par exewple, dans ane sphére homo-
géne, ot I'on peut vegarder comme des axes permanents de
rotation tous lus syslémes daxes reclaugulaires passanl par
le centre. 1y aurail encore un certain degré d'indélermina-
tion si le corps élait un solide de i(mlulmn, ‘axe géom-
trigue ¢lant alors un des axes dynamiques pnnupaux NS
les deux aulres pouvanl évideminent &lre pris & volonlé
dans un plan perpendiculaire an premier. La délerminalion
des axes principaux préscenle souvent de grandes difficuliés
en considérant des corps de figare el de constitution quel-
congues; mais elle s'elfectue avee une extréeme facilité dans
les cas pen compliqués, que la mécanique eéleste nous pré-
sente heureuscment comme les plus communs. Par exemple,
dans un ellipsoide homogene, on méme seulemenl composé
de {,mlchi,-s semblables et concenlriques d'inégale densite,
wais dont ¢hacune est homogéne, les trois diamétres conju-
gués rectangulaires sonl cux-mémes les axes dynamiques
principaux : le inomenl d'ineriie du corps est un mawinmum
relativement au plus pelil de ces diameélres, el un minimum
alégard du plus grand. Quand les axes principaux d'un corps
ou d un sysléme sonl déteriminés ainsi que les momenls
dinertie correspondants, si le systéme ne lourne pas aulour
de ' de ees axes, Buler a élabli des formules générales trés
simples, qui fonl connailre constamment les angles que doit
faire avee eux la droite antour de lagquelle S'exéeule sponta-
némenl la rolation instanlanée, ol la valeur du moment d'i-
nerlic quis’y rapporte, cc qui suffil pour I'analyse complile
du mouvenent de votation. 1
Tels sont les Lhéorémes geénéranx de dynamique qui se
rapportent direclement a enliére délermination du moave-
ment d'un corpsou d'un sysiéme quelconque, soil quant & la
translalion, soit quant a la rolalion. Mais outre ces propriélés
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fondamentales, les géomcires en onl encore découvert plu-
sieurs aulrves leds générales, qui, sans ¢ire anssi slrictement
indispensables, mérilent sinzulitroment d'étre signalées dans
un examen philosophique de la méeanigie ralionnelle, 4 cause
de leur extréme imporlance pour fa simplificalion des re-
cherches spécinles.

La premi¢re ¢l la plus remarquable dentre elles, celle qui
présenle les plus précieux avanlages pour les applicalions,
consiste dans le célébre théoréme de la conservalinn des forces
vives. La découverle primilive en esb due d Huyghens, qui
fonda sur celle consilération sa solution du probléme du
centre d'oscillalion. La nolion en fut ensuite généralisée par
Jean Bernouilli, ear Huvghens ne Uavail dlablie que relative-
nment au mouvemenl des corps pesanls, Mais Tean Dernowlli,
accordant une imporlance exagérée ot vieieuse 2 Ia fameuse
dislinction introduile par Leibnilz enlre fes forces morles ct
les forees vives, tenla vainemenl d'ériger ce ilicoréme en une
loi primitive de la nalure, landis qu'il ne saurail élre qu'une
conséquence plus ou moinsgéuérale des théories dynamiques
fondamentales. Les travaux les plus importants dont cetle
propri¢lé du mouvement ail ¢t¢ le sujel sonl cerlainement
ceux de l'illustre Daniel Bernouilli, qui donna au Lhéoréme
des forces vives sa plus grande extension, ainst que la forme
syslémalique sous laquelle nous le concevons aujourd hui, ot
gui en fit un si heurcux nsage pour I'élude do mouvement
des fluides.

On sait que, depnis Leibnitz, les géometres appellent
force vive d'un corps le produit de sa masse par le carré de
sa vitesse, en faisant dailleurs complélemenl abstraclion
des considérations lrop vagues qui avaienl condnit Leibnitz
4 former une telle expression. Le théortme giéndral que nous
envisageons ici consistc en ce que quelques altérations qui
puissenl survenir dauns le mouvement de chacun des corps
d'un sysléme quelconque en yerlin de leur aclion réciproque,
la somme des forees vives de Lous ces corps resle eonstam-
ment la méme en un lemps donnd, Clest ce quon démontre
aujourd’hui avee la plus grande facilité d'apres les ¢quations
fondamentales du mouvemenl 'un systéme s{m‘h-m;quc,et
silout comme 'a fail Lagrange, en partant de la formule
générale de la dynamique exposce daus la legon précédente.
Sous le point de vue analylique, Uextréme ntilité de ce beauw
théoréme consisle essentiellement en ce qu'il fournit tou-
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jours d’avance une premiere ¢quation finie entre les masses
el les vilesses des différents corps du systéme. Celle relation,
gui peul élre envisagee comme une des inlégrales délinilives
des équations différentielles du mouvement, sulfit & enliére
solulion du probleme, tontes Jos fois qu'il est réductible & la
détermination dn mouvement d'un seul des corps que l'on
considére, détermination qui s'eflectue alors avee une grande
facilité.

Mais pour se faire une jusle idée de cetle importante pro-
priélé, il est indispensable de remarquer qu'elle est assujetlie
d une limitation considérable, qui ne permet point, sous lo
rapporl de la généralité, de la placer surla méme ligne que
les théorémes précédemument examindéz, Celle limitalion,
découverle a la lindu dernier sicele par Carnol, consiste en
ce que la somie des forees vives subil constamment une dimi-
nulion dans le choc des corps qui ne sont pas parfaitemen
¢lasliques, el généralement Loules les fois que le systéme
¢prouve un changement brusque  queleongue. Carnol a
démontré quialors il y a une perie de forees vives égale d la
somme des forces vives dues aux vilesses perdues par ce
changement. Ainsi le théoréme de la conservalion des forces
vives n'a licu qu'aclanl gne le mouvement du gysleme varie
seulemenl par degrés insensibles, ou qu'il ne survienl de
choc quentre des corps doués d'une ¢laslicilé parfaite. Cetle
imporlanle considération compléte la nolion générale qu'on
doil se former d'une propriélé aussi remarquable.

De tous les grands théovémes de mécunique ralionnelle,
celui que nous venons d'envisager est sans contredit le plus
important pour les applicalions 4 la mécanique industrielle;
c'est-d-dire en ce gqui coneerne la Lhéorie du mouvement des
machines, en tanl gn'elle ezl suseeplible d'éire clablie d'une
manitre exacte ol précise. Le théoréme des forees vives a
commencd & fournir jusqu'isi, sous ce point-de vue, des indi-
calions géndérales trés précicuses, qui onl ¢S surlonl preé-
senftées avee nue netlelé el une concision parfailes dans le
travail de Carnol, auquel on n’a ajoulé depuis rien de veai-
ment essentiel. Ce théoréme présente divectement, en effel, la
considéralion dypamique d'une machine quelconque sous
son vérilable aspecl, en monlranl que, dans loule Iransmis-
sion el modification du mouvement effectude parune machine
‘ily a simplement échange de foree vive entre la masse du
moleur et celle du corps & mouveir. et échange serail com-
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plet, ¢'est-a-dire toule la force vive du motenr serait uli-
liste en évitanl les changements hrusques, i les [roltements,
la résislance des milienx, ele., n'en absorbalent nécessai-
rement une portion plus on moins consulérable suivanl gue
la machine esl plus ou moins complinuée, Cette nolion met
dans toul son jour 'nbsurdité de ce gquon a appelé le mou-
vement perpétuel, en indiguant méme d'une manitre céné-
vale & quel instanl la machine abandonnée & sa seule
impulsion primitive doil sareéier sponlanément; mais celle
absurdité est daillenres de sa nature lellement sensible,
qu Huvgliens avail, an conlraire, londé en partic sa démons-
tration du théoreme des forees vives sur I'évidence manifeste
d'une lelle impossibilité. Quoi qu'il en soil, ec lhéoréme
donne une idée nelle de la véritable perfeetion dynamique
d'une machine, en la réduisant & uliliser la plus grande [rac-
lion possible de la force vive dn moteur, ce qui ne peul
avoir lien géndralement qu'en sefforganl de simplifier le
mécanisme avlanl que le eomporte la nature du moteur. On
congoil, en effel, que si l'on mesure, comme il semble nato-
rel de le faire, Velfel dynamigue atile dun motenr en un
temps donné par le produil du poids qu'il peul élever el de
la hauteur & laguelle il le lransporle, cel effel équivant im-
médialement, dapreés les lois du mouvement verlical dos
corps pesanls, & une foree vive,elnon & ine quanlilé de mou-
vemenl. Sous ce point de vue la famense dizcussion soulevée
par Leibnitz au sujet des forces vives, el & laquelle privent
parl lous les grands géomélres de celle époque, ne
doil point élre regardée comme aussi dépourvue de réalité
que d'Alemberl a paru lo eroive. On s'étail sans doule mépris
en pensanl que la mécanique ralionnelle élail intéressée
dans celle conteslation, qui ne sanvail, en elfel, selon la
remarque de d'Alemberl, ‘exercer sur elle la moindre
influence réclle. Le pﬂini de vae théorique el le point de vue
praligue n'avaienl pas (16 as=ez Hm'rnml»mnont-(\pméq par les
géometres qui suivirenl celle discussion. Mais, sous le seul
poinl de vue de la méeanique industrielle, elle n'en avail pas
moins une viritable importance. Elie pourrail méme élre ulile-
ment veprise aujourd hui, car les objections quiont ¢fé faites
contre la mesure vulgaire de Ia valeur dynamique des moteurs
méritenl d'ctre prises en séricusc considération, vo qu'il
semble en ¢ilel pen rationnel de prendre pour unité un mou-
vemenl ¢ui n'esl point uniforme.
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Mais, quelque décision qu'on finisse par adopter sur celle
conteslation non terminde, Papplication du théoréme des
forces vives n'en conservera pas moins Loute son hmporlance
pour montrer sous son veai jour la destination réelle des ma-
chines, en pronvanl que néeessaivement elles font perdre en
vitesse ou en lemps ee gqu'elles fonl gagner en foree, ou réei-
progquement, de lalle sorfe que leur ulilitd consiste essentiel-
lement & &changor les uns dans les autres les divers facteors
de Peffe! & produire, sans ponvoir jamais 'nugmenter par
elles-mémes dans sa tolulild, elen lui feisanl constamment
subir nu contraire une inévilable diminution, erdinairement
lres notable. I est douteux, du reste, que l'application de ce
théordme puisse f aucune éporue élre poussée heaucoup
plus loin que les indiealions générales de ce genre, car le
vévilable calcul ¢ priord de Pellel précis d'une machine guel-
conque donnée présente, comme probléeme de dypamique,
une trop grande complicalion, ¢ exige la connaiszance exacle
d'an lrop grand nombre de relalions encore complétement
imconnues, ponr pouvoir ére efficacement tenté dans la plu-
parl des cas (1).

(1) La vérilable théorie propre de la méeanique indusirielle, qui
ne=l nullement, ainsi qu'on le eroil souvenl, une simple dérivation
de In phoronomicz on mécanique ralionnelle, el qui se rapporte & un
ordre d'idées complibement distinel, n’a point encore ¢é4é concue. 11
on est, a4 cel éoard, comme de toule aulre selence dapplieation dont
Fesprit humain ne possbde jusquiclt que quelques éléments inauffi-
santz, =elon o remarque indiguée dans notre seconde lecon. La méca-
nique judasbiclle, abstraclion faile de la formalion des moleurs,
qui dépend de Pensemble de nos connaissances sur la nalure, se
compose de deux elasses de recherches feds diférentes, les unes
dynamigques, les autres glomébriques. Les premigres ont pour objet
la détermination des appareils les plus convenables, alin d'utiliser
autanl que posaible les forees molrices donndes; c'est-d-dire d'oble-
nir enlre fa force vive du corps & mouvoiv el celle do moteor le
rapport 1e plus rapproché de Punité, en avanl égard anx modifications
exigées dans la vitesse par la deslinalion connue de la machine.
Ouant aux autres, on 87y propose de changer & volontd, i Paide d'un
mézanisme convenable, les lignes déeriles par les poinls dappliea-
lion des forces. En un mol, le mouvemenl esl modifié, dans les
unes, quanl & son intensité ; dans les oubres, quant & sa direction.
Les premitres se rapportent & une doctrine enlitrement neuve, au
sujel de lagquelie il o' encore ¢1¢ produil avcune conceplion direete
et vraiment ralionnelle. II en est & peu prés de méme pour les
aulres, quoi dépendent de celle géomélrie de situalion entrevue par
Leibnilz, mais qui n’a fail jusquiel presque aucun progres, Je ne
connais, & cet égard, d'aulre travail réel gu'une ingénicuse considé-
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Le mouvemenl d'un systéme quelconque présenie une
aulre propriélé générale Lrés remarquable, quoique moins
imporianie, soil sous le rapport analylique, soil surloul sous
le rapport physique, que celle qui vient d'¢ire examinée:
c’esl la propriété exprimée par le célébre théoreme géndéral
de dynamique auguel Maupertuis a donné la dénominaiion
si vicieuse de principe de la moindre aclion.

La filiation des idées ausujet de celie découverle remonte
dune époque brés éloignde, car les géomelres de Manliguilé
avaient déja [ail quelques remarques (u'on peul concevoir
aujourd’hui comme équivalentes & la vérification de ce théo-
réme dans le cas pariiculier le plus simple. Plolémée, en
effet, observe expressément, quant & la loi de la réflexion de
la lumiére, que, par la nalure de ceile loi, la lumitre en se
réfléchissant se trouve suivee le plus courl chemin possible
pour parvenir d'un point & un autie. Lorsque Descaries el
Suellius eurent découvert la loi réelle de la réfraction, Fer-
mal rechercha si on ne pourrail poinl y avriver « priori
daprés quelque considération analogue ala remarque de
Plolémeée. Le minimuwmn ne pouvant alors avolr lieu relali-
vement & la longueur du chemin parcouru, puisque la route
recliligne eil été possible dans ce cas, Fermal présuma
qu'il existerait & Pégard du temps. Il se proposa doue, en
regarant la route de lu lumiére comme composée de deux
droiles différenies, sépavées, sous un angle inconnu, & la
surloce du corps réfringent, quelle devail élre celle direclion

ralion ¢iémenlaire présentée par Monge, cb qui, quoique simplement
empirique, mérile détre nolée ici, ne fat-ce que pour indiquer Ja
véritable nalure de cel ordee d'blées.

Monge est parli de celle vbservation, lrés plausible, en effel, que,
dans [Ia réalité, des mouvemenls excéeulés par les machines sont
ou rectilignes ou circulaives, chacun pouvanl cétre d'aillears ou
conlinu ou allernalil, o, dos lors, envisagd loule machine cemme
destinée, sous le rapporl géométrique, & transfovmer ces  divers
mouvemeils clémentaires les uns dans les aulres. Cela posé, cn
épuisant toutes des combinaisons diverses qu'une lelle transforma-
tion peul ollviv, il en a vu pdsuller néeessaivemenl (dix séries d'appa-
reils daps lesquelles peavent e rongées loules les machines con-
nues, ainsi que celles qu'on imaginera plus lard, Les lableanx résul-
lant de cette classificaiion peuvent done élre envisagés comme pré-
sentanl au mécanicien les moyens empiriques de résoudre, duns
chaque cas, le probliwe de la Leansformation du mouvewment, en
choisissant, parmi tous les appareils propres a remplir la condilion
proposée, celui qui présente dlailleurs le plus d'avanlages,
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relative pour que le temps employé par la lumitre dans son
trajet fat le moindre possible, el il ent le innhmir de lr{m.vnr
daprés celle seule considération une loi de la réfraclion
exactement conforme & celle directement déduite des obser-
valions par Snellius et par Descarles. Celte belle solution
esl d'ailleurs éminemment remarquable dans 'hisloire géné-
rale des progrés de l'analyse mathémalique, comme ayant
offert &4 Fermal la premidre application imporiante de sa
célébre mélhode e maximis el minimis, qui conlienl le véri-
Lable germe primilil du caleul différentiel.

La comparaison de la remarque de Plolémée avee le lra-
vail de Fermal envisagé sous le point de vue dynamique
devinl pour Mauperluis la base de la découverte du théoréme
que nous considérons. Quoiqu'égaré, bien plus que conduit,
par de vagues considérations mélaphysiques sur la prétendue
économie des forces dans la nalure, il finit par arviver i ce
résultal important, que la trajectoive d'un corps soumis a l'ac-
tion de forces queleonques devail nécessairement étre telle,
que I'intégrale du produil de la vilesse du mobile par I'élément
de la courhbe déevite fal toujours un minimum, relativement
& sa valeur dans loute aulre courbe. Mais Lagrange est avee
Juslice généralement vegardé par les géomélres acluels
comme le vérilable fondaleur de ee théoréme, non senlement
pour lavoir généralisé aulunl que possible, mais surtout
pour en avoir découvert la véritable démonstration en le ralla-
chant aux théorics dynamiques fondamentales, et en le déga-
geant des notions confuses et arbitraires que Mauperluis
avail employées. II ne subsiste maintenant d'autre trace du
travail de Maupertuis yue le nom qu'il a imposé 4 ce théo-
reme, el dont I'impropriéle esl universellemenl reconnue,
quoique, pour plus de briévelé on ail conlinué & s'en servir.
Le théoréeme, lel quiil a é1¢ ¢labli par Lagrange relalivement
i nn osysteme  queleongue de corps, consisle en ee que,
quelles que soienl leurs aliractions réciproques, ou leurs
lendances vers des cenlres fixes, les Lrajecloires déeriles par
ces corps sonl toujours lelles, que la somme des produils
de la masse de chacun d'eux el de Tinlégrale relative 4 sa
vitesse mullipliée par "¢lément de fa courbe correspondante,
esl nécessairemenl un merimam  ou o un penimun, celle
somme ¢tant clendue & la tolalilé du systeme. 11 imporle
dailleurs de remarquer que, la démonstration de ce théoréme
général ¢élanl fondée sur le lhéortme des forces vives, il

.'“.J'C. - l, v}
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esl inévitablement assujelti aux meémes limilalions «que
celui-ci.

Qulre la belle propriété du monvement, conlenue dans celle
proposition remarquable, on concoil que, sous le rapport
analytique, clle peul &re envisagée comme un nouvead
moyen de former les équations différenticlles qui doivent con-
duire a la détermination de chagque mouvemenl spéeial, I
suffit, en effel, conformément 4 la mdéthode générale des
maxima el minima fournie par le caleul des variations, d'ex-
primer que la somme préeédemment indiquée esl un mart-
mum ou un mininum (soil absolu, soil relalif suivant les cas),
en reudant sa varialion nulle. Lagrange a expressément mon-
tré comment, 'aprés celle seule considération, on peut, en
général, retrouver la formule fondamentale de la dynamique.
Mais, quelquntile que puisse ¢lre en cerlains cas une lelle
maniére de procéder, il ne faul point s'exagérer son impor-
tance ; car on ne doil pas perdre de vue qu'elle ne fournil
par elle-méme atctine intégrale finie des ¢quations du mou-
vemenl ; elle se borne seult‘monl 4 ¢lablir ces équalions d'une
aulre maniére, qui peul quelquelois élre plus convenable.
Sous ce rapporl, le théoréme de la moindre action esl cor-
tainemenl moins précicux que celui des Torees vives. Quoi
qu'il en soit, il eonvienl de remarquer iel avee Lagrunge que
I'ensemble de ces deux théorémes peul élre regardé, en
these géndérale, comme sulfisanl pour I'enti¢re délermination
du mouvement d'un corps.

Le théoréme de la moindre aclion a aussi ¢l¢ présenlé par
Lagrange sous une autre forme générale, spécialement des-
tinée & rendre plus sensible son interprélation concréte. En
effet, I'élémenl de la Lrajectoire pouvanl évidemment élre
rempl{lcé dans I'tnoncé de ce théoréme par le produil équi-
valenl de la vitesse el de I'élément du temps, le théoréme
consisle alors en ce que chaque corps du sysitme déeril
constamment une courbe telle que la somme des forces vives
consommdées en un Ltemps donné pour pavvenir d'une posi-
tion & une aulre est nécessaivemenl un mesrimuwm ou un
minimun.

L’histoire philosophique des (ravaux relalifs au théoréme
de la moindre action est parliculitremenl propre 4 mellre
dans toul con jour linsuffisance compléte el e vice radi
cal des considéralions métaphysiques employées comme
moyens de découverles seientifiques. On ne peul nier sans
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doule que le principe théologique el mélaphysique des
causes finales n’ail eu ici quo!n[up ulilité, en contribuant dans
P'ovigine & éveiller Pailention des géomelres sar eelle mpor-

1antu propriéié dynamique, cf méme en leur fonrnizsant A
cet égard quelques indications vagues, Lesprib de ce cours,

tel que nous l'avons déji expressément signalé, el tel gqu il
se développera de pins en plos par T suile. novs presepil, en
ellet, de 1‘0gzu‘¢.lm‘. en lhése pénérale, los Et_\_'lu_nl.hiar;.n-. Hicaolo-.
giques el métaphysiques comme ayvaul ¢lé utiles el -m'me-
néeessaires aux progres réels de ]mtv'!t;,,‘m ¢ humaine, en
souienant son aclivitt aussi longlemps (v'a durd ..ﬁwsl. o de
conceptions posilives d'une géndralilé suflisunie, Masz, alors
méme, les nombreux inconvénienis fendamentanx inhiérents
& une telie manicre de procéder vérifient clairement qu'elle
ne peul é&lre envisagée (i comme provisoire. Lloxemple
acluel en offre une preuve sensible, Cav, sans Vinlrodoction
des considéralions exacles el véelles fondén sur los lois pénéd-
rales de la mécanique, on disputerait eucove, ainsi que lo
remargue Lagrange avee tanb de raison, sur ce qu'il faul
entendre par la moindre aelinn de la nature, la prélendue
économie des forces consistunl tanidl dans esparce, lantot
dans le lemps, ct le plus sonvent n'élant en eitel ni in ni
lautre. 1l est d'ailleurs évident que celte propriéld w'a poind
ce caractére absolu qu'on avait dabord voulu lui impeser,
puisqu’elle éprouve dans un grand nombre de cas des res-
trictions délermindes. Mais ce qui rend surloul manifeste
e vice radical des considéralions primitives, c'est que,
d'aprés I'analyse exacle de la question {railée par Lagrange,
on voil que l'inlégrale ci-dessusg définic n'est pulicment assu-
ellie 4 &tre néeessaivement un minimum, el qu'elle peul, au
conlraire, élre Loul ausst hien un maximum, comue ;I arrive
effectivement en certaing cas, le véritable théoreme géndral
congistant sculement en ce que la varialion de colle inté grale
esl nulle : que da,\u,m alors l'économie des forecs, q-'c’

que maunibre qu'on prélende caraclériser 'aefion? L) insuffi-

sance el méme l'ervcur de l'argumentation de Manperluis

sont dés lors pleinement évidentes, Dans celle ocveasion,
comme dans loules celles oit il a pu jusgqulicl v avoir con-
cours, la comparaizon a expressément constalé la supdiarilé
immense et nécessaire de la philosophie positive sur I phi-
losophie théologique el méiaphysique, non senlement quant
dla justesse et & la précision des résuliats effeclils, mais
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méme quanl & I'élendue des conceplions et & I'élévation
réelle dn point de vae intellecinel.

Pour compléler cette énumdération raisonnée des propriélés
eénérales du mouvemenl, je eroiz devoir enfin signaler ici
one derniére proposilion fort remarquable, qu'on ne place
point ordinairement dans la méme calégorie que les précé-
denles, el qui mérite cependant, & un aussi haul degré, de
fixer nolve allealion, soil par sa beauld intrinséque, soil
surtoul par Fimportance et I'élendue de ses applications aux
problémes dynamiqgues les plus diffieiles. 11 g'agil du céleé-
hre théorime général découvert par Daniel Bernouilli, sur la
coexislence des peliles oscillations. Voiei en quoi il consiste.

Nous avons vu, en commencant celle legon, qu'il existe,
pour Loul sysléme de forees, une silnation d'équilibre sfadle,
celle dans lnquelle la somme des lorces vives esl un des mazi-
meun, suivant lalol de Mauperluis généralisée par Lagrange.
Quand le systéeme est infinimenl pew écarlé de celle situa-
lion par une cause queleonque, il lend & y revenir, en faisanl
aulour d'elle uue suile doscillations infiniment petiles, gra-
duellement diminudes el bientol détruites par Iy eésistance
du milieu el les froliements, el qu'on peu! assimiler & celles
d'un pendule d'une longueur convenable soumis a l'influence
d'une gravité déterminée. Mais plusicurs causes dillérentes
peuvent faive simullandment osciller le systéme de diverses
maniéres aulour de la posilivn de stabilité, Cela posé, le
théoréme de Daniel Bernowilli consisle en ce que toules les
espeees d'oscillations infiniment peliles produites par ces
divers dérangemenis simullandés, quelle que soil leur nalure,
ne fonl stimplemeal que se superposer, en coexislant sans se
nuire, chacune d'elles ayant lieu comme si elle élail seule.
On conguit asémenl 'exiveme imporlance de celie belle pro-
posilion pour lacililer '¢tnde d'un Lel zenre de mouvemenls,
puisquil suffit, d'apres eela, danalyser isolément chagque
sorie oscillations produite par chaque perlurbation séparce.
Celte décomposilion est surloul de la plus grande ulililé.
dans les rechercnes relatives aun mouvement des fluides, ol un
tel osdre do constdi ¢ présenic presgque constammet,
Mais b propricté découverte pae Daniel Bernouilli nest pas
moins inléressanle sous le wapporl physijue que sous le
point de vae logiue. En eilel, envisagée conmme une loi de
la nature, elle explique direclement, de la maniére la plus
salisfaizanic, une foule de fails divers, que l'observalion

alions
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avait depuis longtemps conslalés, el qu'on cherchail vaine-
ment & concevoir jusqu'alors. Telle esl, par exemple, la co-
wistence des ondes produites a la suvface d'un liguide, lors-
j'elle se trouve agitée a4 Ia lois en plusicurs poinls diffé-
enls par diverses causes queleongues. Telle est, surtond,
dans I'acoustique, la simullanéilé des sons dislinets produils
par divers ébranlements de l'air. Cetle coexislence, qui a
lien sans confusion enlre les difll'érenies ondes sonores, avail
tvidemment éL6 souvent observée, puisqu'elle esi une des
bases essenticlles du méecanisme de nolre audition ; mais
clle ]]dl’{llb‘"dll inexplicable ; on n'y voil plus maintenanl
qu'une conséquence immédiate du bean théoréme de Daniel
Bernouill.

En considérant ce théoréme sous le point de vue le plus
philosophique, on ne le lvouve peut-8lre pas moins remar-
guable par la maniére donl il résulle des égualions générales
du mouvement que par son importance analylique ou phy-
sique. 12n effel, celle coexistence des divers ordres d'oscilla-
Lions infiniment petites d'un systéme quelconque, antour de
sa situalion de stabilité; o leu paree gque Péguation différen-
ticlle qui exprime la loi de I'un queleonqgue de ces mouve-
nienls se frouve élre lndaire, el conséquenment de Ia elasse
de celles donl Pintégrale générale esl npéeessairement o
simple somme d'un cerlain nombre d'inlégrales purticulieres.
Ainst, sous le rapporl analylique, Ja superposition des divers
mouvemenls oscillaloires a pour canse Pespoee de superpo-
gilion qui s'¢lablil alors enlre les dillérentes intégrales cor-
respondantes. Celle imporlanle corrélalion esl cerlainement,
comme l'observe avec raison Laplace. un des plis beaux
‘?xemplcq de eetle harmonie nécessaire entre Pabsirait et le
coneret, dont In philosophie malhémalique nons q offert Lant
de vérifications admiralles.

Telles sonl les principales considératlions philosophiques
H’L;']\M aux différents théorémes généranx découverls jus-
quiici dans Ja méeanique rationnelle, el gui tous dérivent,
comme de simpies déduetions analy liques plus ou moins ¢loi-
gnées, des lois fondamentales du mouvement sur lesquelles
repose le systéme enlier de la science phoronomiqgue. Llexa-
men sommaire de ces Lhéorénmes, doul Vensemble constitue
un des monnments les plusimposaunts de Uactivite de Uinlelli-
gence humaine convenablement dirigée, ¢tail indispensable
pour achever de délerminer le caraclére philosophique de la
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ceience de I'équilibre et du mouvement, déji suffisamment

tracd dans les lecons précédentes, o égavd de la méthede. -
Nous pouvans done mainlenanl pous former netiement une

idée géndrale de la nature propre de esalte seconde hranche

de In mathémalique conerdle, ee qui devait &re le senl objet

essenliel de nolre travail & ce sujet.

Yo me suig effored, dans ce volume, de faire senlir, au-
tant quiif & ¢¢ en mon ponvoir, en quoi consisie réellement
la pitilosophic mathémaiique, seil quanl & ses conceplions
abslraites, soil :p..mtu s divers ordres de considérations
conerétes, soit enfin quant 4 la ¢corrélation intime el perma-
nente qui existe nécessairement entre les unes ef les antres.
Je regrelle vivement nue les [hniles dans lesquelles j'ai di
me renfermer, vu la deslination de cel ouveage. e m'aienl
point permis de faive passer, aufonl que je aurais désird,
dans Tespril du lecten mou sentiment profond de la nature
de celie immense el admivable scicuce, gui, base néeessaive
de la philosophic positive toul enlidre, constilue d'aillenrs
dvidemmmenl, en elle-méme, le 1é;ucnigna&c le pluq irrécu-
sable de la pmtée du génic humain. Mais jlespére que les
penseurs qui n'ont pas ]v malhcur d'élre enliérement élran-
gers & celle science fondamentale pourront, dlapres les ré-
flexions que jai indiquées, parvenir & en conceyoir netlement
le vérilable caraclére philesophique,

Pour présenier un apercu vraiment complet de Ta philogo-
phie mathématique dans son ¢lal acluel, 3'ai indiqué d'avance
(voyez la 3¢ lecon) qu'il me reste eneore & considérer une
lroisiéme branche de la malhématique conerdle, celle qui
consiste dans l'applicalion de Panalyse & 'étude des phévo-
ménes thermologiques, derniére grande conquéle de esprit
humain, due & Filustre ami dont je déplore la perle réeente,
ioumortel Ponrier, qui vienl de laiszer dans le monde sa-
vaul nne sl ;)101011([(’ licutie, Jonglemps deslinée a élre de
jour en jour plus fortetient sentie. Mais, afin de ne m’écarler
que e moins possible des babitudes encore universellement
adoplées, j'ai wnnoneé que je croyais devoir ajourner cel
teportant examen jusgn'i ce e Povdre naturel des consi-
dérations :H{ia-m- o daus cel ouvrage nous ail conduits a la
partic delapliysique qui traile de la thermologie, Quoiquune
telle transposilion ne =oil poinl u,ulah[cul(,.ll raiionnelle, il
n'en satrait résulter eependant qu'un inconvénient secondaire,
appréciation philesophigue que je présenterai ayant d'ail-
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leurs exactement le méme caraclére que siclle ent été pla
cée & son véritable rang logique.

Considérant done maintenant la philosophie mathémaltique
comme compltlement earactérisée, nous devons procéder 4
'examen de son application plus ou moins parfaile 4 l'étude
des divers ordres de phénoménes nalurels suivant leur degré
de simplicité, applicalion qui, par elle-méme, est d'ailleurs
é¢videmment propre a jeler un nouveau jour sur les vrals
principes de celle philosophie, el sans laquelle, en eflet, ils
ne sauraient étre convenablemenl appréciés. Tel sera 'objel
du volume suivanl, en nous conformant & Vordre encyclopé-
dique rigoureusement délerming dans la seconde legon,
d'aprés la nature spéciale de chacune des classes principales
de phénomdénes que nous avons élablies, eb, par consé-
queni, en commencant par les phénomtnes aslronomiques, &
I'étude approflondie desquels la science mathématique est
éminemment deslinée.
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